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�#

(n − 1)� ����� Ck� k ≥ 1� ���� S ��	�����
� ���%��) 	���	��

���� 	���	���� ��	�����
�� ��� 	���%� � �
���� ���	�% ��������

���� Ui� i = 1, ..., N � 
����
������ *n� �����+� �� Si = S ∩ Ui�

i = 1, ..., N � (������
�������� 
������� 
���� ����������� ���
�	
���� �

	�������
�	�� �������
�������� ��	��� ��	�� Ck ����� ��
	���� �����

���� (n − 1)� ����� Di 
����
�� ���! ���� p�� ������ p = p(i)� 1 ≤ p ≤ n�

�
� ��
���� �	���"����� �

xp = ϕi(x1, ..., xp−1, xp+1, ..., xn), (x1, ..., xp−1, xp+1, ..., xn) ∈ Di,

������������ � ϕi ∈ Ck(Di)# S ��	�����
�� U1, ..., UN ���	��
��� �����

��
��'���� Si� i = 1, ..., N � ���� 	
������ ����'���(� 	��������

S ��	�����
�� ���� 	
������� ���	��
�# &
�����
 (n − 1)� ����� ���

	�����
� ���%��) 	���	����� Ck� k ≥ 1� ���� (n− 1)� ����� ��	�����
�#

,����� S�� Q���� ��	�� Ck� k ≥ 1� ���� ���� ��	�����
�� ���� 	
�� �

� ������

xn = ϕ(x1, ..., xn−1) = ϕ(x
′
), x

′ ∈ D, ϕ(x
′
) ∈ Ck(D),

-



��� ����� 	�
������
� ��

������� �� S�� 
�� ��
�� f(x) = f(x1, ..., xn)� x ∈ S� ���������

��������
 � Ck(S) ���
�������� f ∈ Ck(S)� ��� f(x
′
, ϕ(x

′
)) ���������

��������
 � Ck(D) ���
��������

��������� S�� Q���
 ����� Ck� k ≥ 1� ���� ��� 
���� ���� �

!
����
������ S = ∂Q"  S1, ..., SN ��� ���� ��������
 �������� ��

������� �� S�� 
�� ��
�� f(x)� x ∈ S� ��������� ��������
 � Ck(S)

���
�������� f ∈ Ck(S)� ��� f ∈ Ck(Si)� i = 1, ..., N � #$
�� %� �����&�

�� f(x) ���������� �������&�������� Ck(S) ���
������� ��'
�� %� S


���� ����� ���� ��������
 �����������

(�����)���� ����������& 	�
������
������

����)������������
 ��	��$�*�������� � �)�+����
 �����
������&

����������& 	�
������
���  ���*��� ���������
 ,���& -*,���� ��



���
��� &�����
��� ��
 �����
������& &���
�� �������� 	���������������

.�� ����
� ������
��
 �� ����������& 	�
����
�� �% ��&�� &�����
�����

��& ��� &�����
����� ������ ����� ������ �������� ���� 
�� ��
������
 ��

�����
�����
�/ '���� �������� �'�/ &�������% ���
������� 0����� 
� ����

������� 1���������

�� ������	
 ����
�����������	 � ������	 �	�
��� 2�����

�������
 � 	�� ��&��
3 ,���& ��$��� ����������� ��� ,��
�/ 
�
�����

	�
������*)������ ������

������
��
 �� �� 
�
����� �������� ����&����&� ���� ������

�����������
 � (x, u) = (x1, x2, u) ����������� 
���� ����� ��� 
���$����

��� �������
��
 � x1Ox2 	��������� �� � Q �������� 
��  ��
��
 �

u = u(x)� x ∈ Q� 	�
������
�
� ����/ u ∈ C1(Q)�

������
��
 �� �� ��� u = ϕ(x)� x ∈ Q� 
�
����� �� � ����&����&� ���� ��

��� �������� ��& u = u(x) ����&����&� ���� ����
��
 � u = ϕ(x) ������

4



�������� �	
�������	
� 
��� Ou �������� �	
����� �����	�	
������

�������	
� � ���� 	� �������� ��� ���	� ������� 	
� 	
����! � Ou

�������� �	
����� � 	
�� f(x) �� ����� ��	
��	
�� "������ ϕ ������

u ���� �����	��#	
 ����� ��� 	
�� 
�����! �$������ ����%�� �

∫
Q

u(x)∫
ϕ(x)

f(x)dudx =

∫
Q

f(x)
(
u(x)− ϕ(x)

)
dx :

&��� ���� �������� ��� ���	
� � ��� ������ 	
�� '��������� 	� ������� 

ϕ ������ u ���� �����	��#	
  �����	
� ��� 	
�� 
�����! �$������ 

����%�� �

−
∫
Q

k(x)
(√

1 + |∇u|2 −
√

1 + |∇ϕ|2
)
dx

(
(x1, x1 + Δx1) × (x2, x2 + Δx2) ������ ��� 	
�� ���
����! �$������ 

��������
�� � �������� ��
���	
��� ��� ��%� ��
���%� �	�	�	
���� �

	� (�	��
��	
� � ��� ����� ���� k(x) > 0 �	�!�
�� 
	��	
� � ��������

)
��!	
��	
�� ∇u = (ux1 , ux2)
)
�

��� �������� ���� 
����	
� 
������! � g1(x, u) = g1(x) − σ1(x)u

*σ1(x) ≥ 0 ���� ���+��
�� �������� �	�!�
��� �, �!���� ��	
�����

	
�� �(� ������� ϕ(x) ������ u(x) ���� �����	��#	
 ����� ��� 	
��


�����! �$������ ����%�� �

∫
∂Q

u(x)∫
ϕ(x)

g1(x, u) du dS =

∫
∂Q

(
g1(x) (u(x)− ϕ(x))− σ1(x)

2

(
u2(x)− ϕ2(x)

))
dS :

u(x) ����	
� �������� (	������# �������� ����%�� �

U(u) = U(ϕ) +

∫
Q

k(x)
(√

1 + |∇u|2 −
√
1 + |∇ϕ|2

)
dx−

∫
Q

f(x)(u− ϕ) dx+

+

∫
∂Q

(σ1

2

(
u2 − ϕ2

)− g1 (u− ϕ)
)
dS,

	���� U(ϕ)-� ϕ ����	
� �������� (	������# �������� ��

.



���������	 
���� �	��
��	�� �� ������	� ����������� u(x) 
������


���� ∇u(x) ������	���� ���� � � |∇u|4 ����� �	
��	��� ����� �	�

���� ���	���  �
 
�!���� u(x) 
������ ������	� !���	"��� �	�����	

��	
��	�

U(u) = U(ϕ) +

∫
Q

k

2

(|∇u|2 − |∇ϕ|2) dx−
∫
Q

f(x)(u− ϕ) dx+

+

∫
∂Q

(σ1

2

(
u2 − ϕ2

)− g1 (u− ϕ)
)
dS

��#���

$�� u(x)%� ������	� 
���#�����������	 
���	 �� �!� "�	��"�& ����

��� ����������� v(x) 
���� 
�!���� t = 0 ����

P (t) = U(u+ tv) = U(u) + t

⎡⎣∫
Q

(k∇u∇v − fv) dx+

∫
∂Q

(σ1uv − g1v) dS

⎤⎦+

+
t2

2

⎡⎣∫
Q

k|∇v|2 dx+

∫
∂Q

σ1v
2 dS

⎤⎦
�����	
��� '�#� t%�( ��	������ ��� � '��#��� ∇u∇v%�� 	��	����& � ∇u

� ∇v ������	��� #������ ����
�����) ∇u∇v = ux1vx1+ux2vx2(� *��������

dP (0)

dt
= 0,

������" #��"���� �� �� "�	��"�& v ∈ C1(Q) +��	�"���� 
���� ������	�


���#�����������	 
���� 	�������� u(x) +��	�"��	 ���������� �∫
Q

k∇u∇v dx+

∫
∂Q

σ1uv dS =

∫
Q

fv dx+

∫
∂Q

g1v dS (0.1)

�	������ 	���	�����	��

$�� ������	� ���� �	���, �� ��#�	�	) ���� ����"��& �� �!� ������	�

����� ����������� u(x) 
������ ���������� �	

u
∣∣∣
∂Q

= ϕ
∣∣∣
∂Q

(0.2)

-.



��������� � ��	 	
���
� ��������� u(x) 	����
� �
������ ���
�����

��
����� ������� �

U(u) = U(ϕ) +

∫
Q

(
k

2

(|∇u|2 − |∇ϕ|2)− f(u− ϕ)

)
dx :

����
� u�� ���� �������� �
������ ������������
���� 	���� ��  �	

	
���
� �������� v ∈ C1(Q) !�
������� ������ ��" ��������
� �

v|∂Q = 0 (0.3)

��������� u + tv !�
������ ��������� #$%&' ��������� (
������� �����

��	���� v !�
������
�� �����

P (t) = U(u+ tv) = U(u) + t

∫
Q

(k∇u∇v − fv) dx+
t2

2

∫
Q

k|∇v|2 dx

��)���	��" t = 0 �
��
� "�	�
��
� � *������
�� ��+
�� ,
���� (0.3)

�������� ��������- �������� v ∈ C1(Q) !�
������� ����� ���� ������

��� �
������ ������������
���� 	���" ��������- u(x) !�
������

��������
� � ∫
Q

k∇u∇v dx =

∫
Q

fv dx (0.4)

���
���� ��
���
����"� .�
 �����
��� �� �
������ ������������
���� u

����
�� 	���" ����
� � �/ �
 �
�� ��� 
���
 ����� 	�!
�
��
�� !�
�������

��0����� u ∈ C2(Q)� ��� (0.1) � (0.4) ���
���� �������
�" ���
�� � *��

1����
� ����� �������
���2 
���	�
��� k(x) ∈ C1(Q)� k(x) > 0� x ∈ Q�

σ1, g1, ϕ ∈ C(∂Q)�

(���3��� 4�������	���
 ����3��∫
Q

k∇u∇v dx = −
∫
Q

v div (k∇u) dx+

∫
∂Q

k
∂u

∂ν
v dS,

55



����� A = (A1, A2) ������� 	
�
� divA = A1x1+A2x2 �
∂u

∂ν

∣∣∣
∂Q

= (∇u, ν)|∂Q =

(ux1ν1 + ux2ν2)|∂Q� ν = (ν1, ν2)
� ∂Q
�� �
��
� Q
� ��
��
�� 
��
���

��
��� ����
� ������� �� ����
�
�� (0.1) � (0.4) ���������������� �
���� �

���� ∫
Q

(
div (k∇u) + f

)
v dx−

∫
∂Q

(
k
∂u

∂ν
+ σ1u− g1

)
v dS = 0 (0.1

′
)

� ∫
Q

(
div (k∇u) + f

)
v dx = 0 (0.4

′
)

�������

�
�� �� div(k∇u) + f �������
� 
��� 	
� �� 
!
 (0.4
′
) ��������������

��
���� ���

div (k∇u) + f = 0, x ∈ Q, (0.5)

��"� ��#� 
��
��
� �����
��  �!���� (0.2) ������� !
��
�� 	�� ��
���

	
� ��
���� � 
�� ���
� !
��
��� ���� !��� � �
�
�
�� ������� u(x)

�������
�� (0.2) �$�
��� !
��
��� �
�
�
��� (0.5) 	
�
�
��
� ��������

������� %� ��� ��"���� � ���	�� ������� 
���� ��
� 
���
��� 
�����

(0.5) 	
�
�
��
� 	
�
��

�
�� �� (0.1
′
)
��� v(x) �
�
�
�
� �������
 � C1(Q)  
���� 
!


 ��
������ �
��
���
!�� (0.3) !
��
��� �
�
�
��� v(x) �������
���&

���
�
��� �� 
��  �!���� �� u(x) �������
� �
�
�
���� � (0.5)

	
�
�
��
��� ����
�
�� (0.1
′
) ������������� �
���� � ����∫

∂Q

(
k
∂u

∂ν
+ σ1u− g1

)
v dS = 0

������� '����� σ1, g1 ∈ C1(∂Q)� �
�� �� C1(∂Q)� ∂Q ⊂ C1� �
$�����
��

!
��
��� �
��
�
� �������
 ���� C1(Q)
�� !
��
��� #
����
���������


!
 ���(�� �������������� ��
���� ���(
∂u

∂ν
+ σu

) ∣∣∣
∂Q

= g (0.6)

)*



������� ���	��
� ����� σ =
σ1

k
≥ 0� g =

g1
k

�

(0.6) ���	
�� 
	
�	��� �	�	�	��� (0.5) �	�	�	��	� �������� �������

������ ������� � ������ ������� 
���� (0.5) �	�	�	��	� �	�	�� σ ≡ 0

��
���� ������ ���	
�� ������ ������� � ������� ������� 
���� ��	�

���	��� 
������ �
� ��
���� ���	
�� 
	
�	�� ����

∂u

∂ν

∣∣∣
∂Q

= g (0.7)

������ �
�
���� ��	�	��� �� �����	�� �	�	�	�	� !��"
	� �����

��	�	������ � (0.5) �	�	�	��	� �����	� ��#����� ��� �	�	�	���� �

��� 	�� ���	
�� 
	
�	���

�
$� ���	����� �����	��  	�$�	� �������

%����� u(x, t) &������	� ��� ��� � �����	�� ����� $	�	�	�� t 
	����

�
� ��
���� ut(x, t) ' utt(x, t) &������	���� ��� ��� �� �����	�� x ∈ Q ����

	�	���"
���� ' 	�	�	����� (��"	������ �� �� 	
� 	�	��
	����� ��
��"
���

�����)� %����� $	�	�	�� ��� 	�� t = t0 
	��� ���	� �� �����	�� (x, t)

���� ����� ' 	�	���"
����*

u|t=t0 = ψ0(x), x ∈ Q, (0.8)

ut|t=t0 = ψ1(x), x ∈ Q : (0.9)

(0.8) ' (0.9) 
	
�	����� ������� �� ��������� ���	������

%	�	����� ��������� �	�	+	
�, �����	��  	�$�	� �	�	�	�����

�����	�� �	�	�	�	� !��"
	� (0.5) �	�	�	����� �� ����� f(x) &������	�

-��	����	� � −ρ(x)utt + f(x, t) &������	
�� (−ρ(x)utt.� ������	
�

��$� ����"
���� � x ������� f(x, t).� 	��	��� ��$� ����"
���� �� ����

����	��	
�� 	�	�� �	��	� � t.��)*

divx (k∇xu) + f(x, t)− ρ(x)utt = 0, x ∈ Q, t > t0 : (0.10)

∂Q ���� ��	 ���	� 
	
�	������ �	��	�� ���
�� ' ��	����	� ��
�����

/0



������� ���	�����
 
���
��
	 �� (0.2)� (0.6) ��	 (0.7) ����
 � ���� �
���

��������� ��	����� ����� t ≥ t0 ��������� ��	���

(0.2)� (0.8)� (0.9) ��	 (0.7)� (0.8)� (0.9) ���	 (0.6)� (0.8)� (0.9)�

���	������� ��������� (0.10) �������	�� ��
��
	
 ������
 �����


�� ��
	 !� ��	�������������� ������ ��	 ����	�
 ���	 ���	�
�


��� 
�
�� (0.10) �������	�� ��	���

"�������� 	�	����� #����
	
 ���������
	 ! (0.10) �������	�� ��
�	��

	�$�%��� ��
 ��������
	 ! ��������� � ���#��� ������� ���	�������

"����$ �������� 	�	����� �����
	 �Q = R2� #����
	
 ���������

u(x, t)� x ∈ R2� t > 0� &�
��%��� (0.10) �������	�� ��
��
	 ! � ��������
	

! (0.8)� (0.9) ��������� ���	�������� "�� �����
	 ���
	 ��� �� u(x, t)

&�
��%��� (0.10) �������	�� ��	�� ��������� 
�
�� ��	��� 
�
���

��
��
	 !�

'(� (0.5) � (0.10) ��������
	����
	 �������%���
 �������
���� ���

k(x) ≡ k > 0� ρ(x) ≡ ρ > 0� ��� ��� ��������
	���
 ��	����������)

��� �� ��
	 ��*

�	���	�� �������	���

Δu = −f(x)

k
, x ∈ Q, (0.5

′
)

� �������� �������	���

1

a20
utt −Δu = −f(x, t)

k
, x ∈ Q, t > t0, a0 =

√
k

ρ
, (0.10

′
)

����� Δ ≡ ∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

� �� ��
	 ! ������� ����� 	��

+�� ��������� ,�,������� �����
	 (0.10
′
) ��������
	� �
��

1

a20
utt − uxx = −f(x, t)

k
, x ∈ (α, β), t > t0, (0.10

′′
)

����
� "�� ��������
	
 ��������
	 ! (α, β) 	�$������ ��� ����������

-.



���� ������	
� �
���� x = (x1, x2, x3) ������	

1

a20
utt −Δu = −f(x, t)

k
, x ∈ Q, t > t0, (0.10

′′′
)

���������	
� ����� Δu = ux1x1 +ux2x2 +ux3x3 � ���������	 � ���� ������	


Q ������ ��	 !u(x, t) "����#��� $��� �����	 � ��	����� t ����� x ∈ Q

�����	 ���� %��	�� �����	
 ��������� %����	�#&� '�� ������	 a0(� �����	

)���� ����*	�� ������ ����� ��

�� ������	
�� 
������� ������� +�#��� �
���� ����*�� ��� Q

������ ��	 ������ ���� � ��� ���� ρ > 0 ,��� ����� c > 0 -��	������� ���� .

k(x) > 0 -��	������������� ��� ���*���#� u(x, t)(�� ��������� t �����

x ∈ Q �����	 -��	����%��
� �� ������� �� t = t0 ���$����� ����� -��(

	����%��
 ������ ��

u(x, t)|t=t0 = ψ0(x), x ∈ Q, (0.11)

. �����-���	 � ����� -��	����%��
 t > t0 ��	���

+�#��� Q
′
������ 
 Q(� ��.� �� ������� �� /������ 0����� ��	�)���1

(t1, t2)� t0 ≤ t1 < t2� ��	����������*��	 ∂Q
′
����� Q

′
������ 	���� -��(

	�� ��� �����
 ������� �

t2∫
t1

dt

∫
∂Q

′

k(x)
∂u

∂ν
dS,

����� ν(� ∂Q
′
(�� �����* Q′(� ����	�	$ ������� 	����� ���	��� ��

� � Q ������ ��	 �
�� � f(x, t) ,��� ��	$ -��	�� ��� ��$����� ���

(t1, t2) ��	����������*��	 Q′ ( ��	 -��	�� ��� �%
 ������� �

t2∫
t1

dt

∫
Q′

f(x, t) dx+

t2∫
t1

dt

∫
∂Q′

k(x)
∂u

∂ν
dS :

'�� -��	�� ����
 *�,����	 � ������������� x ∈ Q′ �����	 -��	����%���

23



������ u(x, t1)��	 
���
 u(x, t2) ��������� ��� 
 ���� ����

t2∫
t1

dt

∫
Q′

f(x, t) dx+

t2∫
t1

dt

∫
∂Q′

k(x)
∂u

∂ν
dS =

∫
Q′

c(x)ρ(x)
(
u(x, t2)− u(x, t1)

)
dx

���
���� ����������������� ���������
�� ����� ������� ��

u(x, t2)− u(x, t1) =

t2∫
t1

∂u

∂t
dt


 !"������ #����"��$���� %���&
�	' ��������

t2∫
t1

dt

∫
Q

′

(
c(x)ρ(x)

∂u

∂t
− div (k(x)∇u)− f(x, t)

)
dx = 0,

����� ∇u = (ux1 , ux2 , ux3)�

(�� ��������"������� )����	��� ����$��� * Q ���������
 �+�

����� ������� Q
′

�������� 
 (t1, t2) 
�������� ��
������ ������'

�������� �� ������ ��������������� ��
����� *

c(x)ρ(x)
∂u

∂t
− div (k(x)∇u) = f(x, t), x ∈ Q, t > t0, (0.12)

$�)����	��� �������
���� ,�� $�+���
 ��% c(x) ρ(x) 
 k(x) )����	������

������������ ��' c(x) = c ρ(x) = ρ k(x) = k (0.12) ���������
� ������
 *

����������	�
����
��� �����������

1

a2
ut −Δu =

f(x, t)

cρ
, (0.12

′
)

����� a2 =
k

cρ
 Δu = ux1x1 + ux2x2 + ux3x3 �

-������ �� (0.12) ���������
� ���� ���� 
���� t > t0 
 
���� Q

�������� ������ ������ ��
��� u(x, t) )����	���� ����� t = t0 +����

�����
 * (0.11) ��.%����� +��
���� ��� x ∈ ∂Q �������
 +��� * ����

���	��	��� ,�� ����$����
 * )�.������ ������� ��$��� ��� ���
���� ��+

* ��������
 Q �������� 
 ������� 
�������� 
��
�

/0



���������	 
��
��� ∂Q ���� ��� t�� ����� 
�������� ����
	���

����� ������ � u(x, t) ����������	��

u|∂Q = f0(x, t) : (0.13)

��
 
��
��� ����������	� �	�������� (0.12) ���������	 ��	 ��� ��	

����!��" ��� ���������� � (0.11) # (0.13) �����		���	$

%&� ����	� � ∂Q ����� �������	 ���
� q0(x, t) '���&���	�" ��� (������

)��	
� ����*��	� ������	 �����		 ��	�

k(x)
∂u

∂ν

∣∣∣
∂Q

= q0(x, t) (0.14)

���
�$

%&� ����	� � Q ������&�! 
���� �	�� ��������� u0(x, t) ����������	�"

# ∂Q ����� �������	 ���
� q0(x, t) '���&���	� ����������	 � u|∂Q # u0|∂Q
����������		��� ��������&��	�" ��� ������	 �����		 �	
��	��� �(

k(x)
∂u

∂ν
+ k1u

)∣∣∣
∂Q

= k1u0

∣∣∣
∂Q

(0.15)

���
�" ����� k1(x) > 0 +����� ��������� ��� ����	� �����,�'�	�����

&��	 ��� ���!	 �$

(0.11)" (0.13) ��� (0.11)" (0.14) -��� (0.11)" (0.15). �����		���	

��������� (0.12) ���������	 ��� ���� ��	���� '	
��� ��/���� �"

���������'�	����" ������ ��� ����	�
 ���� ���	�
� 
��� 
�
��

(0.12) ���������	 �����$

��	 
��
���" ��� 	���&� �!	��� � ������ R3 ���� ��&���	� -Q = R3."

u(x, t) ����������	� ���������� � (0.12) ���������	�" ��� t > t0 # (0.11)

����	���	 �����	�	" ��� t = t0$ ��
 
��
��� ����� �	" �� u(x, t) 0��	�!��	

(0.12) ���������	 ����� ��������� 
�
�� ��	��� 
�
��� ��� ��� �$

12



����� �

��	���
 	���
 �������������
 
���	�������

��������
� ��	����������

n������� Rn, n > 1, x = (x1, ..., xn)� ��	�
��
��� Q ��� ������
���

�	� ����	����

n∑
i,j=1

aij(x)uxixj
+

n∑
i=1

ai(x)uxi
+ a(x)u = f(x), x ∈ Q, (1.1)

�	�	�	� ��	�� �������� �
��������	�� �
���� ����	������

������	����� �	��� ������	��� aij � ai� a� (i, j = 1, ..., n) ��������	
��

�	��
 �	���� �	������ ����������	 �� C(Q)���� ������	��� f(x)

���
 �	���� ��� ����� �	��
 ��������  C(Q)���! u(x) ���������

�������  (1.1) ������	��� �������� �
� u ∈ C2(Q) " ����	�	���  (1.1)

������	����! #�	$	 ��	�� �
��������	� aij (i, j = 1, ..., n) ��	
������	�

$"���	��� �� ���� ��������	
�� A(x) = ‖aij(x)‖ ��%��������� ���	��!

&���������� �%��� ������	��
����� '�'������ ���
��	���� �	 A(x)

���	��� �����	��  ! (	��� ��)�� �%����� ��� ������ �	 C2(Q) �����

*������� ����������	� ����	

uxixj
= uxjxi

, i, j = 1, ..., n,

n∑
i,j=1

aijuxixj
=

n∑
i,j=1

aij + aji
2

uxixj
,

�*� A(x) ���	��� ��'�	�� ��)� ��	���  ��	����

1

2
‖aij(x) + aji(x)‖ =

1

2
(A(x) + A∗(x))

�����	�� ���	��� +���'���� ������	����,!

-.



§ �� ��������	
���
 ���������	
�

�������� ��	�
���� x ��� Q�
�� ‖A(x)‖ 	���
�
 ������� ����������

�
�
���� det‖A(x) − λE‖ = 0 �������	�� ��	������� ���������

λ1(x), ..., λn(x) �
��������
��� λi �������	 � �
���� ����	� ����� ���

���
����
���� � � !��
 �� ‖A(x)‖ 	���
�� �
	���
� �� ��� "�#�� λi�

i = 1, ..., n� 
����� ��� $
���� %����
� n− = n−(x) "�������� ���

n0 = n0(x) &��
���� �� ' n+ = n+(x) %����� ��( n− + n0 + n+ = n�

)( n0 = 0 %���(

� ��� n+ = n� n− = 0� ��	 n+ = 0� n− = n� ��� x �����	 (1.1)

���������	� ������	 � ��������� �
�
�

" ��� n+ = n − 1� n− = 1� ��	 n+ = 1� n− = n − 1� ��� x �����	 (1.1)

���������	� ������	 � 	��
��
����� �
�
�

� ��� n+ > 1 ' n− > 1 �%� �������� � 	
�
� n ≥ 4 %�����	 � ��� x

�����	 (1.1) ���������	� ������	 � 
�����	��
��
����� �
�
�

*( n0 > 0 %���(

+
� %�����	 x �����	 (1.1) ���������	� ������	 � �����
����� �
�
�

�����������	� ,������	�� %�������	�� ���	����	
� "-��	 �� ��

�������	�� �
�� �����#�� ��	�� �����%
� �� ����# λi(x) ��	�����


���������� �
# "������ � 
	���# ��	�����
 ��������� ���#
 .
��� n−(x)�

n0(x) ' n+(x) �	"�/0 ������ +
% �������� %
�������

(A(x)ξ, ξ) =
n∑

i, j=1

ai j(x)ξiξj, ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ Rn,

��1������

� 2'� �x ∈ Q 3
���4 ��� � � ,��������
 %�������
�

��
��
 �� �� ����������/ 
����� 2'���-���
�� 	
0���� �
� ����#
 �

"���# ��������� ����
�����4�

� ����
 ' ��1������

� 2'��
 
����
�



5����
 ��	�2�
�� �
% ��������� ����
 %����� ������ ��%�	���


������ n+(x) �� "�������� ������ ��%�	���
 ������ n−(x) �� 
��

n0(x) = n− n+(x)− n−(x)�

)6



��� (1.1) �������	
�� 	�
� E ⊂ Q ����	
���� �	�	� �����	
�

��������� � �������	����� � 
 ������ ��� ��� �	��	
� � ���������

	
����
������ � ����� E 
��������� ����

����������

�������� 
�����������

Δu = f(x), x ∈ Q,

	���� Δ =
∂2

∂x2
1

+ ...+
∂2

∂x2
n

������� ��������� �� Δu = ux1x1 + ...+ uxnxn �

���� f = 0 ��� �������	
�� �	��	
� � ������� 
���������� Q ���	
��	
�

��������� ���� �� ���� 	� ��� ����	
� A(x) = E 
 �	�	� x ∈ Q ������

����� λ1(x) = ... = λn(x) = 1�

�������� 
�����������

ux1x1 + ...+ uxn−1xn−1 − uxnxn = f(x), x ∈ Q,

Q ���	
��	
� ������	����� ���� �� ���� 	� ��� ����	
� �	�	� x ∈ Q ���� 

�� ����� λ1(x) = ... = λn−1(x) = 1, λn(x) = −1�

�����
� ��!���������� 
�����������

ux1x1 + ...+ uxn−1xn−1 − uxn = f(x), x ∈ Q,

Q ���	
��	
� �����	����� ���� �� ���� 	� ��� ����	
� �	�	� x ∈ Q ���� 

�� ����� λ1(x) = ... = λn−1(x) = 1, λn(x) = 0�

"������� 
�����������

x2ux1x1 + ux2x2 = f(x), x ∈ Q ⊂ R2,

Q = {|x| < 1} !��	
� "�#� ���� �� ���� 	� ��� ����	
� �������	
��

{|x| < 1, x2 > 0} ����$�%��	
� ��������� ���� �� {|x| < 1, x2 < 0} ���� 

$�%��	
� ������	����� ���� �� ��� {|x| < 1, x2 = 0} �����!&� ��� ���� 

�	����� ���� ��

'(



§ �� ��������	�
 �
�����

������
� ����� ���	������

��
���
�����	
��� 
��
	�	�

������ U�� �	
� ��	��
� � Q �������
������ U ⊂ Q� 
 ������

y = ϕ(x), x ∈ U, (1.2)

��� ��� ���	�������	��

y1 = ϕ1(x1, ..., xn), ..., yn = ϕn(x1, ..., xn),

x = (x1, ..., xn) ∈ U, ϕ(x) = (ϕ1(x), ..., ϕn(x))� U���� �	��� �
�������
��� ��

 ����	���

�! (1.2) �
�������
���� U ��	��
�� ������	"���	�� �	��#����	���

� V ��	��
�� �	� $y ∈ V !�

�! ϕ(x) ∈ C2(U)� �
�����% ϕi(x) ∈ C2(U), i = 1, ..., n�

&! J(x) = ‖∂ϕi

∂xj

‖ '������ ���	��� U ��	��
���� (� ��	���	����� �
�����

(1.2) �
�������
�� 
����
���% det J(x) �= 0, x ∈ U �

)�
��� �� �	 �! � &! #�
�����	� ��#���� (1.2) �
�������
�� *�����	�

x = ψ(y), y ∈ V, (1.2
′
)

�
�������
���� ���
�#�� +"���� � ���� *������
�����	���

V ��	��
���� ��*������ v(y) ,���������

v(y) = u(ψ(y)), y ∈ V : (1.3)

-��
� ����� �	 ��� �! � &! #�
�����	� ��.� ������ �#� *�����	�����

�	�� V ��	��
���� ����	�	��� � v(y) ,��������� y ∈ V ������ �/��� ���
�

��#�� ��(#���� � (1.1) *�����	���� y ∈ V ����� *���#��������.

x ∈ U ������ $��� (1.2) ��� (1.2
′
)!� )��� �
� #������ �*��������

�	#�� ����������� 	�
��	����
���
� ��
�� �������
���
����	

���������

01



��� (1.3)��

u(x) = v(y) = v(ϕ(x)), x ∈ U (y ∈ V ) :

����	 i, j = 1, ..., n 
���	

uxi
=

n∑
k=1

vykϕkxi
,

uxixj
=

n∑
k=1

n∑
s=1

vykysϕkxi
ϕsxj

+
n∑

k=1

vykϕkxixj
:


������	� v(y) ��������� V ��	������� ����	�	��� �

n∑
i,j=1

aij

( n∑
k,s=1

vykysϕkxi
ϕsxj

+
n∑

k=1

vykϕkxixj

)
+

n∑
i=1

ai

n∑
k=1

vykϕkxi
+ av = f, (1.1̃)


�����	����� �	� ���� �������	� ��	�������	� �����

ãks(y) =
( n∑

i,j=1

ϕkxi
(x)aij(x)ϕsxj

(x)
)∣∣∣

x=ψ(y)
, k, s = 1, ..., n

����� !�	"�� ����#��� 
������ �� �	 (1.1̃) 
�����	��� ���� ��	���

�����	� ‖Ã(y)‖ ���	��� J(x)� A(x) � J∗(x) �	�� ���	����	� �	���	��� �$

‖Ã(y)‖ =
(
J(x)A(x)J∗(x)

)∣∣∣
x=ψ(y)

,

Ã = JAJ∗ ��� A = J−1ÃJ∗−1� �	��% Ã = Ã(y)� J = J(ψ(y))� A = A(ψ(y))�

y ∈ V  

&����� P �� ���'��� (��	���	��% ���	�� �� �	 ξ = Pη #��)�*��������

A ���	��� (Aξ, ξ) ��+��������� #�� ��	��� � ��������� �����,

(Aξ, ξ) = (Λη, η)� �	��% Λ�� �������������� ���	�� �� �	� ������������(
1, ..., 1︸ ︷︷ ︸

n+

, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n0

,−1, ...,−1︸ ︷︷ ︸
n−

)
�����	� � -�� ��'����

Λ = P ∗AP, Λ = P ∗J−1ÃJ∗−1P,

..



������� �	�
� �
 �� Ã ������� (Ãξ, ξ) ������
����� ��� ξ = (J∗−1P )η

�����	�
���� ������� �����
� � ��
�� (Λη, η) �����
 ��� ����� ������ �� A

������� ������
����� ���� ��������
 A(x) � Ã(y), y = ϕ(x), ����������

 �����
 !������� � ��������� ������� ��"������ ��������� ��
��� ���

#� �
�� �$���
���% ��

§ �� ������	
�� 
���
�������


&���
� Q ����
���
� ����% (n−1)'������ S ����� �������
��� (S ⊂ Q)

����% �

F (x) = 0 (1.4)

*�������
���
 ����� F ∈ C1(Q) ������ ��"����� +�
����� �
 ∇F
∣∣
S
�= 0�

x0 ∈ S ���� �����	
 � (1.1) �
�
�
�

� �


� ��������	
 ���� ���

(∇F (x)A(x),∇F (x)
) ≡ n∑

i,j=1

aij(x)
∂F (x)

∂xi

∂F (x)

∂xj

= 0, (1.5)

��� x = x0�

��� x ∈ S ����� ������ ���	�
���� ����� ��� 
�
 S 

�����	��� ����

��	
 � (1.1) �
�
�
�

� �


� ��������	
 ���
������ �

 �	��
��

��������	
�

��
�
���� ν(x) = (ν1(x), ..., νn(x)) =
∇F (x)

|∇F (x)| � ν ������� �	�� ∇F �	��

��	���	�� � 
�
��� ���
��	���	�� |ν| = ν2
1 + ... + ν2

n = 1  νi�� �
�
�
� � ν

������� � xi �	���	��
� �
!

" 
���
� cos���# νi = cos(ν, xi)$� %�& &����	


(1.5) �
�
�
��	���	�� �


�'�� �

n∑
i,j=1

aij(x)νi(x)νj(x) = 0 (1.5
′
)

�
�
�
��	��
���

()



������ ����	
���
 �
�������	���� ����
���� �
��
����

����
�������� ���� ���
��� �
�
�
�������� �
�
� �Q = Rn��

�������� ��	���
���� ���
���� �
�
�
����� ����	
���
��� 
���� 

�
�� �� 
�� !������ A(x) = E � (1.5) �
�
�
���	����� ���!���� |∇F |2 = 0

������


�
������
����������� ��	���
���� "���
�
#��!
�
���	�
�

�
�
�
��
� �
�
� (1.5
′
) �
�
�
���	����� ��!������ $ �����
% �����&

ν2
1 + ...+ ν2

n−1 = 0 :

'���
�
� ν2
n = 1, νn = ±1 � ����	
���
��� �� �
�!��
���� 
�� �
��(

�����	���� ����� ��
!����� � xn ��##��	�
� �
)�
� 
������� 0◦ �
� 180◦

$ 
������& xn = C �
�	��	�������� ����# C(� �
�
�
�
� �
��
���� $

�F = xn − C��

�������� ��	���
���� *%��
��� �
�
�
��
� �
�
� (1.5
′
)

�
�
�
���	����� ��!������ $ �����
% �����&

ν2
1 + ...+ ν2

n−1 − ν2
n = 0 :

'���
�
� ν2
n =

1

2
, νn = ±

√
2

2
 � ����	
���
��� �� �
�!��
���� 
��

�
�������	���� ����� ��
!����� � xn ��##��	�
� �
)�
� 
������� 45◦

�
� 135◦ $� +�
���� �� n = 2 �
��
��� !������ 
%��
��� �
�
�
��
�

����	
���
��� �� �
�!��
���� ����� x1 + x2 = C � x1 − x2 = C ��#�#���� 

����# C(� �
�
�
�
� �
��
���� $�

+���� ����	
���
���� �� �
���� �
����	����� '
���� $ �� �#���

����
�������� � 
, �
��� u
′′
+ a1(x)u

′
+ a2(x)u = f(x), a < x < b, ������!

�
��� �����
�
� !�-������
% �
�
�
�������� %���������� �� �#��� ��.

����
�& �
��
���� ����
�������� �
�
��/ �
�
�
����� �f(x) ≡ 0�

���� ��
�� 
����, !�-������%� %���������� 0
��
�
� 
�
���
%�����

!�-������
% �
�
�
�������� �
�
� ��
��1
�� 
�% $�
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������ ��	 
�
���	�
�� 	����� f(t) � g(t) ���
	���
��� ���	�
���

�
 C2(R1)��
 � ��
 ���	�
��� C3(R1)��
� ���
�	� f(t) = 0� ��� t ≤ t1�

f(t) = (t− t1)
3� ��� t ≥ t1� ��	 g(t) = (t− t2)

5� ��� t ≤ t2� g(t) = 2(t− t2)
3 ���

t ≥ t2� ����� t1 � t2 ���	�
 ���� �
� u(x1, x2) = f(x1) + g(x2) ���
	���


����� R2����

ux1x2 = 0

!�������
 "����	��
���� !�����# !��������
 $������ %� �
& ����� u�


�� ���	�
��� C3(R1)��
� '(& ���
	���(� �����& 	��"� ���
�(�$
��
 ��
�


�)���
�� x1 = t1 � x2 = t2 �����
��� ���� ���
� �(& !��������


�
����"���
�� �
� '(� �����(�� 	���� % �
&!�
��� �
��(��

������ n���
�
� Q �����(�� (n − 1)���
�
� L ����	 ��	�����(���

��*�
��� % ��	�� Q1 � Q2 �
�������(�
����

L = {x ∈ Q : Φ(x) = 0}, (1.6)

����� Φ ∈ C1(Q), ∇Φ
∣∣
L
�= 0�

Q1 = Q∩ {x ∈ Q : Φ(x) > 0}, Q2 = Q∩ {x ∈ Q : Φ(x) < 0}, Q = Q1 ∪Q2 ∪L :

�����	�
� Q \ L ��)����(�
 ��� ���+��� h(x) ∈ C(Q1) ∩ C(Q2)

���
	���
� L ��	�����(�� ��� h(x) ���
	���(� �#��� 	�
��
�
� !���(�$

���
	���
,

[h](x) = lim
y∈Q1
y→x

h(y)− lim
y∈Q2
y→x

h(y), x ∈ L :

x0 ∈ L 	����� h(x) ���
	���(� �
�
&!�����(�
 !���� �
!��*�+� % �

�������� �� [h](x0) = 0� �
& �����,

h(x0) = lim
y∈Q1
y→x0

h(y) :

-��� ��
� !���(�$ �
&����� ��� 	
��	�(��
�
� �#�
� ������(���

./



������ ����� ������ Q �����	
��� u ���
����
 (1.1) ���������


������� �� �
� ������ ���� ������ k > 0 �����

u ∈ Ck+1(Q) ∩ Ck+2(Q1 ∪ L) ∩ Ck+2(Q2 ∪ L),

��� ���������
 ��������
��� � � �� �
���� !����
��� �


Ck(Q)"�
# $
� L ��������	
� ���� ������ ������
 (k + 2)"�� �����

���
�	��
���� ��
� ���� ��	��
	��
 %��
� &��'������� ���
�	���


(�%��  ��	�� ������ �)� �!� �	� ���� �
��
����% ��� �#

*��
�����!��� �
� L ��������	
� 	������
%	��� ������ ��	��
	��


%��
� ������
 (k + 2)"�� ����� ���
�	��
���� ���� ����� �!� L

��������	
� �
��
����% �#

������� ��	�
����� ���
�� �	��� ����� ���
� ������������

��������� ���	��� �� ������� 
��	� + ���
���

������ ������� ������ � 	��������� �� ��!���� ��� " #�������� �$	��

�������
��� 
��	� + ���
��� ������	��� �
 �
��
����%
��� ���#

%&



����� �

��	
����
�
� ��	� �
�
�
�����
�

������� ����� 	�
����
���� 	������������� �����
 	����

	����
��� �� ����������� 
��������� 	�� ��
��� ���������

������������

§ �� ����� ��	�
� � ����� 
���
����� ��	�
� �
������

������
��� ����


u(x, t)� x ∈ Rn� t > 0� ��������� �������  

utt −�xu = f(x, t), x ∈ Rn, t > 0, (2.1)

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Rn, (2.2)

ut

∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ Rn, (2.3)

����� ����� 
������� �!� u"� 
��������  C2(x ∈ Rn, t ≥ 0) ������!#���

$ ����������  (2.1), (2.2), (2.3) 	��������!#���������

%������ ��	�������� ���	�#����� 	��$���  � �� (2.1), (2.2), (2.3) �����


������ ��#��!#�� 	���� 	�
�	���
 ��

f ∈ C(x ∈ Rn, t ≥ 0), ϕ ∈ C2(Rn), ψ ∈ C1(Rn)


�#��������

(2.1) − (2.3) ����� 	�� ������ ����
�  �������
 ��$ 	��$#�
 ���
�

���	����� �������

&'



������ Q�� {x ∈ Rn, t = 0} 	
�����

� ���� n��
�
�� �����
� �� Q���

���
�
���� �
� (n+1)��
�
�� {x ∈ Rn, t ∈ R1} �
�
����

� �
�����
���

��� ��� �
���
� � Q�� ��������

�������� Q �
�����

� �
�


�
� (x0, 0) ��� � �
�


�
� t0 > 0 ���



��� � ��

Qx0,t0 = {|x− x0| ≤ t0, t0 > 0}

t0 �
!
�"�� n��
�
�� #���$� ���
� %��� Q�� ��&� Qx0,t0 	����� � (x0, t0)

#
#
��� (n+ 1)��
�
�� ���� ��
�
���� Ωx0,t0 '

Ωx0,t0 = {|x− x0| < t0 − t, 0 < t < t0} :

Ωx0,t0 ���� Sx0,t0 = {|x−x0| = t0− t, 0 ≤ t ≤ t0} ��"��

�� �
������
�� (2.1)

	
�
 
��
� ���

�� �����
#���� ���� ��

(2.1) 	
�
 
��
� Q 	����� ��������	
 ����	� �
� ��""
�� Q 
	����

����	� �
��
���� ��%�� Ωx0,t0 ������ ��
������ 	
�$� 
��" ΩQ �����
��'

ΩQ =
⋃

(x0,0)∈Q,

t0>0: Q
x0,t0

⊂Q

Ωx0,t0 : (2.4)

{x ∈ Rn, t = 0} 	
�����

� ��& �������� �
�


�
� Q �����
� � $�����

ΩQ 	
�
�
�
 (
� �����$� ��

utt −�u = f(x, t), (x, t) ∈ ΩQ, (2.5)

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Q, (2.6)

ut

∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ Q, (2.7)

(�$���� ����" f, ϕ, ψ 	
�
�
�
 (
� �
�����
������� ��
 ���
�

)������
��� ��� ������� � ���		 ���������� ���	��

(2.5)−(2.7) (�$�� %������ ������� � (2.5)� (2.6)� (2.7) 	
�
 
����
��������

�
�
�
��" u ∈ C2(ΩQ ∪Q) )������
��

*+



����� �������	�
 ��
��� ����� (2.1) − (2.3) ��
�� ��
���������� ��

(2.1)− (2.3) ��
��� ���������� � (2.5)− (2.7) ��
�� ��� Q = Rn 
�������

����������� ������� �� �� (2.5)� (2.6)� (2.7) ��
�� ���
��� ���������

����� ��������� 	

f ∈ C(ΩQ ∪Q), ϕ ∈ C2(Q), ψ ∈ C1(Q) :

§ �� ������	 
��
�������� �	������� ��	���	� ����������
����� ���		 ����	 �������� �������� �����

 ����� ��	�
 � (2.1) − (2.3) ��
���� !�� ��"�����"�������� �����

�������� �� ���� #������ $��%�������� &����� ����'���(� �'��� ��"�

�����	���������� ���� )��'�����* ��� (���$��� ���	 (2.1) − (2.3) ��
��

���
���� ��������	��� � ϕ(x)� ψ(x) � f(x, t) &����������� ��+���	�

,�������� -"���	�
 (���$�� .��������(/ ���
��
�'���� ��
�� ��"�

�����	��	�
 ��"�����"���������� ��0��" ��� "���	�
 (���$�� ��"�

�����	�������

1��2������ ����� 
��������

utt −�xu = 0, x ∈ Rn, t > 0, (2.10)

����"�' ��	�"������ ���� ����
���� %�%������� 
������� n = 3�

x = (x1, x2, x3)�

 ����� u3� (2.10) ��	�"����� ���
��� �� 4�2��������� (2.10)3�

e−i(x,ξ)3�	� ����5 ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3� � �"� x3� ��������� R33�	�

�"������

ũtt + |ξ|2ũ(ξ, t) = 0, t > 0, (2̃.10)

����5 ũ(ξ, t) =

∫
R3

e−i(x,ξ)u(x, t) dx ���
�"����� � u(x, t) ���
��� #������

$��%���������� �"� ����
���� %�%����������� (2.2)� (2.3) "�2(�����
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����������	 
����
� ���

ũ(ξ, t)
∣∣
t=0

= ϕ̃(ξ), (2.2̃)

ũt(ξ, t)
∣∣
t=0

= ψ̃(ξ) : (2.3̃)

(2̃.10)� (2.2̃)� (2.3̃) ������ ��
��������
� ���
�� ξ ∈ R3�� �����
� �����
��

��
� � ����� ����� ��
����
� �������	����� 
�������� �������	���

����
����� ������ ��� ��
��
�� �
��

ũ(ξ, t) = ϕ̃(ξ) cos |ξ|t+ ψ̃(ξ)

|ξ| sin |ξ|t

��
���  ��!�"��� #�
���� �������$ $!�%���
&��� ��'�	�� (2.1) − (2.3)

����� ��
��
�� �������	��
� �

u(x, t) =
1

(2π)3

∫
R3

ũ(ξ, t)ei(x,ξ) dξ =
1

(2π)3

∫
R3

ϕ̃(ξ) cos |ξ|tei(x,ξ) dξ+

+
1

(2π)3

∫
R3

ψ̃(ξ)
sin |ξ|t
|ξ| ei(x,ξ) dξ = − ∂2

∂t2
uϕ(x, t)− ∂

∂t
uψ(x, t) (2.8)

��
���� ����(

uα(x, t) =
1

(2π)3

∫
R3

α̃(ξ)
cos |ξ|t
|ξ|2 ei(x,ξ) dξ =

=
1

(2π)3

∫
R3

⎛⎝∫
R3

α(y)e−i(y,ξ) dy

⎞⎠ ei(x,ξ)
cos |ξ|t
|ξ|2 dξ =

=

∫
R3

α(y)

⎛⎝ 1

(2π)3

∫
R3

ei(x−y,ξ) cos |ξ|t
|ξ|2 dξ

⎞⎠ dy =

∫
R3

K(x− y, t)α(y) dy : (2.9)

)�
��(

K(z, t) =
1

(2π)3

∫
R3

ei(z,ξ)
cos |ξ|t
|ξ|2 dξ, z = (z1, z2, z3) ∈ R3 : (2.10)

*+



���� �� (2.10) ����	��
� ��
��� � ����� t��� � |z|���� ��� �������

� ��� �����
 ����� z = (0, 0, |z|)� |z| �= 0� ������

K(z, t) = K(0, 0, |z|, t) = 1

(2π)3

∞∫
0

r2 dr

2π∫
0

dϕ

π∫
0

eir cos θ|z|
cos rt

r2
sin θ dθ =

=
2

(2π)2|z|

∞∫
0

cos rt sin r|z|
r

dr =

=
1

(2π)2|z|

⎛⎝ ∞∫
0

sin r(|z|+ t)

r
dr +

∞∫
0

sin r(|z| − t)

r
dr

⎞⎠ =

=
1

(2π)2|z| (sgn(|z|+ t) + sgn(|z| − t))
π

2
=

1

4π|z|

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, |z| > t,

0, |z| < t :

�������
�� ������� ���������� ����� (2.9)�� ��!" �������#

uα(x, t) =

∫
R3

K(x− y, t)α(y) dy =
1

4π

∫
|x−y|>t

α(y)

|x− y| dy =

=
1

4π

∞∫
t

dr

r

∫
|x−y|=r

α(y) dSy :

$�������
∂uα

∂t
= − 1

4πt

∫
|x−y|=t

α(y) dSy,

�������� ����%��� (2.8)��� ������� ��#

u(x, t) =
∂

∂t

⎛⎜⎝ 1

4πt

∫
|x−y|=t

ϕ(y) dSy

⎞⎟⎠+
1

4πt

∫
|x−y|=t

ψ(y) dSy : (2.11)

&�������� ���# ������# (2.10), (2.2), (2.3) 
���� 
������ ���#�' (2.11)

���������� ����� ��(���� � �������� �	
	��'

)*



§ �� ����� ��	�
� �

� �
�
��
� �
�
�

�
� �
�

�

�
�
���
� �
�
���

��������	 
�����
����� ���� 
������ 
��������� ������
���

�������

utt − a2uxx = 0, −∞ < x < +∞, t > 0,


���� a > 0 
�����
�� �� ��� 
������
��� �������
�� � ������ ����

�����
���� 
���� u(t, x)  
���!��� x �

�"���� 
���!
� ���� "��	� �

#������� t ��
���

$��� 
� ����% 
������
��� y = at &
&
'����� &
'�������� ��"
�(

�
�� � uyy − uxx = 0 ���
����� ���	�� ���� ����! ��"
���
�)�
���

'�'���
�� �
������	 a = 1*

utt − uxx = 0, −∞ < x < +∞, t > 0 : (2.12)

+
,�� '�"��� (2.12) 
��������� 
���� �����
�� � 
��-���
��� �����

(2.12) 
��������� ��� u ∈ C2(x ∈ R1, t ≥ 0) �
�%
���� 
�� �������
�� �

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), −∞ < x < +∞, (2.13)

ut

∣∣
t=0

= ψ(x), −∞ < x < +∞, (2.14)

��������� ������������ 
���� ϕ(x) - ψ(x) 
�����  
���!����� ��

.��������� ��������/� (2.13) ������� �������
�� � ��������� t = 0

��
�� ���� x �

�"���� 
���!
� ���� "��	�� ��� (2.14) ��������

����
�)�
����

0
�%��	 (2.12), (2.13), (2.14) +
,�� '�"���� 1�' �����	 (2.12)


��������� ��"
��
�� �
�%
���� (2.12) 
��������� ��
�)����2���

�� 
��"����
�� x ± t = C � C = const� 
��������� (x, t) &
&
'��������!

��!���	 (ξ, η)�

ξ = x+ t, η = x− t,

34



������������	�
 ��������
 u(x, t) = v(ξ, η) = v(x+t, x−t)
 ��� �������

������	 ����������� (2.12) ����������� �������	

vξη = 0 (2.15)

���
�
 �����
 ��� ���������� ��������� ��������
 ������� �� �� (2.15)

���������� �������� ������� �����

vη(ξ, η) = f ∗(η),

���� f ∗(η) !�����	�� ������ � �	��� η ���������	�
 "����
��#���� ξ�	

����� 	��������� ��� ����������� ��� η ���������	$ �������


v(ξ, η) =

∫
f ∗(η) dη + f1(ξ) = f1(ξ) + f2(η), (2.16)

���� f1 % f2 �	��� ��� ���������	�� ����&��������'�� ξ�	� %

η�	�� ������ !�����	���� ��
 (� 	 ���	 ��% ����)���$ ���������

f1 % f2 ����� ����� �������� �	!�������	 !�����	����	 ����� (2.16)

'���*%�� ������� v(ξ, η) !�����	�� (2.15) ���������� ������� �
 +��	 ��

(2.15) ���������� �������� ������� �����	 � ����������� (2.16) ���
��$

����&������� f1 % f2 ������,���'� �&� (2.16) '���*%�� ������ � (2.15)

���������� ��������� ��������
 -��%�'���

u(x, t) = f1(x+ t) + f2(x− t) (2.17)

!�����	�� (2.12) ���������� ��������� �������� �


.�,�����
 (2.12)− (2.14) ����	 �������� �����,���� ���	
 ��� ��&
��� ���

������������ � (2.17) ���
��
 �����
 ���&	�	 f1 % f2 !�����	����� ��

'��������� (2.13), (2.14) ��/'����� &���������0

u
∣∣
t=0

= u(x, 0) = f1(x) + f2(x) = ϕ(x), (2.18)

ut

∣∣
t=0

= ut(x, 0) = f
′
1(x)− f

′
2(x) = ψ(x) : (2.19)

11



���������	 ��
���� �
	
�
��������� x0��� x 
��
�
��

f1(x)− f2(x) =

x∫
x0

ψ(α) dα + C,

����� C = f1(x0)− f2(x0)� �������	 ������� ��

f1(x) + f2(x) = ϕ(x),

�

f1(x)− f2(x) =

x∫
x0

ψ(α) dα + C,

������� ������ ���

f1(x) =
1

2
ϕ(x) +

1

2

x∫
x0

ψ(α) dα +
C

2
,

f2(x) =
1

2
ϕ(x)− 1

2

x∫
x0

ψ(α) dα− C

2
:

�������	� ϕ � ψ ����
��
���� ������	 ���� ��� ����� f1 � f2

����
��
����� ����� ���
�����	 (2.17)�� ���! 
��
�
��

u(x, t) =
ϕ(x− t) + ϕ(x+ t)

2
+

1

2

x+t∫
x−t

ψ(α) dα : (2.20)

(2.20) 
��
�
���������� 
�"	��� # ��������� ��	�
�� $��
�����	�

�� (2.12) − (2.14) %���� ���&���� ���������� ����� ���� ��
�
�� '
�
�(���

(
�
)��� ��"� 
�
������� # ���&�
� ��

��������� ����� ��� ����������

�����
� (2.12) − (2.14) %���� ��
 
�� ���&���� 
�
 
�� 
���

�
�	��

(2.20) '
�
�(��� (
�
)��	 � 
�
���
��� �
%��� ���&�
� ���� '����� ϕ

����
��
� ��
�� 
��
�� ��
 ψ ����
��
� ��
 
��
� 
�����
� �����������

��� �
��
�� #� �� 
�� ������� (2.20) (
�
)��	 ���

�
�	
& ����
��
�

(
	
�
���� # (2.12) �
	
�
��
�� � (2.13)� (2.14) �
*(�


� �
��
������

+,



������� � 	
��
�� ��������� 
����������� ��	��	��� ���������� �

(2.12), (2.13), (2.14) ����� ����� ������� 
���� ����! " ������ ����!�

������ ����	 ������ ϕ ∈ C2(R1)� ψ ∈ C1(R1)� 	
� ��
���� (2.12)�

(2.13)� (2.14) ����� ������ ���� �������� ��� ������ � ��������� (2.20)

�������� � �
� �������� ����� ��

#�������� ����$"�� ����� �� ����� ����� ������� ���� ����
���

%�
��� ��������

#����& M(x0, t0)'! ��"� (�&	�� ��
 �� 
����& ��� ��
�� ������

x− t = x0 − t0 " x+ t = x0 + t0 ���� �
��)���!� ����& x �*���&! �%�
��

N(x0−t0, 0) " P (x0+t0, 0) ��
������ MNP �*�������! �NP %��&�� ������!�

��)���� � ������ ��! �"���
���� +	
 (2.20) ����$"�, M ��
��� �������

u(x0, t0) ��-�&! �������� � ϕ 	�.������ (��������� ��-�&����� N " P

��
����� " ψ 	�.������ (��������� ��-�&����� NP %�
���� ���/

u(M) =
ϕ(N) + ϕ(P )

2
+

1

2

∫
NP

ψ(α) dα : (2.20
′
)

#�
�����& ����� 0������


���
� 	� #����& 	�.������ ��%�� ����� ��
��! ����� .�������

���
�� ����/ ψ(x) ≡ 0� ��� ���&��� (2.20) ����$"! �!������ %�
"��� 
�	&!,

u(x, t) =
ϕ(x− t) + ϕ(x+ t)

2
:

1�������) �� �������� �� ϕ(x) �= 0 ����� (x1, x2) �������&��� �ϕ(x) ≡ 0� ���

x ≤ x1 ��� x ≥ x2�� ��������&

u(x0, t0) =
ϕ(x0 − t0) + ϕ(x0 + t0)

2
, ��� (x0 − t0, x0 + t0) ⊂ (x1, x2),

u(x0, t0) =
ϕ(x0 − t0)

2
, ��� x0 − t0 ∈ (x1, x2), x0 + t0 ∈ (x2,+∞),

u(x0, t0) =
ϕ(x0 + t0)

2
, ��� x0 − t0 ∈ (−∞, x1), x0 + t0 ∈ (x1, x2),

u(x0, t0) = 0, ��� (x0 − t0, x0 + t0) ⊂ (−∞, x1)
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��� (x0−t0, x0+t0) ⊂ (x2,+∞) ��� x0−t0 ∈ (−∞, x1), x0+t0 ∈ (x2,+∞) :

������ �� ���� ��	�
����
 �� ��������� ������� �������� �� ϕ(x) ≡ 0


� ψ ��������� ������	����� ������ ������ � ����� (x1, x2) ������������

(2.20) �������� ��������

u(x0, t0) =
1

2

x0+t0∫
x0−t0

ψ(α) dα, ��� (x0 − t0, x0 + t0) ⊂ (x1, x2),

u(x0, t0) =
1

2

x2∫
x0−t0

ψ(α) dα, ��� x0 − t0 ∈ (x1, x2), x0 + t0 ∈ (x2,+∞),

u(x0, t0) =
1

2

x0+t0∫
x1

ψ(α) dα, ��� x0 − t0 ∈ (−∞, x1), x0 + t0 ∈ (x1, x2),

u(x0, t0) =
1

2

x2∫
x1

ψ(α) dα, ��� x0 − t0 ∈ (−∞, x1), x0 + t0 ∈ (x2,+∞),

u(x0, t0) = 0, ��� (x0−t0, x0+t0) ⊂ (−∞, x1) ��� (x0−t0, x0+t0) ⊂ (x2,+∞) :

 �����!��� ����� !�
���
 ����� ������!�� ����"��� �� #�$������

�������� ��!�� %�������

	
��
� �
�
� ��� ϕ � ψ ����	
�
	 ��
	���
	��� ��	� �	 ���� x0

���� 	�
��
��� 
�
 ��
��
�� 
�� ����
� ��� � �
	�
�
� t�� �
�
��

u(x0, t) ≡ 0�

x0 ���� �������� ϕ � ψ &����������� ���� $���$� ��������� �

ϕ(x0 − x) = −ϕ(x0 + x), ψ(x0 − x) = −ψ(x0 + x) :

'������� #�$������ �������( ������

u(x0, t) =
ϕ(x0 − t) + ϕ(x0 + t)

2
+

1

2

x0+t∫
x0−t

ψ(α) dα = 0 :

	
��
� �
�
� ��� ϕ � ψ ����	
�
	 ��
	���
	��� ��
�� �	 ���� x0

���� 	�
��
��� 
�
 ��
��
	 �
�	
�
	 
�
	��
�� 
�� ����
� ���

� �
	�
�
� t�� �
�
�� ux(x0, t) = 0�

)*



x0 ���� �������� ϕ 	 ψ 
����
������ ����� ������ ��������� �

ϕ(x0 − x) = ϕ(x0 + x), ψ(x0 − x) = ψ(x0 + x) :

����
���� (2.20) �����	� ��� x�� 	 ����� ������� ��� ������ �� �����


����
���� ����
���� ���� 
����
�� �� ������� 

ux(x0, t) =
ϕ

′
(x0 − t) + ϕ

′
(x0 + t)

2
+

1

2

(
ψ(x0 + t)− ψ(x0 − t)

)
= 0 :

������� ��	�����
	����� !�"#�� ��$�� 
���
 �� ����� (2.12)

���������� ��������� ��� ���������� � (2.13) 	 (2.14) ���������

#����������� �������� � ����%� ����& ��%� �#�
��
�� � �� ���������

#��������� ����$��� ����'����� $�# ��� �������� 	� ����$��� �

����'����& (�)� ���� ���	��� #�$����&


����� ����� ��������� [0, t0] ����������	
��� ����
 �

��������� ε ��	������ ����
 ���������� ���� ������� δ(ε, t0) > 0�

�
 (2.12) ��
���
��� �������� �
��� u1(x, t) � u2(x, t) ���������
 t0

����������	
��� ��������� �
�
�� �	�
��

�� ε��� ���
  ���
!

|u1(x, t)− u2(x, t)| < ε, 0 ≤ t ≤ t0,

���

u1

∣∣
t=0

= ϕ1(x), u2

∣∣
t=0

= ϕ2(x),

u1t

∣∣
t=0

= ψ1(x), u2t

∣∣
t=0

= ψ2(x),

��"������ #���������
� �
�
�� 	�
��

�� δ��� ���
  ���
!

|ϕ1(x)− ϕ2(x)| < δ, |ψ1(x)− ψ2(x)| < δ :

������	�� ��� #�$��� �#�
���
� ����*�#�� �'��� � +��������

�����	�
& ,���� 

|u1(x, t)− u2(x, t)| ≤ ϕ1(x+ t)− ϕ2(x+ t)

2
+

ϕ1(x− t)− ϕ2(x− t)

2
+

-.



+
1

2

x+t∫
x−t

|ψ1(α)− ψ2(α)| dα,

������� ��	
��� �



|u1(x, t)− u2(x, t)| ≤ δ

2
+

δ

2
+

1

2
δ2t ≤ δ(1 + t0) :

����
���� δ =
ε

1 + t0
� ���
�
	

 	�
� �
� �	�	
����� �� 	�	�������

��� �	���	���	�	
 �
��� �������� 	
�
��	� � �	��	� ��	������

�	��	

����  ��!"
	�	
� �!�	��
 # 	��
$� 	�	 	���� �
� �� �
���� ������

��

%	��

� �� �	���	���	�	
 �
���� ���	� � �����	� ��� �
��� ��������

&��������
 ��
�� �
���� ��
� ��	� ������� # �
��� �������� 	
�
��	� �

�	��	� 
	�
	�	
 ���	�
����  �	���
 �$�

'�������� ��

 ����� �����

� �� %�(�� �
���� �	�� �	�	
�	


�	�	�	��	
 �	�	� ���	� � ��)����

*� ��)��� ���	� �
��� +��
	� �"���

 �	�	"��	�	
 # �����	�	


�	�	�	����
���
 
����	� &����
������

§ �� ����� ��	
� ���
��� ������������ ��������

������
��� ����


'�� �	�	&�	,��� �������
	����

 %�(�� �
��� �����	
 ��	�������
��

����� ����� 
����
 u ∈ C2(Ωx0,t0)� x
0 ∈ Rn� t

0 > 0� �

utt −�xu = 0, (x, t) ∈ Ωx0,t0 , (2.21)

u
∣∣
t=0

= 0, x ∈ Qx0,t0 , (2.22)

ut

∣∣
t=0

= 0, x ∈ Qx0,t0 : (2.23)

��� ���
��� Ωx0,t0���� u(x, t) ≡ 0�

-.



��������� ������ u(x, t)�� (2.21) − (2.23) 	�
�� ���
���� �� ��������

��������� (ξ, τ) ∈ Ωx0,t0 ���� ����� ����� ��

u(ξ, τ) = 0 : (2.24)

��������� Ωx0,t0 ����� ���������� (ξ, τ) ������ Ωξ,τ �������!"

Ωξ,τ = {|x− ξ| < τ − t, 0 < t < τ} ⊂ Ωx0,t0 :

#������ �� �� u ∈ C2(Ωξ,τ )�

$����%������ (2.21) ������������! ut�� "

ututt − ut

n∑
i=1

uxixi
= 0, (x, t) ∈ Ωξ,τ :

&��� ��

ututt =
1

2

(
u2
t

)
t
, utuxixi

= (uxi
ut)xi

− 1

2

(
u2
xi

)
t
, i = 1, ..., n,

�%�
1

2

(
u2
t +

n∑
i=1

u2
xi

)
t
−

n∑
i=1

(uxi
ut)xi

= 0, (x, t) ∈ Ωξ,τ : (2.25)

'����� (���
����� %��������� ����� t )�)�	����! �(�������

xn+1�� � t = xn+1� * (2.25) �� �+���������! �����

divA = A1x1 + ...+ Anxn + An+1xn+1 = 0 (2.25
′
)

��+�� � ����, A = (A1, ..., An, An+1)  �����! ���� ���*��� ���%��������!-

Ai = −uxi
uxn+1 , i = 1, ..., n,

An+1 =
1

2

(
u2
xn+1

+
n∑

i=1

u2
xi

)
:

.�������� (2.25
′
)�! Ωξ,τ�� * �������� /+������
+��� 0���1*!-

�+������ ∫
∂Ωξ,τ

(A, ν) dS = 0, (2.26)
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����� ν = (ν1, ..., νn, νn+1) ������� ∂Ωξ,τ	
� �����
 Ωξ,τ	
 ��������

�����
� �
���� ������� �� ∂Ωξ,τ ����������� ������
 � ����� �������
��

∂Ωξ,τ = Sξ,τ ∪ Qξ,τ � ������ ν ������� ��� �������������
� �������������


���� ������� � �� Qξ,τ	
 ��� ν = (0, ..., 0,−1)� !��
 �� Sξ,τ �����������

������ �

F (x1, ..., xn+1) ≡
n∑

i=1

(xi − ξi)
2 − (xn+1 − τ)2 = 0

����"������� �#� ��� �����
� �
���� ������� ���
 ������� ��"���

ν =

(
Fx1 , ..., Fxn+1

)(
F 2
x1

+ ...+ F 2
xn+1

)1/2 =
(x1 − ξ1, ..., xn − ξn, τ − xn+1)√

(x1 − ξ1)2 + ...+ (xn − ξn)2 + (τ − xn+1)2
=

=

(
x1 − ξ1√

2(τ − xn+1)
, ...,

xn − ξn√
2(τ − xn+1)

,
1√
2

)
: (2.27)

$"� (2.22) � (2.23) #��������
� A|xn+1=0 = 0 ��"�
 Qξ,τ	
 ��� A = 0 � (2.26)

����"���������� �����
 � %��� ������� ��"����

0 =

∫
Sξ,τ

[
−

n∑
i=1

uxi

xi − ξi√
2(τ − xn+1)

uxn+1 +
1

2
√
2

(
u2
xn+1

+
n∑

i=1

u2
xi

)]
dS =

=
1

2
√
2

∫
Sξ,τ

[
n∑

i=1

(
uxi

− xi − ξi
τ − xn+1

uxn+1

)2

+ u2
xn+1

(
1−

n∑
i=1

(xi − ξi)
2

(τ − xn+1)2

)]
dS =

=
1

2
√
2

∫
Sξ,τ

n∑
i=1

(
uxi

− xi − ξi
τ − xn+1

uxn+1

)2

dS : (2.28)

��"��� &%��%��
��
�� ��� '�"�� �� Sξ,τ	
 ���
n∑

i=1

(xi − ξi)
2 = (τ − xn+1)

2�

(2.28)	
� ���
(�#�" ������� � �� Sξ,τ	
 ���

ux1 = uxn+1

x1 − ξ1
τ − xn+1

,

. . .

uxn = uxn+1

xn − ξn
τ − xn+1

,

��"
���� Sξ,τ	
 ���

(ux1 , ..., uxn , uxn+1) = uxn+1

(
x1 − ξ1
τ − xn+1

, ...,
xn − ξn
τ − xn+1

, 1

)
,

)*



�������� 	
�
�

� (2.27)��� ��
���� ���� �� Sξ,τ�� ��


(ux1 , ..., uxn , uxn+1) = uxn+1

√
2ν :

�������� Sξ,τ ���

�� �
������
�� �
��
�
� ����� l��� ��
�
����



� ����� �������

� (n + 1)��
�
�� ��
��� �������� �
�
�

� ��� ��

	
�
�
����

�! 

� ����� ���

����

∂u

∂l
= uxn+1

√
2(ν, l) = 0,

���� ��
�
���� "� �� u = u(x1, ..., xn, xn+1) #������
� Sξ,τ ���

�� �
������
�

�� ����� �������

�$ �� ����%����� &����� (2.24) 	
�
�
����
���� $%��� "

(2.22) '

�
���� (���
� 
'
�����
� "�

)'
�����
� *���

�� $%��� " (2.5) − (2.7) +���� *��
*
��
� %����

*����
� ��
����
����� 	���
$
� �
� (2.1) − (2.3) +���� %���� *����
�

��
����
����� ,���� ������ u1(x, t)�� � u2(x, t)�� (2.5)−(2.7) %���� *���������

��� )
� ��'���� u = u1(x, t)− u2(x, t) �
�$�����
���� �	
����
�


utt −�xu = 0, (x, t) ∈ ΩQ, (2.50)

u
∣∣
t=0

= 0, x ∈ Q, (2.60)

ut

∣∣
t=0

= 0, x ∈ Q : (2.70)

%���� *������� -
 ��
�
���� "� �� u(x, t) #������
� ΩQ���� $
�
�
����

" (2.21), (2.22), (2.23)���� �
�
�

� 
'
�����
� *���

�! �
��
�
�

(x0, t0) ∈ ΩQ ���� ��'���� u(x, t) ≡ 0 Ωx0,t0����� 	���
$
� u1(x, t) ≡ u2(x, t)

ΩQ����� )
�'����� 
'
�����
� " 	���

* '�������

������ ����	 (2.5)−(2.7)������ �� �	�
� 
��
�	� �
��� 	�
�� �
��
���

,��'�� 
���� ����* "� 

� ��������� �
��
���
'��� 	������ "

(2.1)− (2.3) +���� %���� *����
� ��
����
�����

������ ����� (2.1)−(2.3)������ �� �	�
� 
��
�	� �
��� 	�
�� �
��
���

./



§ �� �������	 
�����
��	 
���
 ����� �	�
� ������	

���������	� �
�� ��
�����	 ��������		�
� �������

��� ��������	 
�����
 � n = 3 ������� (2.1) �������
 ���������


����� ����� �
��� ���
��
 ��������
	�

���
���
�

Aϕ(x, t) =
1

4πt

∫
|y−x|=t

ϕ(y) dSy, x ∈ R3, t > 0 : (2.29)

(2.29) �������������
	 ���� ��������

���� �����
 �������
 ����

ϕ(x), x ∈ R3, �
	
���! ���
������ ������!����
�����
 ��" � �
���  ���

 ���
� !���
�����
 {(x, t) : x ∈ R3, t > 0} ����!���
������
��� �����


Aϕ ���
����# 	
� �����$ (x0, t0) ��!��� Aϕ ���
������ ��%��	 �����
 �

����
 x0 ∈ R3 ��
!��
�� & t0 > 0 ��'��(�� ������� ��� ϕ ���
������

	
���
�
 ��%��
����� )� 
��
����� �# �� Ωx0,t0 ��
� (x0, t0) ��������#

���!� & Ωx0,t0 ��
� ��
����
 ��� ��!���# Aϕ ���
������ ��%��	 ��������

� ����
 ��� ��
� Qx0,t0 ����� ��� ϕ ���
������ 	
���
�
 ��%��
�����

*�!&�+��# ��� ϕ(x) ���
����
 !���
 � � �� ��+�(" {x ∈ R3, t = 0}
���������
# ��� ��&� Q ⊂ {x ∈ R3, t = 0} !������� ���# ��� Aϕ ���
����


������
 � Q ������ ΩQ ��
���� ����

������ ����	
 ������ ϕ ∈ C3 (Q)� ψ ∈ C2 (Q)� 	
� ��
����

u(x, t) =
∂Aϕ(x, t)

∂t
+ Aψ(x, t), (x, t) ∈ ΩQ, (2.30)

���������

utt − (ux1x1 + ux2x2 + ux3x3) = 0, (x, t) ∈ ΩQ, (2.31)

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Q, (2.32)

ut

∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ Q, (2.33)

����� ���������� ����� ������� ��

(2.30) ��!����!������
	 �� ���� � �������� �������

,-



����� ���	�
� ���
���
�� ��
����� ��� ���
��
��� ������� �������

�����
��

����� �����	 ������ (x0, t0) ��	�
���� ��
 � {x ∈ R3, t > 0}
����
�������
������ �
� ������	

�� ��� ϕ ∈ Ck
(
Qx0,t0

)
, k ≥ 0, ��� Aϕ(x, t) ∈ Ck

(
Ωx0,t0

)
, k = 0, 1, 2, ...�

�� ��� ϕ ∈ Ck
(
Qx0,t0

)
, k ≥ 0, ��� Aϕ(x, t)

∣∣
t=0

= 0, x ∈ Qx0,t0 �

�� ��� ϕ ∈ Ck
(
Qx0,t0

)
, k ≥ 1, ���

∂Aϕ(x, t)

∂t

∣∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Qx0,t0 �

�� ��� ϕ ∈ Ck
(
Qx0,t0

)
, k ≥ 2, ���

∂2Aϕ(x, t)

∂t2
−�Aϕ(x, t) = 0, x ∈ Qx0,t0 �

�� ��� ϕ ∈ Ck
(
Qx0,t0

)
, k ≥ 2, ���

∂2Aϕ(x, t)

∂t2

∣∣∣
t=0

= 0, x ∈ Qx0,t0 �


���
���	 (2.29)���
 ����	���

y = x+ ηt

���������� ����	����
� �	��� x = (x1, x2, x3)  ��!�" ��� #� t��  ��!�"

�	���� ��$ #� %!� ���	�������	�� ��! ���������� ����	����
� ����

������� ��!���

y1 = x1 + η1t,

y2 = x2 + η2t,

y3 = x3 + η3t :

&�� ������


Aϕ(x, t) =
1

4πt

∫
|y−x|=t

ϕ(y1, y2, y3) dSy =

=
t

4π

∫
|η|=1

ϕ(x1 + η1t, x2 + η2t, x3 + η3t) dSη : (2.34)

'�

� ()*)+�� +) � () �����
��	� ������
 �� (2.34) ��	����
��
�
 �

{(x, t) ∈ Ωx0,t0 , |η| = 1} ��� ,�-
������ $	� ��������.	������  ����
���
�� ����������������
�

/0



�� ������	 
�
�����
�� �
�
� �
����� Aϕ(x, t) �������
�� 
�
���

�
��� 
�
���

	 	�� t �����
�
���

∂Aϕ(x, t)

∂t
=

1

4π

∫
|η|=1

ϕ(x+ ηt) dSη +
t

4π

∫
|η|=1

3∑
i=1

∂ϕ(y)

∂yi

∣∣∣
y=x+ηt

ηi dSη =

=
1

4π

∫
|η|=1

ϕ(x+ ηt) dSη +
t

4π

∫
|η|=1

(∇ϕ(y), η)
∣∣
y=x+ηt

dSη =

=
1

4π

∫
|η|=1

ϕ(x+ ηt) dSη +
t

4π

∫
|η|=1

∂ϕ(y)

∂ν

∣∣
y=x+ηt

dSη, (2.35)

����� ν = η ����
��� �
��
� 
��
��� ��
��� ����

�  ! �� ������	


����
��� ���"���  (2.35) ����
�
������# ��$ t = 0!

%�&� '"
������ (2.35) �
�
�
���(����	 )
����
�� y �����
�
��*#

���
�
��

∂Aϕ(x, t)

∂t
=

1

4πt2

∫
|y−x|=t

ϕ(y) dSy +
1

4πt

∫
|y−x|=t

∂ϕ(y)

∂ν
dSy =

=
1

4πt2

∫
|y−x|=t

ϕ(y) dSy +
1

4πt

∫
|y−x|≤t

�ϕ(y) dy :

%����� ���� +�������� ,������
����� $
�
'"���∫
|y−x|=t

∂ϕ(y)

∂ν
dSy =

∫
|y−x|=t

(∇ϕ(y), ν) dSy =

=

∫
|y−x|≤t

div∇ϕ(y) dy =

∫
|y−x|≤t

�ϕ(y) dy :

%�������-

∂Aϕ

∂t
=

1

t
Aϕ +

1

4πt

t∫
0

dρ

∫
|y−x|=ρ

�ϕ(y) dSy :

%�
����� ��
��
� �
�
�
���(����	 	�� t.��

∂2Aϕ

∂t2
= − 1

t2
Aϕ +

1

t

∂Aϕ

∂t
− 1

4πt2

t∫
0

dρ

∫
|y−x|=ρ

�ϕ(y) dSy+

//



+
1

4πt

∫
|y−x|=t

�ϕ(y) dSy = − 1

t2
Aϕ +

1

t

⎛⎜⎝1

t
Aϕ +

1

4πt

t∫
0

dρ

∫
|y−x|=ρ

�ϕ(y) dSy

⎞⎟⎠−

− 1

4πt2

t∫
0

dρ

∫
|y−x|=ρ

�ϕ(y) dSy +
1

4πt

∫
|y−x|=t

�ϕ(y) dSy =
1

4πt

∫
|y−x|=t

�ϕ(y) dSy :

����� ����	
 �����


�xAϕ(x, t) = A�ϕ(x, t) =
1

4πt

∫
|y−x|=t

�ϕ(y) dSy,

�����	
 ������� � �� ��������

�� ������� ������� � �� � �� ���������	
� ��� ϕ ∈ C2
(
Qx0,t0

)
� ���

�ϕ ∈ C
(
Qx0,t0

)
� A�ϕ(x, t)

∣∣
t=0

= 0� ������ ���
��
 �! ��

"�#� ���
��
��
 ��������

$���%��� (2.4)&	' (� ���� � ���
��
�)� �� ������� ���	 ���	� ��� Q

�	�����	 *�+���� �	������
 Qx0,t0 ⊂ Q *�� ,������ 	�� ΩQ ����	�	 *�&

+����' ���������+�� Ωx0,t0 *�� �����

"����#�-� � 
���
 ��)� �� ��� ϕ ∈ C3
(
Qx0,t0

)
� ψ ∈ C2

(
Qx0,t0

)
� ���

u ∈ C2
(
Ωx0,t0

)
�

utt − (ux1x1 + ux2x2 + ux3x3) = 0, (x, t) ∈ Ωx0,t0 , (2.31
′
)

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Qx0,t0 , (2.32
′
)

ut

∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ Qx0,t0 : (2.33
′
)

u(x, t) .����
	��	 �������)�������� C2
(
Ωx0,t0

)
���	� ������� � �����

����/&	 ������ /�&	
� (2.31
′
) �� ������������' ������ ��&	
� (2.32

′
) � (2.33

′
)

����������' ��������� ��� 0�� ��&	
� 1������ ���
��
 �! ��

������� �	
	�� ��� ϕ(x)� ψ(x) � |∇ϕ(x)| ���	
��
	��� �
��
	
�



�	 Q����� 
�
 (2.30) �������� �
	
���� ���
� (2.31)− (2.33) �	���

�������� �
�
�
���� � ���� 
� 
	�
�
�
���� 
	�!

|u(x, t)| ≤ Φ0 + t(Φ1 +Ψ0), (x, t) ∈ (ΩQ ∪Q),

��



�����

Φ0 = sup
Q

|ϕ|, Φ1 = sup
Q

|∇ϕ|, Ψ0 = sup
Q

|Ψ| :

����� ���	���
 (x0, t0) ∈ Q 	��
 ����� ���� (2.4)�
�� ����
 �������

(2.29)� (2.30) � (2.35)� ������� ���

|u(x0, t0)| ≤ 1

4π

∫
|η|=1

sup
Q

|ϕ| dSη +
t0

4π

∫
|η|=1

sup
Q

|∇ϕ| dSη +
t0

4π

∫
|η|=1

sup
Q

|ψ| dSη =

= Φ0 + t0(Φ1 +Ψ0) :

���	������ ������������ ���������� Ω = R3 �������� �������

utt − (ux1x1 + ux2x2 + ux3x3) = 0, x = (x1, x2, x3) ∈ R3, t > 0, (2.36)

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ R3, (2.37)

ut

∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ R3, (2.38)

���

 ����
 ����� 

������ ����	 ����	
 ϕ ∈ C3 (R3)� ψ ∈ C2(R3)� 
�� ���
�	�

u(x, t) =
∂

∂t

⎛⎜⎝ 1

4πt

∫
|y−x|=t

ϕ(y) dSy

⎞⎟⎠+
1

4πt

∫
|y−x|=t

ψ(y) dSy (2.39)

�������� �������� ����� ��	������ (2.36), (2.37), (2.38) ����� �����

��	��	�  �


���
�� ����	 !"� ϕ(x)� ψ(x) � |∇ϕ(x)| ��	��������# $������%��

�� R3&�	�� ��� (2.39) �������� �������� ����� (2.31)− (2.33) �����

��	��	�# ��������	�  ������� ������$���	"���#'

|u(x, t)| ≤ Φ0 + t(Φ1 +Ψ0), x ∈ R3, t ≥ 0,

�����

Φ0 = sup
R3

|ϕ|, Φ1 = sup
R3

|∇ϕ|, Ψ0 = sup
R3

|Ψ| :

!"



�����������	
 ������ ����	
��� ��
������� � ϕ ∈ C3(R3)� ψ ∈ C2(R3)�

������� ������� �����
��� ����� ��������� �� ϕ ∈ C2(R3)� ψ ∈ C1(R3)

���������� !���" ������ �� ��# ��������� ���������� $������ ���

������� �����
��� ������ ��#��"�% 
�������� ����� ���������� ��&�� ���

�
� #&'$��&�� ���� ���������� C2
�( ��� ��� ���� ���� �������� &���)

� ����&���� C2 ��#�� 

§ �� �������	 
�����
��	 
���
 ����� �	�
� ������	

���������	� �
��� � ��� ��
�����	 ��������		�
�

�������

!�*��� �������+��� n = 3 ���"� ����� (2.1)− (2.3) *���� ��#�����


#����
����� ������� ��

Aϕ(x, t) =
1

4πt

∫
|y−x|=t

ϕ(y) dSy, x = (x1, x2, x3) ∈ R3, t > 0, (2.29)

+���&(���� ���&��
�������� ���� ����" ,-�&������ �� .���� ����	
��� 

/������&���� ��# +���&(���� ��#�����#����
������ n = 2 - n = 1 ���"���

����� 0���� *���� ������� �����
����� &����� � #����� n = 3 ���"�(

1�����2"�3 �)���&�� 4�)� ���� ���-��� ������� 

��

� ����� ������ ϕ ∈ C(R3) 

�� 	
� ϕ(x1, x2, x3) ≡ ϕ(x1, x2)� 
������� ϕ �������
� �
��
� �� x3

�����
�
���� 
�
 Aϕ(x1, x2, x3, t) �������
� �������� �
��
� �� x3

�����
�
���� � 
�� �������

Aϕ =
1

2π

∫
(y1−x1)2+(y2−x2)2≤t2

ϕ(y1, y2) dy1 dy2

(t2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2)
1/2

: (2.40)

�� 	
� ϕ(x1, x2, x3) ≡ ϕ(x1)� 
������� ϕ �������
� �
��
� �� x2 � x3

�����
�
������� 
�
 Aϕ(x1, x2, x3, t) �������
� �������� �
��
� ��

56



x2 � x3 �����������	
�� � �
� �������

Aϕ =
1

2

x1+t∫
x1−t

ϕ(y1) dy1 :

��������� (2.29) ������� ���	
� � 
�	
 �	����
 �	���

Aϕ(x1, x2, x3, t) =
1

4πt

⎛⎝∫
S+

ϕ(y1, y2) dSy +

∫
S−

ϕ(y1, y2) dSy

⎞⎠ ,

���	� S+ = {|y − x| = t} ∩ {y3 ≥ x3}�� {|y − x| = t} ������	 
��	�
�	�������� 
� 	�� S− = {|y − x| = t} ∩ {y3 ≤ x3}��� ����	� �	������
���� ��� ����� �	����������	 �������	����� {y3 = 0} ���������� 
��
������������ �� Kt(x1, x2) ������� ���������

Aϕ(x1, x2, x3, t) =
1

4πt

⎛⎜⎝ ∫
Kt(x1,x2)

ϕ(y1, y2)
dy1dy2
|ν3| +

∫
Kt(x1,x2)

ϕ(y1, y2)
dy1dy2
|ν3|

⎞⎟⎠ ,

����� ν3�� ��������� �� �	��������	 ν = (ν1, ν2, ν3) ����!	� �	�
��

�����"	 �����# ����#	���� 
� $��	 �� {|y − x| = t} ������	 ����!	�
�	�
�� �����"� ���	

ν =
y − x

t

���!�� ��� S+ � S− �	����������	 �����

|ν3| = |y3 − x3|
t

=

√
t2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

t

�

Aϕ(x1, x2, x3, t) =
1

2π

∫
Kt(x1,x2)

ϕ(y1, y2) dy1dy2√
t2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

:

%�����	 �&��	� ��#���� �������
�' 
�

(���#���! ϕ ������	�� �� 
�' )
 ��� x2 *�*� ����	�� ��# #��!���

(2.40)�	� �������!

Aϕ =
1

2π

∫
Kt(x1,x2)

ϕ(y1, y2) dy1dy2√
t2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

=

+,



=
1

2π

x1+t∫
x1−t

ϕ(y1)

⎛⎜⎜⎝
x2+

√
t2−(y1−x1)2∫

x2−
√

t2−(y1−x1)2

dy2√
t2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

⎞⎟⎟⎠ dy1 =

=
1

2π

x1+t∫
x1−t

ϕ(y1) arcsin
y2 − x2√

t2 − (y1 − x1)2

∣∣∣y2=x2+
√

t2−(y1−x1)2

y2=x2−
√

t2−(y1−x1)2
dy1 =

=
1

2π

x1+t∫
x1−t

ϕ(y1) dy1 :

������ �����	�
����� �
���
���� ��

n = 3 ��
��
� (2.39) ������� ����� � (2.36)−(2.38) ����� ����� ��
��
�� 

��� ϕ ∈ C3(R3) ψ ∈ C2(R3)� !������� ��
��
� ��� ϕ � ψ "�
�#�������

#����� $�� x3 #�� x3 � x2 %�%���#������� ��� ������� ����� �����

� (2.36)− (2.38) ����� ��
��
��� &��� ��� ��
��
� '������� ����� 2.6.1(� 

��� ��
��
����� ��
��
�� #����� $�� '���
����������� x3 #�� x3 � x2

%�%���#������� �������) (2.1) − (2.3) ����� ��
��
� �� *f(x, t) ≡ 0+ ���

n = 2 � n = 1�

,��
���� n = 2 ��
��
�

utt − (ux1x1 + ux2x2) = 0, x = (x1, x2) ∈ R2, t > 0, (2.41)

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ R2, (2.42)

ut

∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ R2, (2.43)

����� ����� ��
��
�� ����
� �

u(x, t) =
∂

∂t

⎛⎜⎝ 1

2π

∫
|y−x|≤t

ϕ(y1, y2) dy1dy2√
t2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

⎞⎟⎠+

+
1

2π

∫
|y−x|≤t

ψ(y1, y2) dy1dy2√
t2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

(2.44)

��������� (2.44) ����'����
���
�� #�$��
� � -�
����� �������

./



n = 1 �������� 	
���� 
���
 �	��
�� ���		 �
��	 �������� 
���
�
�����

� (2.20) �
�
����	 �


����� ��  
�	 
�� �
�
��
!��� ��
� 
�
 ��
�

�

��� 
��" #�
���$�	% � 


���&

'��
����(���
 �
��
�
� ��� )

�
�

�	 ��
& n = 2 � n = 1 ���������

�������
��� ��
�

�" *������� n = 3 ������� �����

 �����(���
	�� ��� �
+

(
������ �� ϕ ∈ C3(R3)� ψ ∈ C2(R3)& ,���
�
�� ��
��
� �


����� �� 	

��
�
� ��� ϕ ∈ C3(R2)� ψ ∈ C2(R2) � ϕ ∈ C3(R1)� ψ ∈ C2(R1) )
�
�
�
�+

�


�
�& -
�
�
� 	
���� 
���
 ����� �
� ����� n = 1 ������� � �����(�



�
��

� �
���	 � (���
�
��� �
�
�
� � �
(
���� ϕ ∈ C2(R1)� ψ ∈ C1(R1)&

.��
�� ��

utt − a2�xu = 0, x ∈ R3, t > t0,

u
∣∣
t=t0

= ϕ(x), x ∈ R3,

ut

∣∣
t=t0

= ψ(x), x ∈ R3,

���		 �
�	��� ���� a > 0 )
��
���
 �� t0 ∈ R1� τ = a(t− t0) /�/��
�

	

/��
�	
�
�� ������� � ���� ������

�	��
� �
��	
 �

u(x, t) =
∂

∂t

⎛⎜⎝ 1

4πa2(t− t0)

∫
|y−x|=a(t−t0)

ϕ(y) dSy

⎞⎟⎠+

+
1

4πa2(t− t0)

∫
|y−x|=a(t−t0)

ψ(y) dSy (2.45)

!��
��	

 
�� �
��	 ������� �&

§ �� ������	� 
���
����� �����

0�� �
�
��
!��� �)
��1��
�� �� ���		 �
��	 �������
��
 ��
�
 �
����

)
����(���

��� ���
� �
��
� �
 �
�
���(�

 n �
/� 
�

��(���
	�&

�	�
���
�

utt − a2�xu = 0, x ∈ Rn, t > 0, (2.46)

23



u
∣∣
t=0

= 0, x ∈ Rn, (2.47)

ut

∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ Rn, (2.48)

����� �����	
 ����
 ψ(x) ∈ C2(Rn)
 a > 0 ��������� ��

��������� ���������� ���� ������� R > 0
 �� ψ(x) > 0
 ��� |x| < R


ψ(x) ≡ 0
 ��� |x| ≥ R� ���� ���������� n = 3 � n = 2 ������	�

n = 3 ������� (2.46)− (2.48) ����� ��� ���	 ��!��� �

u(x, t) =
1

4πa2t

∫
|y−x|=at

ψ(y) dSy, x ∈ R3, t > 0,

������"� ����#��!
 ���$ ������� �
 �� $����$� "���� x ∈ R3, |x| > R


���� �����

u(x, t) > 0, ��� at ∈ (|x| −R, |x|+R),

u(x, t) = 0, ��� at ≤ |x| −R ��� at ≥ |x|+R :

%�� ���� ��� 
 ��� |x| > R
 ���

at−R < |x| < at+R

������� ������� u(x, t) > 0 � u(x, t) = 0 ��� �����$ ������ &� ��������� �


�� ��'������ ����� ψ(x) "����$���� �(�)�$�� �'��$�������	 *�������

	���$���� ���� !��� � ������� ����+ �(�)����� � ������� ���� |x| = at+R

��������� ����	
� � |x| = at− R �
	�� ����	
�
 ����� ���*!��� ��
d(at±R)

dt
= a ������������ %�� ������� ����� �����������	 2R �� ,����$� 

x
 |x| > R
 ������ u(x, t) = 0 -������ !�.�� �/ ���� ��( at ≤ |x| −R -���0�

�(�)����� .����	 ������ ��� �����/
 ��������� |x| − R < at < |x| + R

*����������!� ��� u(x, t) > 0 -�����!�
 !�.�� �/ � ���� �����

u(x, t) = 0 -������ !�.�� �/
 ��� at ≥ |x| + R -��� ����� ����� .����	

����� ��$�� � x ����!/�

%(�)����� .����� �(��������� �����������	 ������ � ������������

��!����������� ����� ����� ������
 ��0	 �������!��!� � ���� �����!

12



���������� 	�
���
�	���� ���	���
��� �������� �	������ ������
�����

������ �	��� ������ �������
������ ��� ����	���� �	�� �	����

�	����������� � ������ ������� 	�� �! "���� ����#��������
���� ��

n = 2 �	$%��� ���� 	�
���
  ��� &��%� n = 2 �	$%��� (2.46)−(2.48) "����

�������� ������ �

u(x, t) =
1

2πa

∫
|y−x|≤at

ψ(y1, y2) dy1dy2√
t2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

, x ∈ R2, t > 0,

'���(��� ����#
��� )������� x ∈ R2� |x| > R� �	�� �����

u(x, t) = 0, 	�� at ≤ |x| −R,

u(x, t) > 0, 	�� at > |x| −R :

*�($�(��� u(x, t) > 0� 	�� |x| < at + R 
 u(x, t) = 0� 	�� |x| ≥ at + R�

+� �,������� �� �� (�������� $���� ψ(x) -��������� ���������

���	���
����� .������� ��
��%��� ��������� � �	�
��� �	�$/ x� |x| > R�

�	���� u(x, t) = 0 ������ ������ ,����������� � ��� 
 t =
|x| −R

a
$����

	�� ��� �	��� ������� � a ������
���� ,��.��� |x| = at + R ���������

������� .������� ����� ������ t >
|x| −R

a
$��	��� u(x, t) > 0 


x �	���� ���
( �����  � ����� ������ �.���  � ����	�� �� ��� �	����

u(x, t) → 0, 	�� t → ∞� �� � �,������� �� �� �	�� ,	����� ���	�� !�%� ��

	�� t → ∞� *�� ��$�����
���� �(��� 	�� �� n = 2 �	$%��� �	�� � ���	����

���%� ����� ������ 	�
��
�� 0�	��� ������ ���������� �1�

��������	 
��
������ *�.� ��(�����(��	�% 2�,�� "����� ������(	�

���%���� ����(����� ������ *������ �� �� ������� � ������	� ����(	�

(�������� $������	��� �	$%�3

utt − a2�xu = f(x, t), x ∈ Rn, t > 0, (2.49)

u
∣∣
t=0

= 0, x ∈ Rn, (2.50)

45



ut

∣∣
t=0

= 0, x ∈ Rn : (2.51)

��� ������	
 ������
��

vtt − a2�xv = 0, x ∈ Rn, t > τ ≥ 0, (2.52)

v
∣∣
t=τ

= 0, x ∈ Rn, (2.53)

vt
∣∣
t=τ

= f(x, τ), x ∈ Rn, (2.54)

������� 	�� �	��	��� ���
�� � x� t �	�	������
��� � τ �����
�����

v = v(x, t, τ)� �
�� 	��� �
����� ���	���� 	�� �	�
	�� � ��������	  �!"	����

������ ����	 
���
����� �����
���� �	
��� v(x, t, τ) ���
�
	�
 (2.52)�

(2.53)� (2.54) �
��	 ������� �� ��� �������

u(x, t) =

t∫
0

v(x, t, τ) dτ (2.55)

���
�
	�
 (2.49)� (2.50)� (2.51) �
��	 ������� ��

�����
��� �����
�	
 (2.55) "���#�� 
��	� ��$�� � � t �	�	�������

��%
� �&�
�	
 (2.53)� (2.54) �������
���  ���	�� 
��

ut = v(t, x, t) +

t∫
0

vt(x, t, τ) dτ =

t∫
0

vt(x, t, τ) dτ, (2.56)

utt = vt(t, x, t) +

t∫
0

vtt(x, t, τ) dτ = f(x, t) +

t∫
0

vtt(x, t, τ) dτ :

'��� 	� � � xi �	�	������
�� �������� $	��	�	�(�	��� ���
�� � ���
�

���
$���� �%��� ���� ���

�xu = �x

t∫
0

v(x, t, τ) dτ =

t∫
0

�xv(x, t, τ) dτ :

)
���"���

utt − a2�xu = f(x, t) +

t∫
0

vtt(x, t, τ) dτ − a2
t∫

0

�xv(x, t, τ) dτ =

*+



= f(x, t) +

t∫
0

(
vtt(x, t, τ)− a2�xv(x, t, τ)

)
dτ = f(x, t) :

��������� u 	�
��
��� ��������
� � (2.49) ������������ (2.55) � (2.56)

�������
�
�����
 ��������� �����
� �� �� u 	�
��
��� ��������
� �

(2.50) � (2.51) ������������ ������� ���
�

��� ��

�� ������� ���� ����� ��� ��� 

utt − a2�xu = f(x, t), x ∈ Rn, t > 0,

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Rn,

ut

∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ Rn,

!�"�� #�$��  �
���� ������ �%� �
���� ������& ���������� ����� !�"��

#�$��  �
��
���

'���� ��$  �
��
����� ����� ��( ������ $������ ������ ��%�$���
�

�� �� f(x, τ) 	�
��
��� ��
�����)��
� τ ≥ 0 ������ ����� x *�*�#�����


��#��� 	�
��
��� �������
� � ���������#�� $���� +n = 1 $����
�

C1 $����� n = 2, 3 $������
� C2 $����,�

n = 1 ���������	 ��
���
�

u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ) dξ +
1

2a

t∫
0

dτ

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f(ξ, τ) dξ

⎛⎝���� ��� (2.20
′
), u(M) =

ϕ(N) + ϕ(P )

2
+

1

2

∫
NP

ψ(α) dα +

∫∫
MNP

f(x, t) dxdt

⎞⎠ ,

n = 2 �������
	 ��
���
�

u(x, t) =
∂

∂t

⎛⎜⎝ 1

2πa

∫
|y−x|≤at

ϕ(y1, y2) dy1dy2√
a2t2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

⎞⎟⎠+

-.



+
1

2πa

∫
|y−x|≤at

ψ(y1, y2) dy1dy2√
a2t2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

+

+
1

2πa

t∫
0

dτ

∫
|y−x|≤a(t−τ)

f(y1, y2, τ) dy1dy2√
a2(t− τ)2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

,

n = 3 ��������� 	
�
�
��

u(x, t) =
∂

∂t

⎛⎜⎝ 1

4πa2t

∫
|y−x|=at

ϕ(y) dSy

⎞⎟⎠+
1

4πa2t

∫
|y−x|=at

ψ(y) dSy+

+

t∫
0

dτ
1

4πa2(t− τ)

∫
|y−x|=a(t−τ)

f(y, τ) dSy :

§ �� ���� ��	
�� �

��������� ���������� �����

���������	 
��� ������
������ ��������	 
�����
 ������� ����


utt − a2uxx = 0, 0 < x < ∞, 0 < t < ∞, (a > 0)


��������� ��� 
�������� ��� ���������� �

u(0, t) = μ(t)
(

��� ux(0, t) = ν(t)
)
, t ≥ 0,

������� �

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x < ∞,

��������� ������������

��� ������ �� ���� � ��!� ����� 
��� �������� 
��������� 
�����

"�����#��� 
���� ���������	 u(0, t) = 0 
�����! ������� ��������

�� � 
�������������� � ��� ���	��� ��� 
��� ����� ����$��� �� �� ���

��� ux(0, t) = 0 
�����! ������� �������� �� � 
�������������� � ���

���	��� ��� 
��� ����� ���� ��

%�� ��������	 ����$��� ������ ���������& 
��� ������������'

u(0, t) = 0� (������	 ������ ����)& �!��$	� ���' *��������
�� ������+

��� ,����$������ ��$������ �����!��$	� ��� ���� -���� %*������	

..



ϕ̃(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ϕ(x), x ≥ 0,

−ϕ(−x), x < 0,

ψ̃(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ψ(x), x ≥ 0,

−ψ(−x), x < 0 :

������� �	 
� ���
�� ���� �����
��� �������
�

ũ(x, t) =
ϕ̃(x− at) + ϕ̃(x+ at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ̃(ξ) dξ

�
������� {x > 0, t > 0} ���
���
�� �������
�� ���� ����� ����
�����

����� �
��
�� � ��� �
������� !������
�� � �����������	 ��"!�����

�������
��� � ũ(0, t) = 0 
"����� �������� #$

�
� % & %'(

)
����*���
� �������� ����� ϕ(x) � ψ(x) ��"!����� �
�������
���+

�
��
��� ��
�������� �
����� ��
� 

x − at > 0 ���
���
�� #t <
x

a
� 
"�� �*���
���
��� �
*�� ,� ����
��
��'	

�
��
���-

u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ) dξ,

x − at < 0 ���
���
�� #t >
x

a
� ���
� �*�� � 
"�� �"�
�
���
���'	 ��.��

�*�
�
� ���
���� �������
�
�� �
�� �
�������� ���
����� "�
 ���
��	

�
��
���-

u(x, t) =
ϕ(x+ at)− ϕ(at− x)

2
+

1

2a

x+at∫
at−x

ψ(ξ) dξ :

��/� ������
�- �"�� ����
� �������
�� ���� �����
���
��+ ux(0, t) = 0(

0
��� �
��	 ������ �����
�- ��!
�� �*���-� ���	 !��� ��/� ��"!�����
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���������	
� ���
� ���� ��
�����	��� ��������� ����������� �
��

������	��

ϕ̃(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ϕ(x), x ≥ 0

ϕ(−x), x < 0,

ψ̃(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ψ(x), x ≥ 0

ψ(−x), x < 0 :

�
� �	����� �� �����
�  ! �
 ���	
" ��
� ��������� ���
��
�#

ũ(x, t) =
ϕ̃(x− at) + ϕ̃(x+ at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ̃(ξ) dξ

��������� {x > 0, t > 0} ��
��
$��� �������	
" ��
� ����
 ����	
���%

&��
� ���%���  ! ����
� � ��
�	
��$
��� �	�� ��
�������$
�� �	���' �
�

�	����� ����
�
���  ũx(0, t) = 0 	�
�
�� ��
����� ()	�
	� *+,+,-�

.	
��������� ��&����� &��
� ϕ(x) � ψ(x) ��������� ���������	
��'

���%���� ��	
��
���� �	��
�� ����+

	
� t <
x

a
� 	�
� ����
��$
���� �	��� /� �
���
����! ��/�	� ��&�
� �	�����!

����	����

u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ) dξ,

	
� t >
x

a
� �
�	� ����  	�
� ���	���$
����! ����� ���	��� ���	�
��

�������	
��� ���
� ��������
� ���	�
��� ������$
����! ����	����

u(x, t) =
ϕ(x+ at) + ϕ(at− x)

2
+

1

2a

⎛⎝ at−x∫
0

ψ(ξ) dξ +

x+at∫
0

ψ(ξ) dξ

⎞⎠ :

�������� ���	 
�
����
����� 0���
�	�� �	��
�� &���
�+ ���	�

utt − a2uxx = 0, 0 < x < l, 0 < t < ∞, (a > 0) (2.57)
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���������� �	
�	
��
 	�� �������	
� �

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l, (2.58)

��������� ����������� �

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0, (2.59)

������� �����������
 ���� ������������	
� � ��� ������
 ��� ����

������� �������� ���

������ � ���	�� ������	
�
 ������ �������� ���	� �!�����

���� "�������� #	
��������� $��	
������% $��	
������ #	
���������

�$������	� ϕ̃, ψ̃
 ������� &�	�' ��� ���� &�	� $��	
������ [0, l](�� [−l, l]


ϕ̃(x) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l,

ψ̃(x) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l,

ϕ̃(x) = −ϕ(−x), −l ≤ x ≤ 0,

ψ̃(x) = −ψ(−x), −l ≤ x ≤ 0,

���	
���� $��	
������ 2l ������	
)���� ���	� �!����� ���%

ϕ̃(x± 2lk) = ϕ̃(x), −l ≤ x ≤ l, k = ± 1, 2, ...

ψ̃(x± 2lk) = ψ̃(x), −l ≤ x ≤ l, k = ± 1, 2, ... :

*������ �
 	� ����� ���� �����	
�� �����+�	�

ũ(x, t) =
ϕ̃(x− at) + ϕ̃(x+ at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ̃(ξ) dξ

#	
������ (2.57), (2.58), (2.59) ����� �	
�	
� � ,(2.59) ������� �������

���������� �% ����&��� -�	��� .'/'.(�0� "������ ����&�	
� ��������

12



����� ϕ(x) � ψ(x) ��	
����� �
����������� ����������
� ������ ������

���
�� ������
��� ��������� � {0 < x < l, t > 0} ���
���
�� ϕ̃ � ψ̃

�
���������� �������� ���������� ϕ(x) � ψ(x) �
���������� ���������

��!
�
�� ��� �
"�
�� ���  �����
"��#

§ �� ��������		
�� �	
����	 �
����
������� ������	
����	
 $
%
��������� ��!����� ��� &
�����

���
� �������� �'���������
� ����������� �������
������ �
�'���

�������� ���
������ �� 
� ���������� ��� (2.57), (2.58), (2.59) �������'

'�����
� ���� �������� ����� �����# (��� 
� (2.57) �������
�� 

)'���� � � �������� 
���� ���
� ������
� �
�'
������ )
���� ��

��� ���������� �
�'
�� �# $
�*��� )���� (2.57) ���������� �������

������
� �
�'
������ 
�
�� )
���� ����� (2.57), (2.58), (2.59) ����� �
�'
��#

+�� �
�'��� ������� ,������ ����� - )���� (2.57) ���������� ��� 
�

������� .
� �
����
�� 	�
/ �
�'
����� � 
�
�� 
������
�� �� (2.59) �	�����

����������� � 
����

u(x, t) = X(x)T (t) (2.60)

���� � 
���" X(x) �
������� �����' � ����� x %
%
�������� T (t)

�
������� �����' � ����� t %
%
�������# 0�"�����
� (2.60) ����� u(x, t)

�
������� (2.57) ���������� ��!1 ����
�� ���

X(x)T
′′
(t)− a2X

′′
(x)T (t) = 0,


���"��� ����� �����
� X(x) �≡ 0� T (t) �≡ 0� ����
�� ���

X
′′
(x)

X(x)
=

1

a2
T

′′
(t)

T (t)
: (2.61)

2����	� (2.60) �
������� ���� (2.57) ���������� �
�'
��� ��������� ��


� (2.61) �������
���
�� ��"� 
����� {(x, t) : 0 < x < l, t > 0} ���
����
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����� ������ 	
�
�� (2.61) 	


�
�����
� �
� �
�� �
�

� � ��
�� x����

��� 
� �
��� ��
�� t���� �������
 x �����
�
�� �� � 
�!��  ��������


t �����
�
�� "�
� 	
�
#
��$� ��
���� ���� �� (2.61) 	


�
�����
�


�  �
� �
���� �����
�
� 	


�
� �� �� ����� 	
��
������� %�&

	
��
����� �'
�
���� −λ��
(

X
′′
(x)

X(x)
=

1

a2
T

′′
(t)

T (t)
= −λ :

%����)�� X(x)  T (t) *������
���� 	
�
� ��
���� ���

X
′′
(x) + λX(x) = 0, X(x) �≡ 0, 0 < x < l, (2.62)

T
′′
(t) + λa2T (t) = 0, T (t) �≡ 0, t > 0, (2.63)

��
��
�
� &�*������
� 	


�
��������� (2.59) �+�
��� ,
��
������

������

u(0, t) = X(0)T (t) = 0,

u(l, t) = X(l)T (t) = 0,

����)�� 	�� ��� �� ��

X(0) = X(l) = 0 : (2.64)

%��,���
 X(x) *������
�� 	
�
� ��
�
�� 	�� �
� ��&���� -���� λ

	
��
����� 
�� 
�!������� ����� 	
�
�

X
′′
(x) + λX(x) = 0, 0 < x < l, X(0) = X(l) = 0, (2.65)

��&��� ���� �. +���
�
� �������� %�&,��� λ 	
��
�������� ��.
���

�� (2.65) ��&�� ���
�
� 
�!������ ��� 	
�
,
�
��
� ������������

���
�
� *������
���� %�� ��&��� 
�

���� �� �
 /������0���
���

��&��� 1��
����� λ < 0� λ = 0  λ > 0 	�
�

�� &�,�����
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�� λ < 0 ������	 (2.65) 
���
� ����� �� �
����� ������	� �
��� (2.62)

������
	�� ��������
 ������	� ����

X(x) = C1e
√−λx + C2e

−√−λx

������ (2.64) ��
���� ���	����
�� ������⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
X(0) = C1 + C2 = 0,

X(l) = C1e
√−λl + C2e

−√−λl = 0,

�
����� C1 = C2 = 0 � X(x) ≡ 0�

�� λ = 0 ������	 (2.65) 
���
�  
 �� ����� �� �
����� ������	� �
��� ���

������	 (2.62) ������
	�� ��������
 ������	� !

X(x) = C1x+ C2 :

(2.64) ��
���� ���	����
�� ������⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
X(0) = C2 = 0,

X(l) = C1l + C2 = 0,

�
����� C1 = C2 = 0 � X(x) ≡ 0�

"� λ > 0 ������	 (2.62) ������
	�� ��������
 ������	� !

X(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx :

(2.64) ��
���� ���	����
�� ������⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
X(0) = C1 = 0,

X(l) = C1 cos
√
λl + C2 sin

√
λl = 0,

#�



������� C1 = 0 � C2 sin
√
λl = 0	 
�� X(x) �≡ 0� 
�
 C2 �= 0 � sin

√
λl = 0�


�������
√
λ =

πn

l
,

����� n = 1, 2, ...	 ����
�
�� (2.65) ������ �
��� � �����
� �� �����
�

������ ���  �
��

λ = λn =
(πn

l

)2
, n = 1, 2, ...


�!������ "��#
�
� 
�!������$ ������ 	 %���
�
������ λn&�� '
 
�
&

�
��
��� �

Xn(x) = Dn sin
πn

l
x

������ � "��#
�
� (������
�$� ����� Dn&� �
 
�
�
� '
��
���� �	 λn&��

'
 
�
�
��
��� (2.63) '
�
�
� 
� ���'
���� ������ � ����

Tn(t) = An cos
πan

l
t+Bn sin

πan

l
t

������ ����� An&� � Bn&� �
 
�
�
� '
��
������� ��	

)��������

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) =
(
An cos

πan

l
t+Bn sin

πan

l
t
)
sin

πn

l
x, n = 1, 2, ...

(������
���� (2.57) '
�
�
� 
�  
��
��� ������ ��� ��� �����

�
�
�
��� �� (2.59) �*�
��� �
� 
������ � ����
�
���� �� �����

(������
���� 
��
���
�� ������� �������  ��� �
��
� �  �
�� x&���

 ������  �
�� t&��	 )�� ������ ���� �
��� �� �
�
�
��� �
��
�
� �����

(2.58) ��*��
�
� �
� 
������  �
��  
��
��� ϕ � ψ (������
����

'
 
�	

)�! ���
�
+�
�� (2.57), (2.58), (2.59) ���'
���� ������	 
��
�����

An� Bn ,���
������� 
������� ��� ��

u(x, t) ≡
∞∑
n=1

un(x, t) =
∞∑
n=1

(
An cos

πan

l
t+Bn sin

πan

l
t
)
sin

πn

l
x (2.66)

-.



������ ��	
�� ��
 ��� �������� ����� �������� �� ��� ����� ����� �����

����� �� ����� ��������� ��� x 
 t �������������� ��������	��

�������� �� {0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0} ������ ��� ���!
"��� #� �� u(x, t) $�������� ��������� ��	
�� (2.59) �������


����������� ���
�� #� (2.57) �����������! (2.58) ���������


���������� ������ An� Bn ������������! %�����

u(x, 0) = ϕ(x) =
∞∑
n=1

un(x, 0) =
∞∑
n=1

An sin
πn

l
x, (2.67)

ut(x, 0) = ψ(x) =
∞∑
n=1

∂un

∂t
(x, 0) =

∞∑
n=1

πn

l
aBn sin

πn

l
x : (2.68)

& � ϕ 
 ψ $����������� ������ # ����������� '������ ������� �
�

ϕ(x) =
∞∑
n=1

ϕn sin
πn

l
x, ϕn =

2

l

l∫
0

ϕ(ξ) sin
πn

l
ξ dξ, (2.69)

ψ(x) =
∞∑
n=1

ψn sin
πn

l
x, ψn =

2

l

l∫
0

ψ(ξ) sin
πn

l
ξ dξ : (2.70)

(2.69), (2.70) ������� 
 (2.67), (2.68) ����(
��� ��������� ������ ��
��� #�

�� ��������� 
��������� ���������� ����� �����)��� # �������

An = ϕn, Bn =
1

πna
ψn, (2.71)


 ��� ��
���� (2.66) ������ ����������� u(x, t) $�������� ����������

(2.57), (2.58), (2.59) ����� �������!

*��
����� ���� �������� ������������ (2.66) ����� ������! & � (2.66)

����� ���������� # ��� ��� ������ ����������� $�������� ��$��������

	#� �
�� ������� ��� 	� ����+ ����� (2.57) ��$�������� ���������� �������!

*�)� ��������  � ��	 
��������� 
��� # ��������� ϕ 
 ψ

$������������ ��
���� (2.71) ����(
�� ������� ������������� (2.66)

����� 
 ��� �������� ����� �������� �� ��� ����� ����� ����� �����

,-



�� ����� ������	
� ��
 x � t ������������
� 	
��� �����������

�������
 {0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0}�����
���
 ��

|un(x, t)| ≤ |An|+ |Bn|,

���
∞∑
n=1

(|An|+ |Bn|) (2.72)

��� � (2.66) ��� 
 ��!����
 " � (2.72) ��� 
 ������

��#$���
� ��
���� "

(2.66) ��� 
 ����������� ������

��#$�����

ut(x, t) %�����
�$
 �������
��#$���� �
���	�� ���
���� ���������
��� 

ut(x, t) ∼
∞∑
n=1

∂un

∂t
=

∞∑
n=1

πan

l

(
−An sin

πan

l
t+Bn cos

πan

l
t
)
sin

πn

l
x (2.73)

��� 
 ����������� ������

��#$����� (2.73) ��� 
 ����� ��!����
 "

πa

l

∞∑
n=1

n (|An|+ |Bn|) (2.74)

��� �� &� ���'����� utt(x, t) � uxx(x, t) %�����
����
 �������
��#$����

�
���	�� ���
���� ���������
��� 

utt(x, t) ∼
∞∑
n=1

∂2un

∂t2
=

= −
(πa

l

)2 ∞∑
n=1

n2
(
An cos

πan

l
t+Bn sin

πan

l
t
)
sin

πn

l
x, (2.75)

uxx(x, t) ∼
∞∑
n=1

∂2un

∂x2
=

= −
(π
l

)2 ∞∑
n=1

n2
(
An cos

πan

l
t+Bn sin

πan

l
t
)
sin

πn

l
x (2.76)

��� ��
 ����������� ������

��#$����� ($� ��� ��
 ����� ���
�
���

)������
�
�
 *�
��#$��) ��!����
 ��� " ����
������

+,



∞∑
n=1

n2 (|An|+ |Bn|) (2.77)

������ ��	
��
��� ����� ��	
�
� An� Bn �
������	
�� (2.71) 	
������
����

(2.72)� (2.73)� (2.77) ����
�� �
������
����	 �	���� �
��
�� �

∞∑
n=1

nk|ϕn|, k = 0, 1, 2, (2.78)

∞∑
n=1

nk|ψn|, k = −1, 0, 1, (2.79)

����
�� �
������
����	 �	���	�

 ���!��	 "
���
� ����
�� ����	� ����
���
�		
��

∞∑
n=1

nk|ϕn|, k = 0, 1, 2,

����
�� �
������
����	 ����� ������� � 
	����
�� 
� ϕ ∈ C2[0, l] #
�	�$

���	 
�	� 
��
�� ����� ��
� �� ��
� �	�	���� ���	���� � �
%� 
�	�

ϕ(0) = ϕ(l) = 0, ϕ′′(0) = ϕ′′(l) = 0, (2.80)

&����	�� �'�
∞∑
n=1

nk|ψn|, k = −1, 0, 1,

����
�� �
������
����	 ����� ������� � 
	����
�� 
� ψ ∈ C1[0, l] #
�	�$

���	 
�	� 
���
�� ����� ��
� �� ��
� �	�	���� ���	���� � �
%� 
�	�

ψ(0) = ψ(l) = 0 (2.81)

&����	�� ��'&�'
�� �&��
���
� �
����� �

�
���

������ ����	 ������ ϕ ∈ C2[0, l] ����	��
� ���� �����
 	
���

	��� 
� 	��� 
���
�
� 
�
���
�� ψ ∈ C1[0, l] ����	��
� ���� ��	�

���
 	
��� 	��� 
� 	��� 
���
�
� 
�
���
� � ���� ����� (2.80)�

(2.81) �
��
������ ��
 
������ (2.66) �
���� ���	
�
��
� u(x, t)

()



���������	 �
��
 An	 Bn ��
�������
� �
������ �� (2.71) ��������	

(2.57), (2.58), (2.59) ���
� ������� ��

��������� ��	�
���
�����
� 	��������
���� ��������	 
�����


������� ����


utt − a2uxx = f(x), 0 < x < l, 0 < t < ∞, (a > 0) (2.82)

��
������ 
��������� 
�������� ��� ���������� �

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l, (2.83)

��������� ����������� �

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0, (2.84)


������ ������� ������������

 ������� !�����	

u(x, t) = v(x, t) + w(x) (2.85)

����� "����#������ ������� ���	��� ����	 ���������� �� (2.84) �������

��������� w(x) "����#��� ��$���� � 
������ ���#����� ���� %�
��&��	�

�� v(x, t) "����#��� ��������

vtt = a2vxx


������ 
����������� '���(��� (2.83) �������

v(x, 0) = u(x, 0)− w(x) = ϕ(x)− w(x), (2.86)

vt(x, 0) = ut(x, 0) = ψ(x) :

)�������� v(x) "����#���� 
���� ���#��	 ������ ��� ����
� � 
����


!�!���������� ��&����� ��*�����

+�,����
�� (2.85) �������#���� (2.82) 
��������� ��&- w(x) "����#����


���� �������	

a2wxx + f(x) = 0,

..



����������	
 ��	 �������� 
 ����� ����� ���������� 	�� x �����������

����� ������� w(0) = w(l) = 0 ������� ���������	� ���������� w(x)

 ����!��� (2.86) ���"����� ������� ��# ����� ��$ ����� v(x)  ����!����

��������� ����	�
����
��	� ����
����	���� %�!��$ ����� 


utt − a2uxx = f(x, t), 0 < x < l, 0 < t < ∞, (a > 0) (2.87)

��������� ����������	
 ��&	 ��������������� 
 ��� ���$��
 ��"

����� ����$�� ��'	 ��������� 
 '������� 	�(�!$����

%�������$ (2.87), (2.83), (2.84) �����	� )������	 ������$

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(t) sin
πn

l
x (2.88)

���$��� *������!���$ ���������� f(x, t) �# ���	 + (2.83) ���"�����

 ����!�����	 ,������ ������������ ���$����-

f(x, t) =
∞∑
n=1

fn(t) sin
πn

l
x, fn(t) =

2

l

l∫
0

f(ξ, t) sin
πn

l
ξ dξ, (2.89)

ϕ(x) =
∞∑
n=1

ϕn sin
πn

l
x, ϕn =

2

l

l∫
0

ϕ(ξ) sin
πn

l
ξ dξ, (2.90)

ψ(x) =
∞∑
n=1

ψn sin
πn

l
x, ψn =

2

l

l∫
0

ψ(ξ) sin
πn

l
ξ dξ : (2.91)

���������� (2.88) + (2.89) ����������(�������	 (2.87) ���������� ��#�

������� ��$

∞∑
n=1

(
u

′′
n(t) +

(πan
l

)2
un(t)

)
sin

πn

l
x =

∞∑
n=1

fn(t) sin
πn

l
x,

������!

u
′′
n(t) +

(πan
l

)2
un(t) = fn(t), n = 1, 2, ... : (2.92)

./



��������� un(t) 	�
��
��� �������
 ����� ���
��� �������
�

�������
����� ��������� ��	����
��� ��������
�� (2.83) ���������

����������
 �����
� ���

u(x, 0) = ϕ(x) =
∞∑
n=1

un(0) sin
πn

l
x =

∞∑
n=1

ϕn sin
πn

l
x,

ut(x, 0) = ψ(x) =
∞∑
n=1

u
′
n(0) sin

πn

l
x =

∞∑
n=1

ψn sin
πn

l
x,

������


un(0) = ϕn, u
′
n(0) = ψn : (2.93)

��
����� (2.92), (2.93) ����� �������� un(t) 	�
��
����

��������� �	
���� 
�������
� !�������� �"�#�� ��" ����� 

���� �������� ���������� �����  ������
� �����
�$

utt − a2uxx = f(x, t), 0 < x < l, 0 < t < ∞, (a > 0)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l,

u(0, t) = μ1(t), u(l, t) = μ2(t), t ≥ 0 :

��� ����� ��
����
 ����� �����
���� ��� v(x, t) ������ 	�
��
��$

u(x, t) = v(x, t) + U(x, t),

����� ��%�����
� &� �� U(x, t) 	�
��
��� ������ &� v(x, t) 	�
��
��� ����

& ����

vtt − a2vxx = f̃(x, t)

���������� ��
��
�� ����� f̃(x, t) = f(x, t) − (Utt − a2Uxx

)
� ' ��������

���'��� ��������� ' ������� �����������(

v(x, 0) = ϕ̃(x) = ϕ(x)− U(x, 0),

)*



vt(x, 0) = ψ̃(x) = ψ(x)− Ut(x, 0),

v(0, t) = μ̃1(t) = μ1(t)− U(0, t),

v(l, t) = μ̃2(t) = μ2(t)− U(l, t) :

������� U(x, t) ��	�
��
� 
������ ��

μ̃1(t) = μ̃2(t) = 0 :

��� ��
�

�� 

��� ��� �������

U(x, t) = μ1(t) +
x

l

(
μ2(t)− μ1(t)

)
:

��������� u(x, t) ��	�
��
�� �
�
� ����
��	� ���
��� �
��
������

������ ������ v(x, t) ��	�
��
�� �
�
� �
�
��� ���
��� �
��
������

�������

� 



����� �

��	�
������ 
��� ������	�����	

u(x, t)� x ∈ Rn� t > 0� �������	� ��
���� 


Lu ≡ ut −�xu = f(x, t), x ∈ Rn, t > 0, (3.1)

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Rn, (3.2)

����� ����� �������� ��� u�� �	��	���� 


C2 (x ∈ Rn, t > 0) ∩ C(x ∈ Rn, t ≥ 0)

�	������	��� {x ∈ Rn, t > 0} ���������� �	�	�	���� 
 (3.1) �	�	�	��	��

 t = 0 ���!��� (3.2) �	��	���" (3.2) �	��	�� ��
���� 
 �����	�	� �	��	��

��� ϕ(x) �������	� ��
���� 
 �����	�	� �������	"

#����	� �	��	������ 	���	������ ��� ��� 
� �� (3.1)� (3.2) �����

�����	� $������	� �	�	� 	���	%��� �� f ∈ C(x ∈ Rn, t > 0)  ϕ ∈ C(Rn)

�	��	�����"

&�
���  	��!	��� �	�	�	��	� ���!���� ��� �������	�������	� ��	��

��� �	�� 
' ������� (������ ) 	*������	� ��+���� ,	-	�� ����	����	�.

/��-	���!0 (3.1), (3.2) ����� �����	� �	�	) �� 	������� �	���	�	-�	�!

����� �	���	���	�	� ���� ���	����	��"

12



§ �� ������	 
��
�������� �	�������

��������������������� ���������� �����

���		 ����	 �������� �������� �����

���������	 
���� �
�����	� 
������ 
��������	 ������

ut −�xu = 0, x ∈ Rn, t > 0, (3.10)

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Rn : (3.2)

�� ������� �
���� u(x, t) ���	��
�	 (3.10), (3.2) �	��
 ������� � 

!���������	� (3.10) 	���	�����	 �" # $�� ������ e−i(x,ξ)%��� ����& ξ%	 Rn

����������	 ��������	 ��� �� # ������� 
������������	� 
	��'��	�

Rn%�� (���	�	�

ũt(ξ, t) + |ξ|2ũ(ξ, t) = 0, x ∈ Rn, t > 0, (3.1̃0)

����& ũ(ξ, t)%	 t > 0 ��������
� ������ u(x, t) ���	��
��
 )�����


$#�*��������		 � ��� x ∈ Rn *�*�����	
�

ũ(ξ, t) =

∫
Rn

u(x, t)e−i(x,ξ) dx :

+���	 $#��� (3.2) ���,	���	 �����	
� ����	�	�

ũt(ξ, t)
∣∣
t=0

= ϕ̃(ξ) : (3.2̃)

-������	.���� �
���� ξ ∈ Rn ������� (3.1̃0), (3.2̃) �	�
�� ũ(ξ, t) ���	��
��



���� 
�	�
��	��� � (�/

 �	�
� 
�������	 '�����
�	���� ��������	

�
����	�
�� 
��������	 
����� ��
 �������	 ��	


ũ(ξ, t) = e−|ξ|2tϕ̃(ξ), t > 0, ξ ∈ Rn,

����� 0��#�,��� )�����
 
������$ $#�*�������	 �
"����� (3.10), (3.2)

�	��
 �������� 	����������� �

u(x, t) =
1

(2π)n

∫
Rn

ũ(ξ, t)ei(x,ξ) dξ =
1

(2π)n

∫
Rn

e−|ξ|2tϕ̃(ξ)ei(x,ξ) dξ =

12



=
1

(2π)n

∫
Rn

e−|ξ|2tei(x,ξ)
∫
Rn

ϕ(y)e−i(y,ξ) dy dξ =

=

∫
Rn

ϕ(y)

⎛⎝ 1

(2π)n

∫
Rn

e−|ξ|2tei(x−y,ξ) dξ

⎞⎠ dy =

∫
Rn

K(x− y, t)ϕ(y) dy

������� ����	

K(z, t) =
1

(2π)n

∫
Rn

ei(z,ξ)e−|ξ|2t dξ, z = (z1, ..., zn) ∈ Rn, t > 0 :

K(z, t) 
���
����� ����� ��	� ����

K(z, t) =
n∏

j=1

1

2π

+∞∫
−∞

eizjξje−ξ2j t dξj =
n∏

j=1

k(zj, t),

���������������� ����	

k(α, t) =
1

2π

+∞∫
−∞

eiαξe−ξ2t dξ =
1

2π

+∞∫
−∞

e−ξ2t cosαξ dξ, α ∈ R1, t > 0 :

����� �������� ��

∂k

∂α
= − 1

2π

+∞∫
−∞

ξ sinαξe−ξ2t dξ = − α

4πt

+∞∫
−∞

cosαξe−ξ2t dξ = − α

2t
k(α, t),


�������

k(α, t) = e−
α2

4t k(0, t) :

����� 
�	��� ������

k(0, t) =
1

2π

+∞∫
−∞

e−ξ2t dξ =
1

2
√
πt

,

��������

k(α, t) =
e−

α2

4t

2
√
πt

, α ∈ R1, t > 0,

K(z, t) =
n∏

j=1

e−
z2j
4t

2
√
πt

=
e−

|z|2
4t

(2
√
πt)n

, z ∈ Rn, t > 0,

��



����� � (3.10), (3.2) ��	
� ����
�� ��
�
 ��
�� ��� �
��

u(x, t) =

∫
Rn

K(x− y, t)ϕ(y) dy =

=
1

(2
√
πt)n

∫
Rn

e−
|x−y|2

4t ϕ(y) dy, x ∈ Rn, t > 0 : (3.3)

(3.3) �
�������������� ������
 � �������� ����	
�

§ �� ������	
���� ���
��	� �
�	�����������������
�������	�� ��	�� ����� ����� ���
	�� �����������

����
����

U(x, t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1

(2
√
πt)n

e−
|x|2
4t , x ∈ Rn, t > 0,

0, x ∈ Rn, t ≤ 0,

���������� {0} = {x = 0, t = 0} �����
 U(x, t) ��������� �����


� ��� 
����� !���
 ����
��
 !���
�
��
 � "�

�����
	����������

������

���� �#��
 �� ������� �
 U ∈ C∞ (Rn+1\{0})�
���������� U(x, t) �����
��� ������� � ���������������������

���������� ������������ ��������

$��� ���� ������� %�	��
��

	
��
� �
�
� ��
��� ϕ ∈ C(Rn) �����
��� ���������� � 

sup
x∈Rn

|ϕ(x)| = M < ∞ :

!�� ��"���� (3.3) ����	
�� ����� �����
��� (3.10), (3.2) #���� �������

�$ !�� �������% ���������� � 

sup
x∈Rn,t≥0

|u(x, t)| ≤ M, (3.4)

&'



������� ��	� 
���� ���
��� ���������
���
�������

inf
Rn

ϕ ≤ u(x, t) ≤ sup
Rn

ϕ, x ∈ Rn, t ≥ 0 : (3.4
′
)

��������� �������� ��	�
���� R > 0� 0 < δ < T < ∞ � QR,δ,T 
��

���������

QR,δ,T = {|x| < R, δ < t < T}

������ ��� ����������� �� (3.3) �������� ����� u(x, t) ���������

��������	 � C2(QR,δ,T )  �!�� � QR,δ,T 
��	 ���������	 � (3.10)

"���!��	���� (3.3) ��������� �����
������

u(x, t) = I1(x, t) + I2(x, t) (3.5)

����� ������������ ���	��� ��!���� ����#

I1(x, t) =

∫
|y|≤2R

K(x− y, t)ϕ(y) dy,

I2(x, t) =

∫
|y|>2R

K(x− y, t)ϕ(y) dy :

$��� �� I1(x, t) ��������� ��%����������
�� ��������� � ���

�������� ����� �����
������ �!� x � t &�&���������� ���� "��

�� {(x, t) ∈ QR,δ,T , |y| ≤ 2R} &�� � !�"	���&�� ��'	��%
�� ����

��� �����	�� �����#��%
���� ������ � ��#�&���� ��������� ����� ����

(�������� I1 ∈ C∞(QR,δ,T ) � I1(x, t) ��������� QR,δ,T 
��	 ���������	 �

(3.10) "���!��	����

I2(x, t) ��������� ��%����������
�� ��������� � ��� ��������

����� �����
������ �!� x � t &�&���������� ���� "�� ��

{(x, t) ∈ QR,δ,T , |y| > 2R} ��'	��%
�� ���� )���
� I2
��	 ��������	�

��������	 � {|y| > 2R} ��!�"	���&�� ��'	��%
������ I2(x, t) ��������
�

"�	�� I1(x, t) ��������
� "�	�����!��� "�����%
������� �����������

*+



����� ������� � �	
�� ��
� 	� I2(x, t) �	
������ � ��� �������� �����

�������
���� ��� x � t �	�	��������� {|y| > 2R} ����	
���� ��� 	
���

�������
� ���	�������� 	�	�� ������ ��� (x, t) ��� (x, t) ∈ QR,δ,T !

"��� 	� {(x, t) ∈ QR,δ,T , |y| > 2R} ������ �����

|x− y| ≥ |y| − |x| ≥ |y| −R,

�#�

|K(x− y, t)ϕ(y)| ≤ e−
|x−y|2

4t

(2
√
πt)n

|ϕ(y)| ≤ e−
(|y|−R)2

4T

(2
√
πδ)n

M :

$% ���	
� ����� �	
������ 	�	��
� ���	����� �&

|I2(x, t)| ≤
∫

|y|>2R

|K(x− y, t)ϕ(y)| dy ≤ M(
2
√
πδ
)n ∫

|y|>2R

e−
(|y|−R)2

4T dy < ∞ :

'��� (�	� ����
� � ����
 ���	������� �������
���� �����! )������

������ ���	���� �*�%�� ����� �������
���� +��� xi� i = 1, ..., n� � t

�	�	���������, ����� &∣∣∣∣ ∂

∂xi

(K(x− y, t)ϕ(y))

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣−2(xi − yi)

(2
√
πt)n4t

e−
|x−y|2

4t ϕ(y)

∣∣∣∣ ≤
≤ |x|+ |y|

(2
√
πt)n2t

e−
|x−y|2

4t |ϕ(y)| ≤ R + |y|
(2
√
πδ)n2δ

e−
(|y|−R)2

4T M, i = 1, ..., n,

∣∣∣∣ ∂∂t (K(x− y, t)ϕ(y))

∣∣∣∣ ≤ (R + |y|)2
(2
√
πδ)n4δ2

e−
(|y|−R)2

4T M :

$��#��	�� I1(x, t) � I2(x, t) �	
��������� �����% -��������
� ��

QR,δ,T  	
�� I1, I2 ∈ C∞(QR,δ,T )� � QR,δ,T  	
� �������	
� �� (3.10) ������� 

����! .�������� u(x, t) �	
������ +��� (3.5), �� /����� � �	
��

����	
��	
����	�! "��� 	� R > 0� T > 0� δ > 0 ��������� ��� �#� u(x, t)

�	
������ �������	
� � (3.10) ����������� {x ∈ Rn, t > 0} ���	
��	
� �

u ∈ C∞(x ∈ Rn, t > 0)!

01



������ x ∈ Rn ��	�
���� ��
 �� σ > 0 ��	�
���� ��� �� �
� ������	

∫
Rn

e−
|x−y|2

σ dy =
n∏

j=1

+∞∫
−∞

e−
(xj−yj)

2

σ dyj =

=
n∏

j=1

⎛⎝ +∞∫
−∞

e−η2j dηj

⎞⎠√
σ =

n∏
j=1

(
√
πσ) = (

√
πσ)n :

��
������ �������� x ∈ Rn� t > 0� σ > 0 ������	

1

(2
√
πt)n

∫
Rn

e−
|x−y|2
4tσ dy = σn/2 : (3.6)

������������� ��� σ = 1�∫
Rn

K(x− y, t) dy =
1

(2
√
πt)n

∫
Rn

e−
|x−y|2

4t dy ≡ 1, x ∈ Rn, t > 0 : (3.7)

�
�	 ����������� �� u ∈ C(x ∈ Rn, t ≥ 0) � 
��� ���� (3.2) ��
	���� ���

 �	�� ������� � ���
� 
�!� �� ��	�
���� x0 ∈ Rn  �	��

lim
(x,t)→(x0,0)

(t>0)

u(x, t) = ϕ(x0) : (3.8)

"������� ��	�
���� ε > 0� #��� �� ϕ(x) $�������� ����� �
 � x0

��
��	� ��� %�
���
��� ���� �
����� δ > 0� ��

|ϕ(y)− ϕ(x0)| ≤ ε ��� |y − x0| ≤ δ :

&�����

u(x, t)− ϕ(x0) =

∫
Rn

K(x− y, t)
(
ϕ(y)− ϕ(x0)

)
dy =

=

∫
|y−x0|≤δ

K(x− y, t)
(
ϕ(y)− ϕ(x0)

)
dy+

+

∫
|y−x0|>δ

K(x− y, t)
(
ϕ(y)− ϕ(x0)

)
dy = I1,δ + I2,δ : (3.9)

'(



��� (3.7) ��������	
���

|I1,δ| ≤
∫

|y−x0|≤δ

K(x− y, t)|ϕ(y)− ϕ(x0)| dy ≤

≤ ε

∫
|y−x0|≤δ

K(x− y, t) dy ≤ ε

∫
Rn

K(x− y, t) dy = ε (3.10)


�������� (3.9) ����������� ������� ��	��������

|I2,δ| ≤
∫

|y−x0|>δ

K(x− y, t)|ϕ(y)− ϕ(x0)| dy ≤

≤
∫

|y−x0|>δ

K(x− y, t)
(|ϕ(y)|+ |ϕ(x0)|) dy ≤ 2M

∫
|y−x0|>δ

e−
|x−y|2

8t

(2
√
πt)n

e−
|x−y|2

8t dy :

�������� ������� x� ��

|x− x0| < δ

2
:

��� �����	�� ��� |y − x0| > δ�

|x− y| = |(y − x0)− (x− x0)| ≥ |y − x0| − |x− x0| > δ − δ

2
=

δ

2
:

��� (3.6)�� �	����

|I2,δ| ≤ 2M

∫
|y−x0|>δ

e−
|x−y|2

8t

(2
√
πt)n

e−
δ2

32t dy ≤

≤ 2Me−
δ2

32t

∫
Rn

e−
|x−y|2

8t

(2
√
πt)n

dy = 2Me−δ2/32t2n/2 → 0, ��� t → +0 : (3.11)

(3.9)� (3.10)� (3.11) �����	
��	������ ���� ���� ���!�	� " (3.8)

��������	
��	�#$

{x ∈ Rn, t > 0} ����	�
�	� u(x, t) ��	%��� �������&���	
��	�# ���� ��

��� ������	� " (3.3) ���������	���'

|u(x, t)| ≤
∫
Rn

K(x− y, t)|ϕ(y)| dy ≤ M

∫
Rn

K(x− y, t) dy = M,

((



��� t = 0 �����	
 ���� �	
� (3.2)��� ������� �����	
 � (3.4) �
�������
��

�
�
 ���� �����	���	
 �
 (3.4′) �
��������	���	

����

��� x ∈ Rn� t > 0 ���� �	
�

inf
Rn

ϕ =

∫
Rn

K(x− y, t) inf
Rn

ϕ dy ≤ u(x, t) ≤
∫
Rn

K(x− y, t) sup
Rn

ϕ dy = sup
Rn

ϕ,

��� t = 0 �����	
 ���� �	
� (3.2)��� ������� �����	
 � (3.4
′
) �
�������
��

 ����

 �����	���! ��

§ �� ������	 �
�����
��	�� ����
����
 ������	��� ������	

�	�	���� ���������
��	� ����	���	 ���	��
�

�

�"�
���
� B = B(x ∈ Rn, t ≥ 0) ��#�� g(x, t) $�	
����
��� ��%
�	���	
��

���
� ���"��! �
 {x ∈ Rn, t ≥ 0}��	
 � ���
�
�&�� �
 ��
�����

{x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T} "����	
'
��
����! T > 0 ��
�� ����	���	
 �	
� ��
���� C(T ) > 0 ���� ��

|g(x, t)| ≤ C(T ), ��� x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T :

(��� �	
� ������# �
��	
��

������ ����� B ���������	
 ���
�	��

Lu ≡ ut −�xu = f(x, t), x ∈ Rn, t > 0, (3.1)

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Rn, (3.2)

�	��� �������
 ���
	 ��

)�
* �����
� �����	���
 �
�
�#�' 
"�
� 
���
� �� (3.1)� (3.2) +
���

#�	!
�
 
����	���	
� ����#� � �����	��# 
�� B ����� ���#� #��
 ����	
�

�"�
���
� Bα���� ����� α ≥ 0 �*��������
 ��� �� ��#�� g(x, t)

$�	
����
��� ��%
�	���	
�� ���
� ���"��! �
 {x ∈ Rn, t ≥ 0}��	
 �
��������	
 �
 ������# ���
�
�
'

,-



��������� T > 0 ����� �	�	
��	
� 	
�� ���
��� C(T ) > 0� 	�

|g(x, t)| ≤ C(T )eα|x|
2

, ��� x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T :

���� 	
�� ������� 
��	
��� 	�� ���������	
� ��� ����� �
��	
����

������ �����	 (3.1)� (3.2) ����� ��	
�	�� ��
�� � Bα� α ≥ 0� �
��	��

������� �� 	� B = B0 ⊂ Bα� � ��� ���� 	� �������!��	
���� 
����"

�� �������	
���� ��
�	
� #����� 	��� ��� 
������$ (3.1)� (3.2) %����

�	
&	
�� ����� '��

������ �����
� �
������� (��	
� u1(x, t) � u2(x, t) )	
���������

(3.1)� (3.2) %���� �	
&	
���� �� � 
�����	
� �� B ������ ��� ��
�	
�

u(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t) )	
������

Lu ≡ ut −�xu = 0, x ∈ Rn, t > 0, (3.10)

u
∣∣
t=0

= 0, x ∈ Rn, (3.20)

%���� �	
&	
� � � 
�����	
� � B ������ (� � ����	
� �� 	� �������&

T > 0 ����� �	�	
��	
� 	
�� ���
��� C(T ) > 0 ��*� 	�

|u(x, t)| ≤ C(T ), x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T : (3.12)

+	
�� ����� 	�

u(x, t) ≡ 0, x ∈ Rn, t > 0 : (3.13)

(3.13)"� �
��	
���	
 ����� )������ ��������� (x0, t0) ∈ {x ∈ Rn, t > 0}
��� � �	
�� ����� 	�

u(x0, t0) = 0 : (3.14)

,������� ��������� ε > 0 � ���������

w±(x, t) = ε(|x|2 + (2n+ 1)t)± u(x, t), x ∈ Rn, t ≥ 0,

)	
���������� 	���� w+"� ����
����%��	
� � ��*����	
���� �-

���	
� + � ����� w−"� ����
����%��	
� � − � ����� w+ � w−

./



���������	
� ��
������ 	� C2(x ∈ Rn, t > 0) ∩ C(x ∈ Rn, t ≥ 0) �����

� ����
�
��� 	�

Lw± = ε, x ∈ Rn, t > 0, (3.15)

������
����� w± ���������	
� ����
�
��� 	�

w±
∣∣
t=0

= ε|x|2, x ∈ Rn, (3.16)

��������� ��������� �������� (3.12)��� ���������� ���� ������ �	� R �


{|x| = R, 0 ≤ t ≤ t0} �!������ ���	
������ �
�

w±
∣∣∣ |x|=R

0≤t≤t0

= εR2 + (2n+ 1)tε± u
∣∣∣ |x|=R

0≤t≤t0

≥

≥ εR2 − |u|
∣∣∣ |x|=R

0≤t≤t0

≥ εR2 − C(t0) ≥ 0 (3.17)

"���� �
 εR2 − C(t0) → +∞, 	
� R → ∞#� $�� �
��� ��
�% 	��

	����
	! R�� ������ �	� & �
 R > |x0| � (x0, t0) �	
� ����� &

ΩR, t0 = {|x| < R, 0 < t < t0} �!��� �	
�� ����� �	
����� '�
�	��

�	
���! �������� �
� �	
� ��������	���

����� ����� ������ z(x, t) ����	��
� �
�	
���
 � C2(ΩR) ∩ C(ΩR)

�
���� ����� ΩR = {|x| < R, 0 < t < ∞}, R > 0, � ����
� � �����
�

�
�	�������������

� Lz ≥ 0 ΩR!��
�

" z
∣∣
t=0

≥ 0�

# z
∣∣∣ |x|=R

0≤t≤t0

≥ 0� ����� t0!� ���� ��
	
� ��� �$

%�� ������


z(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ ΩR, t0 = {|x| ≤ R, 0 ≤ t ≤ t0} :

��(�� �)�	!�� (3.15) (3.16) (3.17) � w±(x, t) ���������	
� ����


��
�)	!�� *	��� +,+,-��� �
����� 	�� �
 ΩR, t0���� w±(x, t) ≥ 0 �������
��

�	� w±(x0, t0) ≥ 0� �	
����


./



−ε
(|x0|2 + (2n+ 1)t0

) ≤ u(x0, t0) ≤ ε
(|x0|2 + (2n+ 1)t0

)
,

�������

|u(x0, t0)| ≤ ε
(|x0|2 + (2n+ 1)t0

)
:

�	
� �� ε > 0 �	�	
	�	
 �� ��	
��� �
� (3.14) �	�	�	����
��
�� ������


	�	�����	� ��

����� ������	 �
���
��� �	�	��
� �	�	��� �
�	�����
��
� �
�	���
�

��
���
��
 ��
� 	

���� (x1, t1) ∈ ΩR, t0 ���� �� z(x1, t1) < 0� ���	���
�

v(x, t) = e−tz(x, t)  ��
���	
� !	�" �� ��

v(x1, t1) < 0 : (3.18)

v(x, t) 	
�
��	�  ��
���	
 ΩR, t0 #	� �$	
��� �
���
��� � �� #���	���



	�%���& ��
���
��
 ��
� 	

���� (x2, t2) ∈ ΩR, t0 ���� ��

v(x2, t2) = min
(x,t)∈ΩR, t0

v(x, t) :

'	�	(	

 (3.18))�*

v(x2, t2) < 0 : (3.19)

+���	
� ,& - .& �	
�	

��� �	�	(	



v
∣∣
t=0

= (e−tz)
∣∣
t=0

≥ 0, v
∣∣∣ |x|=R

0≤t≤t0

= (e−tz)
∣∣∣ |x|=R

0≤t≤t0

≥ 0,

����� (x2, t2) ���� /� �	��� �	��	
�$ �/ �$	
� {|x| ≤ R, t = 0} �����

�����
� �/ �$ �$	
� {|x| = R, 0 ≤ t ≤ t0} ����
	
�
 �	���-��
��
� '��-	0	�
(x2, t2) ���� �	� ΩR, t0 �$	
� 
����
 ��� � �	� �	��	
��� � �$	
� ����


�����
* |x2| < R� t2 = t0� 12	3�
 �������� ��0 (x2, t2))� ��
������ ��� ��

v(x2, t2) < 0, vt(x
2, t2) = 0, vxixi

(x2, t2) ≥ 0, i = 1, ..., n,
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������� ������	

v(x2, t2) < 0, vt(x
2, t2) ≤ 0, vxixi

(x2, t2) ≥ 0, i = 1, ..., n :


���� ������	 ��

Lz(x2, t2) = L(etv)(x2, t2) = et(v + vt −�xv)
∣∣∣
x=x2

t=t2

< 0,


��� �������	 � ��		��
 �� ���	��
�� ��		�� ���������� ��

�
���� u(x, t) ������
�� ��������	 � B �� 	��!���� " (3.10)# (3.2)

$���
 ������	 �� %
����!��� !����	
� ���"��	 �# �� ��� ������	� ���� �

��	����
 (3.3) &������
 
���'����� ����� ����	�� ���� (��"���� ���

���	���)�� � �	��*+ {x ∈ Rn, t > 0} �
���������!������	 " ���������	

� (3.4
′
) �����������!�������
�� ,���
���# ��*
 ���
 ���"��� �����	��

������ ����� 	
��
������ 
��������� B ���������	
 ���
�	��

(3.10)� (3.2) �	��� �������
 ���������� � (3.4
′
) �	�������������		��

��	�

-����	 .�.��/
 ��������
� �$��	 �# �� +��	���*���������!���

�������	�� ��	�� 0�1

 $���
 ���	���)�� ������	� 23���� � ���"���

������!���������4

�� 5�	����
 �� ������ t = 0 ���
� �
����� 	
��� ��������# ������	�

��	
+���� ��6���	 � �����+ �
��������
 ����� t > 0 ��	���

7� 
!� 3�	����
 �� ������ t = 0 ���
� ������	� ������� �  ���


�	�������# ����6��!��	� ��"� ���
 
����� ���� )��� 1�+�����
# ����*

��� ������ �# ��� �������� t > 0 ��	�� ������	� ��6���	 � ������

����� �������	� �� �1������	 �# �� (3.1)# (3.2) $����� �����'���*

+��	��!��� �����	�� ���'��!����� �����+ �# 
���# 
�����# ����� � ���
�

$���
 �� �
��3�� ��	������$����!����� ����!��� ��"���!
�� 8��	��!���

�����	�� ��"���!���
 �6���� 91'�
� �����'���!��� ��	�� �����3�1�

� �
������ 0�1

 ����
 ���� $��
� �� '���
� �
������
�� �������	��

��	���

:7



������ ����� �	
��
�
�
 ���

������ ������
 �
�
����


����������
 ����
� ������ u1(x, t) � u2(x, t) ���	
���	�
� ���
�	���

�	 B ���������	� �⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
u1t −�xu1 = f(x, t), x ∈ Rn, t > 0,

u1

∣∣
t=0

= ϕ1(x), x ∈ Rn,

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
u2t −�xu2 = f(x, t), x ∈ Rn, t > 0,

u1

∣∣
t=0

= ϕ2(x), x ∈ Rn,

�	��
	�
� �������	�
 �	� ��� �������� ��� �
�� ε > 0 ����


|ϕ1(x)− ϕ2(x)| ≤ ε, x ∈ Rn,

���

|u1(x, t))− u2(x, t)| ≤ ε, x ∈ Rn, t ≥ 0 : (3.20)

� ������! ��������	 u(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t) ���
����
������ u(x, t)

��������� ��������� � B 
�����
���� �

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ut −�xu = 0, x ∈ Rn, t > 0,

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Rn,

����� ����� ������� �� ����� ϕ(x) = ϕ1(x) − ϕ2(x)� |ϕ(x)| ≤ ε�  ���

������!���� "������ �� �� u(x, t) ��������� #�"����$�� � {x ∈ Rn, t > 0}
��#��������
������� � "���%��� ��	#������ #��
���	�& 
�!������� �

−ε ≤ inf
Rn

(ϕ1 − ϕ2) = inf
Rn

ϕ ≤ u(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t) ≤

≤ sup
Rn

ϕ = sup
Rn

(ϕ1 − ϕ2) ≤ ε, x ∈ Rn, t ≥ 0,

'(



�����������	
��������
 ������� ������� � (3.20) �����������	
�����

������� ���������� ��

��������� ��	��
����
 
�	���� �������� �������	����

��
�����	���� ������� ��������� ����� ����
�� �� ������ !"����#

 ��$% &��������� ������	
�� ���������� �����'(

(K0)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
u0t + u0xx = 0, x ∈ R1, t > 0,

u0

∣∣
t=0

= 0, x ∈ R1,

(Kn)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
unt + unxx = 0, x ∈ R1, t > 0,

un

∣∣
t=0

= e−n cosnx, x ∈ R1 :

u0(x, t) ≡ 0 � un(x, t) = e−nen
2t cosnx
 n = 1, 2, ...
 x ∈ R1
 t ≥ 0
 )�����������

�������������*�� (K0) � (Kn) �� ������ ���������� �� � ���������

�� B *�+���	
���� (Kn) �� ���� ��+*����� )�������� !*���� �����
������

��� ������' ��������,�- ��� x ∈ R1 $.���� � +��
�
 ��* n → ∞


�
�����( (K0) �� �� ��+*����� )�������
��� /���
�
 0�����
 ��* x = 0


un(x, t)− u0(x, t) ����������� ���*����	
���� �������� t > 0 ����� $.����

� �����&�
 ��* n → ∞� 1���2

|un(0, t)− u0(0, t)| = un(0, t) = e−nen
2t → ∞, ��* n → ∞ :

���	���
� �����	���� 3
4� �������������� ����� �� ��� ��������5

&��������� ������	
�� ���������� ������ 3����
� �
 �� *������ �

 ������� ������5 ��+*����� ��
�����  ����2

ut − a2�xu = f(x, t), x ∈ Rn, t > 0, (3.21)

u
∣∣
t=0

= 0, x ∈ Rn : (3.22)

���������

vt − a2�xv = 0, x ∈ Rn, t > τ ≥ 0, (3.23)

67



v
∣∣
t=τ

= f(x, τ), x ∈ Rn, (3.24)

������� ��� 	�
��
�� 
����� � x� t ������
������� � τ �����������

v = v(x, t, τ)�

����� ������ �� (3.21)� (3.22) ������� ������ � �	������ ����������

�����
�� ������
��� ������������ ��������
���  ����
� � a = 1

�������

!�"� �
�� ������	 ����
��� ��� 
����
� � #��
���	� �
$ �
���

������ ����� 	
���
���� ���������� ������ v(x, t, τ) ����	��
� (3.23)�

(3.24) ��
�� ������� �� ��
 
������

u(x, t) =

t∫
0

v(x, t, τ) dτ (3.25)

����	��
� (3.21)� (3.22) ��
�� ������� ��

��
������ %�����	�� u(x, t) &�
�
���� ��� t ������
���� �����

�'��	�� (3.23) �������( �����
� ���

ut = v(t, x, t) +

t∫
0

vt(x, t, τ) dτ = f(x, t) +

t∫
0

vt(x, t, τ) dτ : (3.26)

)��� �� ��� xi ������
������ �������� *����"�
+��
�� 
���	� �

��"�����	 ����*��	� ����� ��
� ���

�xu = �x

t∫
0

v(x, t, τ) dτ =

t∫
0

�xv(x, t, τ) dτ :

,���� ��

ut − a2�xu = f(x, t) +

t∫
0

vt(x, t, τ) dτ − a2
t∫

0

�xv(x, t, τ) dτ =

= f(x, t) +

t∫
0

(
vt(x, t, τ)− a2�xv(x, t, τ)

)
dτ = f(x, t) :

-.



��������� u 	�
��
��� ��������
� � (3.21) ������������ (3.25) ��������


�
��
 ��������� �����
� �� �� u 	�
��
��� ��������
� � (3.22) ���������

������� ���
�

��� ��

��������� ��� �
���� ������� ���������� �����  �!�� "�#�� $�
��
�

��� ���� ����% ��� &��$ ���

ut − a2�xu = f(x, t), x ∈ Rn, t > 0,

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Rn,

 �!�� "�#�� $�
��
��� '���#���� f(x, τ) 	�
��
��� ����#��� � � ������

��
� � B ��(��
������ ��� ϕ 	�
��
��� ����#��� � � �������)��� ��#

#����
� $�
��
�� �
��

u(x, t) =
1(

2
√
πa2t

)n ∫
Rn

e−
|x−y|2
4a2t ϕ(y) dy+

+

t∫
0

dτ
1(

2
√

πa2(t− τ)
)n ∫

Rn

e
− |x−y|2

4a2(t−τ)f(y, τ) dy, x ∈ Rn, t > 0,

������ ��# ���
� u ∈ B�

§ �� ���� ��	
�� ����
������ ���������� �����

*�������� ������$ "�#���+ &���$

Lu ≡ ut − uxx = f(x, t), 0 < x < l, 0 < t < T,

���������� ��� $�
��
��� ��� ��������
� �

u(0, t) = μ1(t), u(l, t) = μ2(t), 0 ≤ t ≤ T,

�(����� ����������� �

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l,

,-



��������� ���	��
��

��� 
��
�� ������	 � ����
� 
��� 
��
� ���	����������������� ���

�����	�� ��	��� ���������

QT = {0 < x < l, 0 < t < T}, Γ0 = {0 < x < l, t = 0},

Γ1,T = {x = 0, 0 < t < T}, Γ2,T = {x = l, 0 < t < T},

ΓT = ΓT = Γ0 ∪ Γ1,T ∪ Γ2,T :

ΓT �� ������	 � QT ���������� ������ ���� ���� ����
� 
��� 
���
 u(x, t)

 ��!��	� ��"�����	 � C2(QT ) ∩ C(QT ) ���	�������# u ∈ C2(QT ) ∩ C(QT )�

$��
 ���
 ��"%�� �����	��

������ ����	

Lu = f(x, t), (x, t) ∈ QT , (3.26)

u
∣∣
ΓT

= ϕ, (3.27)

������ ���� ���	� 
��
���� ����� ��


��
���
� &
'��� u1(x, t) % u2(x, t) (����'
����� 	
%����� 
��� 
���


 ��!��	��� ��# ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Lu1 = f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

u1

∣∣
ΓT

= ϕ,⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Lu2 = f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

u2

∣∣
ΓT

= ϕ :

��� ������	 v(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t) (����'
��⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Lv = 0, (x, t) ∈ QT ,

v
∣∣
ΓT

= 0,

)*



����� ���	��
 �� 
�

� �������� ������
 �� ��

v(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ QT : (3.28)

��������� ����� ���������������� −v(x, t) = u2(x, t) − u1(x, t) ���� �����

��
��!  "�����#

−v(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ QT : (3.29)

(3.28)� (3.29)��� ������
 �� ��

v(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ QT :

$����
� �%�������	 ��

&���� ��# ������� ������!

ut − uxx = 0, (x, t) ∈ QT , (3.30)

u
∣∣
ΓT

= ϕ : (3.31)

'��� ���� ������� %����
��

������ ����	 
��
������� �������
�� ������ u(x, t) ����	��
� (3.30)�

(3.31) ��
�� ������� �� ��
 
������

min
ΓT

ϕ ≤ u(x, t) ≤ max
ΓT

ϕ, (x, t) ∈ QT : (3.32)

��������� ���������

m = min
ΓT

ϕ, M = max
ΓT

ϕ :

�	
������ z(x, t) = u(x, t) −m �
����	��� ������
 �� 
� z(x, t) �
����

�	�� �������
�� � (3.30) ����������� �

z
∣∣
ΓT

≥ 0 :

��



��� ����� �	�	
��


z(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ QT ,

��������

u(x, t) ≥ m, (x, t) ∈ QT :

��������� ����� ���������������� M−u(x, t) ���������� ������ �����

����

u(x, t) ≤ M, (x, t) ∈ QT :

 ������ �!�������" #$

(3.32) ��������������������� %&��� # ���'��� !������$

������ ����� 	
����
� ���������� ���������� ������ u(x, t) ����	��
�

(3.30)� (3.31) ��
�� ������� �� ��
 
������

max
(x,t)∈QT

|u(x, t)| ≤ max
ΓT

|ϕ| : (3.33)

 ����� �	(	���� ���'��� # (3.30)
 (3.31) &���� ���"��� �������� ��&���

"�������� �)����� �����������$

������ ����� 	������� ����������� 
������ �������� ��� ����!���

������ ������ u1(x, t) � u2(x, t) ����	��
����⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
u1t − u1xx = f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

u1

∣∣
ΓT

= ϕ1,

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
u2t − u2xx = f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

u2

∣∣
ΓT

= ϕ2,

��
������ ���������� ��� ��
 
������� ��� ���� ε > 0 �
�
�

|ϕ1 − ϕ2|
∣∣∣
ΓT

≤ ε,

*+



���

|u1(x, t)− u2(x, t)| ≤ ε, (x, t) ∈ QT :

��������� ��������	 u(x, t) = u1(x, t) − u2(x, t) ���
����
������ u(x, t)

��������� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ut − uxx = 0, (x, t) ∈ QT ,

u
∣∣
ΓT

= ϕ,

����� ������� �� ����� ϕ = ϕ1 − ϕ2� �������� ������ �� ��!�" �����	

|u1(x, t)− u2(x, t)| = |u(x, t)| ≤ max
(x,t)∈QT

|u(x, t)| ≤ max
ΓT

|ϕ| =

= max
ΓT

|ϕ1 − ϕ2| ≤ ε, (x, t) ∈ QT :

������� �#�����$�� ��

§ �� ��������		
�� �	
����	 �
����
%�&#�' ����� �(�� ��	 ������ )������ *�*���������� ��+����� ���

,������ ��
��� ��'����� ������������$ ����������� -�$�'���������

������� -������� ��
������� �� .�' #���)������ ��������$ ����

�������
�������� ��&#�' ���� �������� -�$�'����� ��#	���� ���	

�(�������	 ,������ ��
��� +����-�����������
��� -�$�'����� �/�+��

��/� ����� -���� QT = {0 < x < l, 0 < t < T} ������
����

	�
���
 ���������
���� ��������	 -��0��� ������"

ut − a2uxx = 0, 0 < x < l, 0 < t < T, (3.34)

u(0, t) = u(l, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (3.35)

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l : (3.36)

1��� �� (3.34) -�$�'������ )����� � 0 -���'�/� �#� ����� ��'��$��

����������� )������ 0' ��� -�$�'����� ������� �� 2�����	 )����
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(3.34) ���������� ���	
�
 �������� ��
��
����� ����� ��
���� ��
�


(3.34), (3.35), (3.36) ����
 ��
��
�� ��� ��
���� ������� ������� ���
���

����� (3.34) ���������� ��� �� ��
�
��  �� ��
���!�� "��# ��
��
������

����� !�������
� �� (3.35) �"���
� 	��������
� � �
���

u(x, t) = X(x)T (t) (3.37)

������ ����$ X(x) %�
���
�� ������ & �
��� x '�'������
�� T (t)

%�
���
�� ������ & �
��� t '�'������
��

(�$������� (3.37) ����
 u(x, t) %�
���
�� (3.34) ���������� ��)�

�����
� ���

X(x)T
′
(t)− a2X

′′
(x)T (t) = 0,

����$
�� ��*�
 �+����� X(x) �≡ 0� T (t) �≡ 0� �����
� ���

X
′′
(x)

X(x)
=

1

a2
T

′
(t)

T (t)
: (3.38)

,��
 �� (3.38) ��������
-��� .�� ���� ������ & �
��� x/
�� 
�� �)

����� �
��� t/
�� �	� (3.38) ��������
-��� �) � .�� ������ ��
���!��

������� �� �
���
�� �������
�
�� 0�� �������
�� �*������� −λ/��1

X
′′
(x)

X(x)
=

1

a2
T

′
(t)

T (t)
= −λ :

0����$
� X(x) � T (t) %�
���
����
 ����� �����
� ���

X
′′
(x) + λX(x) = 0, X(x) �≡ 0, 0 < x < l, (3.39)

T
′
(t) + λa2T (t) = 0, T (t) �≡ 0, t > 0, (3.40)

��������� �
%�����
�� ��������
����� (3.35) �"���
� 	��������
�

�
����

X(0) = X(l) = 0 : (3.41)

0��	
���� X(x) %�
���
��
 ����� �������

X
′′
(x) + λX(x) = 0, 0 < x < l, X(0) = X(l) = 0, (3.42)

23



��������	��
	�	 �
�	��� ��
 ������
��	��� �
� ���	 ����
��


��
�������� ������	� � ����� �
� �
��� �� �	��


λn =
(πn

l

)2
, n = 1, 2, ...

�����
��	 ������� (3.42) �
�	�
 ��
	

Xn(x) = Dn sin
πn

l
x

�� �������
 �������� ����� Dn�� ��������
 ��������
  !

λn�	
 �����������
�� (3.40) ��
������
 �
���
��� �������
  

Tn(t) = Ane
−
(πan

l

)2
t
,

����� An�� ��������
 ��������
  !

"���	��
#

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = Ane
−
(πan

l

)2
t
sin

πn

l
x, n = 1, 2, ...

$��
��	�
��� (3.34) ��
������
 ���
�
�� �������
�� �
� ���
�

%�
������� �
 (3.35) �����	
 �����

��	
 � 
�������
��� �
 �����

$��
��	�
��	 ���������	 �����
! "�� $��
��	�
��	� ���� ���
��  

�	��
 x &�&�����
	�� ������' �	��
 t &�&�����
	�! "�� �������
���

����� �
 %�
������ 
��
���
 �
��	 (3.36) ���%
���
 �����
	
 �	��


���
�
�� ϕ $��
��	�
��	 �����!

"��� 
�����(
�
� (3.34), (3.35), (3.36) �
���
��� �
��	
! )
*����
� An

+�����	�
��� ��
�	�	
 �
� ��

u(x, t) ≡
∞∑
n=1

un(x, t) =
∞∑
n=1

Ane
−
(πan

l

)2
t
sin

πn

l
x (3.43)

,����� 	
���� 
�� ��
 ,������� ���
� ����
��� �
 ��� ,���� ����� �
+��

��� x�	 � ��� �
+�� ��� t�	 �
��� �( �
��� ���
���	�� ��
�������&

���+���� �
 �����������
 %�����*���

��	 
��!

-.



���� �� �� u(x, t) ��	
��
�
 ��������
 

���� (3.35) �����



�����

��

� ��
��� �� (3.34) ���������
�� (3.36) ����
���
 �����

�

��
�
� An ������
�
���� ��

 ��

u(x, 0) = ϕ(x) =
∞∑
n=1

un(x, 0) =
∞∑
n=1

An sin
πn

l
x, (3.44)

��� An ������
�
��� ϕ ��	
��
��
 ��� �

�	�
��
 ����
 �����	��	 ��


!�	���
 ������
�
��
 �
 "�
 �#���	� �� �� ϕ ��	
��
�
 ��
�
�

 �� �� ��


�����
 � �����	��� ��� �

�	�
��
 !�	���
 ����
$%

An = ϕn =
2

l

l∫
0

ϕ(ξ) sin
πn

l
ξ dξ : (3.45)

&���
���� ��
� ��	��	�� 
��������

� (3.43) ����
 ������� ' � ��# �����

�����
��	� �� ��� ��# ������ 
���������� ��	
��
�
 #
����
���
 ���

���� 
������ ��
 �
 ����( �

�� (3.34) #
����
�
�� ���������
 ��	��	��

��

 ��

|un(x, t)| ≤ |An|,

���
∞∑
n=1

|An| (3.46)

 ���

 ����� (3.43) ��	
��
�
�� ����
 ����� ��)���
� �� * (3.46) ����


��	���
��	 ��	

� ���*�	� � (3.43) ����
 ����������+ ��	���
��	 ��	
�

{0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T} �����	 ��
 ���� ,���-��
 !�	���
 ������
 ����


�����	 ��	

��
. (3.46) ����
 ��	���
��	 ��
 ����� ������� � �
 �#����

�� ϕ ∈ C[0, l]� �	

 ���� �/ ���� �
�
#��� ���
���� * ��(
 �	



ϕ(0) = ϕ(l) = 0 (3.47)

�����
��

01



����������	
�� ut(x, t) � uxx(x, t) 
��������
	� �����������������

����	�
��

ut(x, t) ∼
∞∑
n=1

∂un

∂t
= −

(πa
l

)2 ∞∑
n=1

n2Ane
−
(πan

l

)2
t
sin

πn

l
x, (3.48)

uxx(x, t) ∼
∞∑
n=1

∂2un

∂x2
= −

(π
l

)2 ∞∑
n=1

n2Ane
−
(πan

l

)2
t
sin

πn

l
x (3.49)

��	�
	�� ������ |ϕ| ≤ M � ��� �
�����

|An| = 2

l

∣∣∣∣∣∣
l∫

0

ϕ(ξ) sin
πn

l
ξ dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2M,

�	�
��� �
����� �� �	

∣∣∣∣∂un

∂t

∣∣∣∣ ≤ 2M
(πan

l

)2
e
−
(πan

l

)2
t
,

∣∣∣∣∂2un

∂x2

∣∣∣∣ ≤ 2M
(πn

l

)2
e
−
(πan

l

)2
t
:

������� �� �	 �������� t0�� ����	� �	�
� 0 < t0 ≤ T �

∣∣∣∣∂un

∂t

∣∣∣∣ ≤ 2M
(πan

l

)2
e
−
(πan

l

)2
t0
, t ≥ t0,

∣∣∣∣∂2un

∂x2

∣∣∣∣ ≤ 2M
(πn

l

)2
e
−
(πan

l

)2
t0
, t ≥ t0 :

 
���!�	� (3.48)� (3.49) ��	�
	� ��"���	�#�$ %��&������� 
�

{0 ≤ x ≤ l, t0 ≤ t ≤ T} !�%������� "	�� �"
'��(

∣∣∣∣∂k+mun

∂xk∂tm

∣∣∣∣ ≤ 2M
(π
l

)2m+k

n2m+ka2me
−
(πan

l

)2
t0
, t ≥ t0,

� (3.43) ��	�� ��	
'� � �������� ��&�� �����
' ��� x�� � ��� t�� �

����"�� ��	�
	� �'��
� ��"���	�#�$ %��&��
� {0 ≤ x ≤ l, t0 ≤ t ≤ T}
!�%������� "	�� )��� �	 t0�� ��������� �� ��� {0 < x < l, 0 < t < T}

*+



���������� (3.43) 	
��� (3.34) 

�
�
��
� ������� � � 
����� �����������

�� ���� 
�
��������� 
����
� ��������

������ ����	 ������ ϕ ����	��
� 
����

� �� ϕ ∈ C[0, l]� ���� 	���


� 	��� 
����

� 
�
���
� � ���� ���� (3.47) �
��
��� ��� �������

(3.43) �
���� ���	
�
��
� u(x, t) ����	��
�� ����� An  ���
	������

�������� �� (3.45) !
�
"���� (3.34), (3.35), (3.36) #���� ������� ��


����
�� ����
��������� ���
�����

ut − a2uxx = f(x, t), 0 < x < l, 0 < t < T, (3.50)

u(0, t) = u(l, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (3.51)

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l : (3.52)

�������  �!��� �
�� �
�
��
� 

�
�
��
� �������" �������� #������

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(t) sin
πn

l
x (3.53)

������$ t #�#��
�
�� ���
������ ����� �
�
����� %
�
�
��
� f(x, t)


� �
�� ����
�
����� &������ 	
����'

f(x, t) =
∞∑
n=1

fn(t) sin
πn

l
x, fn(t) =

2

l

l∫
0

f(ξ, t) sin
πn

l
ξ dξ : (3.54)

(�)
������ (3.53) � (3.54) 
��


������������� (3.50) 

�
�
��
� ���$

��
���� ���

∞∑
n=1

(
u

′
n(t) +

(πan
l

)2
un(t)

)
sin

πn

l
x =

∞∑
n=1

fn(t) sin
πn

l
x,

����)��

u
′
n(t) +

(πan
l

)2
un(t) = fn(t), n = 1, 2, ... : (3.55)

un(t) �������
� ���	���� 

�
� ��
�
�� 

��
���� *���
��������

�����
�
� ���������
� 

�
�
����� +�� (3.52) ��,-�
�
� �
��
��$

u(x, 0) =
∞∑
n=1

un(0) sin
πn

l
x = 0,

./



��������

un(0) = 0 : (3.56)

�	
���	
 (3.55) �	
	����� ����������� ��
����	
�� (3.56) ��	�����

��������� ������	
� ��������

un(t) =

t∫
0

e
−
(πan

l

)2
(t− τ)

fn(τ) dτ : (3.57)

��������	
 (3.57) ��������	
��	
�� (3.53)�� �� � ����	
� ��� (3.50)! (3.51)!

(3.52) "���� �	
�	
���

u(x, t) =
∞∑
n=1

⎛⎝ t∫
0

e
−
(πan

l

)2
(t− τ)

fn(τ) dτ

⎞⎠ sin
πn

l
x :

��������� �	
���� 
�������
� #�������� �$� �� "�$� "�����

 �������	������	
���� ��
������� ����� ������	
� ����	
�%

ut − a2uxx = f(x, t), 0 < x < l, 0 < t < T, (a > 0)

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l,

u(0, t) = μ1(t), u(l, t) = μ2(t), t ≥ 0 :

&�� "����� �	
���	
 ����� ����	
���� �	� v(x, t) ������ �	
�����%

u(x, t) = v(x, t) + U(x, t),

	���� ������
	
� '! 	� U(x, t) �	
������ ������ '( &�� v(x, t) �	
������

���� ' ����

vt − a2vxx = f̃(x, t)

��
������� �	
�	
�! 	���� f̃(x, t) = f(x, t) − (Ut − a2Uxx

)
! � ��
�����

������� ��������� � ������� ������������

v(x, 0) = ϕ̃(x) = ϕ(x)− U(x, 0),

)*



v(0, t) = μ̃1(t) = μ1(t)− U(0, t),

v(l, t) = μ̃2(t) = μ2(t)− U(l, t) :

������� U(x, t) ��	�
��
� 
������ ��

μ̃1(t) = μ̃2(t) = 0 :

��� ��
�

�� 

��� ��� ������� ������� �
�� �
�
��
� �
�
�
��
�

�����	��

U(x, t) = μ1(t) +
x

l

(
μ2(t)− μ1(t)

)
:

�� 
������ u(x, t) ��	�
��
�� �
�
� ����
��	� ���
��� �
��
������

������  ����� v(x, t) ��	�
��
�� �
�
� �
�
��! ���
��� �
��
������

������"

#$



����� �

���	
���
 ��	� ����
�����
��

§ �� ������	
 ����

	����� ������	 ����������

������������ ��������� ��	�	 ���������

������ Q ⊂ Rn� n ≥ 1� ��	��
� �
 ������� �	 u(x)� x ∈ Q� ���������

�������� � Q ��	��
����� ��� u ∈ C2(Q) � ����	�	��� �

�u ≡ ux1x1 + ...+ uxnxn = 0 (4.1)

������� ������	����


������ �	  �
���
��� ���� ��������� �	� 
��	����!
��	 ������ ����	�	���

� ������� ������	����� ����
� ��	����� !�� ���� �	 ����"��� !�
 n = 2

"������ �
"���� ��������
� #	���� �

u(x1, x2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Re exp

(
− 1

(x1 + ix2)4

)
, x2

1 + x2
2 �= 0,

0, x2
1 + x2

2 = 0,

���������� �	� $%���� � (0, 0) ������


n = 1 "������ (a, b) ⊂ R1 ��&���
�� �	� �	����' ��	����� �����(

�����	�
d2u

dx2
= 0 ������	��� ���'�����	 �� � ����� u(x) = c1x+ c2 ������

�	��) c1(� � c2(� ����
���� �����������	 ��


*�% �����	�	���� � n > 1 "����
 +
� "������ ��	����� ����������	�

��%����
���� ����� ��	���� �


,�	����� ����������	� ������
�� ��& ��	��	 "�	 ����� ������ �����

��	����� ����������	�


-.



������ ξ�� Rn	 n ≥ 2	 
���
������ ��������� ��
 �� x ∈ Rn ��
�

��������������� ξ ��
�� ��������� ρ���� ρ = ρ(x) = |x − ξ|� �
���� �����
u(x) �������� ������������	 ����� �����
 �� ����� ρ(x)����  �� u = u(ρ)	

�!�

uxi
= uρρxi

= uρ
(xi − ξi)

ρ
,

uxixi
= uρρ

(xi − ξi)
2

ρ2
+ uρ

1

ρ
− uρ

(xi − ξi)
2

ρ3
, i = 1, ..., n,

"

�u = uρρ + (n− 1)
uρ

ρ
:

#�
"����	 ��$ ��
������% �������� ������������

u
′′
ρρ + (n− 1)

u
′
ρ

ρ
= 0, ρ > 0,

&�������� '���������� ����&����� ���
������ ��� n = 2 '�!���� ��'

����&����� ��'������ ���
���� �

u(ρ) = c1 ln ρ+ c2,

�&� n > 2 '�!����(

u(ρ) =
c1

ρn−2
+ c2,

��
�% c1 " c2 ��������� ��&
�
������ ���

)�&!�&��	 n = 2 '�!���� c1 ln |x − ξ| ������������	 �&� n > 2 '�!����
c1

|x− ξ|n−2
������������ Rn \ {ξ} 
��������� �������� ���

������� ������	
�� �
����
����� �
��
�
 ξ ���
�
 �����
��

���
� ��*���� �

U(x− ξ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1

2π
ln |x− ξ|, x ∈ R2 \ {ξ},

−1

(n− 2)σn|x− ξ|n−2
, x ∈ Rn \ {ξ}, n > 2,

++



���������	 �
��
 σn �����
 ���
��� ����
������ ����
��� � Rn�����

�������
����	 n = 3 ������� ������������ �������� ����

U(x− ξ) =
−1

4π|x− ξ| , x ∈ R3 \ {ξ},

������

�������� ���
��
������  ���!���" ���
�  �
���  ���!��
	 �
��� ����

�#�����
���� $����������

%����� Q�� Rn ��
�������� ��$����&�� ��
���� �	 ∂Q ∈ C1	 �

u ∈ C2(Q)	 v ∈ C1(Q)� '�� �������∫
Q

v�u dx =

∫
Q

v div(∇u) dx =

∫
Q

div(v∇u) dx−
∫
Q

∇u∇v dx =

=

∫
∂Q

(v∇u, ν) dS −
∫
Q

∇u∇v dx =

∫
∂Q

v
∂u

∂ν
dS −

∫
Q

∇u∇v dx,

�
��
 ν�� ∂Q��� ��
��� Q�� ������� �
����� �����
 ��
��� �����
�

�� '�������	 ���� ������� ����� ������ ����	
��∫
Q

v�u dx =

∫
∂Q

v
∂u

∂ν
dS −

∫
Q

∇u∇v dx : (4.2)

'�(� �����
��� u, v ∈ C2(Q)� (4.2) $�����
������ ��) &�*���� u � v

����������
� ��
�
�" ��������

∫
Q

u�v dx =

∫
∂Q

u
∂v

∂ν
dS −

∫
Q

∇v∇u dx :

(4.2) $�����
��������� ����� �+ ����� $������ ������� $�����
���

������" �������� ����� 
������ ����	
��∫
Q

(v�u− u�v) dx =

∫
∂Q

(
v
∂u

∂ν
− u

∂v

∂ν

)
dS : (4.3)

,������  ���!��
��  *��� � $������ ��������

-..



������ ����� ������ Q�� 	
��
�


� ������� �� ∂Q ∈ C1� u(x) ������

��
� �
������ � Q���� � u ∈ C2(Q)� ��� �������∫
∂Q

∂u

∂ν
dS = 0 :

	
���
��� ��������� 	
����
 �� ������� (4.2) ��������� �
���
��� v ≡ 1�

§ �� ������	
����
 ����� ������	
�	 ����
�
�����

������	
����	 ����
�	 ������

������ Q�� Rn ����������� ��	
��� �� ������� �� ∂Q ∈ C1� � u(x)

!�������� ��������
 � C2(Q) ��"
�������� u ∈ C2(Q)�

#��"������ 	�
�� 
���$�
�� n = 3�

%
���
�� ��
������ ξ ∈ Q � $�����
�� Qε = Q \ {|x − ξ| ≤ ε}
��������� ���
& ε > 0 ��
������ ��� �� ���  ��� � ξ �
�� ∂Q 
"���

���
��� 	
'�������������(

0 < ε < r(ξ) = min
y∈∂Q

|ξ − y| :

)���'
�� (4.3) ������� u(x) � v(x) =
1

|x− ξ| !��������
�� 	�
��

*��$	����� $
����
 ���
� v(x) !������� �
�� � �
���
�
1

|x− ξ|n−2

!��������� 
�� n �= 2� � ln |x − ξ| !��������� 
�� n = 2+� ,��� �� v(x)

!�������� Qε ���������
 	��
���� �� ��������∫
Qε

�u

|x− ξ| dx =

∫
∂Qε

(
∂u

∂ν

1

|x− ξ| − u
∂

∂ν x

(
1

|x− ξ|
))

dSx =

=

∫
|x−ξ|=ε

(
∂u

∂ν

1

|x− ξ| − u
∂

∂ν x

(
1

|x− ξ|
))

dSx+

+

∫
∂Q

(
∂u

∂ν

1

|x− ξ| − u
∂

∂ν x

(
1

|x− ξ|
))

dSx : (4.4)

-.-



��������� M = max
x∈Q

|�u(x)|� 	��
 ��

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|x−ξ|≤ε

�u

|x− ξ| dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ M

∫
|x−ξ|≤ε

dx

|x− ξ| =

= M

2π∫
0

dϕ

π∫
0

sin θ dθ

ε∫
0

r dr = 2Mπε2,

�
� ∫
Qε

�u

|x− ξ| dx →
∫
Q

�u

|x− ξ| dx, ��� ε → 0 : (4.5)

��������� M1 = max
x∈Q

|∇u(x)|� 	��
 ��

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|x−ξ|=ε

∂u

∂ν

dSx

|x− ξ|

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫

|x−ξ|=ε

|(∇u, ν)| dSx

|x− ξ| ≤

≤ 1

ε

∫
|x−ξ|=ε

|∇u| dSx ≤ M1

ε
4πε2 = 4πM1ε,

�
� ∫
|x−ξ|=ε

∂u

∂ν

dSx

|x− ξ| → 0 ��� ε → 0 : (4.6)

	��
 �� {|x− ξ| = ε} ������
 x ������ ������ Qε�
 �������� �����
�

�
���� �������
ξ − x

ε
������� �� �
� ��� ������
 ���

∂

∂νx

(
1

|x− ξ|
)

=

(
∇x

1

|x− ξ| ,
ξ − x

ε

)
= −

(
x− ξ

|x− ξ|3 ,
ξ − x

ε

)
=

1

ε2

� ∫
|x−ξ|=ε

u(x)
∂

∂νx

(
1

|x− ξ|
)
dSx =

1

ε2

∫
|x−ξ|=ε

u(x) dSx =
1

ε2
4πε2u(θ) = 4πu(θ),

����� θ ∈ {|x− ξ| = ε}� ����
∫
|x−ξ|=ε

u(x)
∂

∂νx

(
1

|x− ξ|
)
dSx → 4πu(ξ), ��� ε → 0 : (4.7)

 !"



�������� �	
�	�� (4.4) 
	�	�	
����	� ���� �
� ε → 0� 
	��� 	������ (4.5)�

(4.6)� (4.7)� ���	�	��

u(ξ) = − 1

4π

∫
Q

�u

|x− ξ| dx+
1

4π

∫
∂Q

(
∂u

∂ν

1

|x− ξ| − u
∂

∂ν x

(
1

|x− ξ|
))

dSx :

�	��� 	������� �
 n = 3 �������
−1

4π|x− ξ| = U(x− ξ)� �
��� U�� �	��	��


	�	�	
�	� �����	����	� ��� ���� !� ��	��	 
	�	�	
�������" �	
��

��� #
�� 
��$�	� ������%

u(ξ) =

∫
Q

U(x− ξ)�u(x) dx+

∫
∂Q

(
u(x)

∂

∂ν x
U(x− ξ)− ∂u

∂ν
U(x− ξ)

)
dSx :

&�
�	���� ξ�� '�(	
������ x���� x�" '�(	
������ y���) ��	��	 


	�	�	
�������" �"������ 
��$�	� ����"%

u(x) =

∫
Q

U(x− ξ)�u(y) dy+

+

∫
∂Q

(
u(y)

∂

∂ν y
U(x− y)− ∂u

∂ν
U(x− y)

)
dSy, x ∈ Q : (4.8)

(4.8) �	�	*$" ���� ���� �	��	�	 n ≥ 2 +	'��	�	�����	� �������,

u0(x) =

∫
Q

U(x− y)ρ0(y) dy, x ∈ Q, (4.9)

�������	�� �
��� ρ0 ∈ C(Q)� ��+���� ! ��������� �	
������ ρ0 (����

��	��,

u1(x) =

∫
∂Q

U(x− y)ρ1(y) dSy, x ∈ Q, (4.10)

�������	�� �
��� ρ1 ∈ C(∂Q)� ��+���� ! ��
� ��

� �	
������ ρ1 (����

��	��,

u2(x) =

∫
∂Q

∂U(x− y)

∂νy
ρ2(y) dSy, x ∈ Q, (4.11)

-./



���������	 �
��
 ρ2 ∈ C(∂Q)	 ������� � ������� ����� 	
������� ρ2

����������

����
 �� ������	 �
 ��
� ��
�� � �
����� ��
�� �����������
� Q

��
������� ����
�  ���
������ � !�
����� ����������
 ���

"��# �����������# $n = 3  ��#���% !������ �� �����

������ ����	 
��
�� Q�� Rn �����
����� ���������� ���
��� ��

∂Q ∈ C1� ��� ��	�
�� �������� u ∈ C2(Q) �
������ ���������
��

� ��������� 	
�������� ��u  �
�����!"� 	��# ����� 	
��������

�−∂u

∂ν
 �
�����!" $ ������� ����� 	
�������� �u  �
�����!" %
�����

����
��


���
��� &�� ��
���
�� ���������� u(x) �
������� ����
��� �

Q ���
���
��� �	� Q�
�� ��� ���
' � ����������� 	��# $ �������

������� 	
����������� %
����� ����
��

§ �� ������ ��	�� 
��
���

������ ����	 ��
�������
��� ������ �
���� 
��
�� Q�� Rn

�����
����� ��������� ���
��� �� u(x) �
������� ����
��� � Q

���
���
��� x0 ∈ Q ��������� ��� �� ��� ��	�
�� �������� R�� ���

���� 0 < R < r(x0)� 
���' r(x0)�� x0 ���� ��(��
�
���
��� � ∂Q �#����

��'� 
���

u(x0) =
1

σnRn−1

∫
|x0−y|=R

u(y) dSy

�������
���
��)� 
���' σn ����
� ������� �����$
���� �������� �

Rn�
���

���  
��
�� x0 ∈ Q ���
�� ����
��� �
�������� ��*��) �������

� x0 �����
�
� $ R ��(��'
� ������� ��� ��� �
�������� )��
����

��*������ ��+�� ���!���������

&'(



��������� ������� ���	�
�	� 
�������� n = 3 ����� ������ ����

�� BR(x
0) = {|y − x0| < R} ��
��� ����� ����� � Q ����
��� ����

BR(x
0) = {|y− x0| < R} � Q� ��� u(x) ∈ C2(BR(x

0)) � ����� ��� ���� �!

(4.8) "���#�� u(x) $�
��	���� ����� BR(x
0) ����
�%

u(x) =
1

4π

∫
|x0−y|=R

∂u(y)

∂ν

1

|x− y| dSy−

− 1

4π

∫
|x0−y|=R

u(y)
∂

∂νy

(
1

|x− y|
)

dSy, x ∈ BR(x
0) :

&����'������� ��" x = x0� ��������

u(x0) =
1

4πR

∫
|x0−y|=R

∂u(y)

∂ν
dSy − 1

4π

∫
|x0−y|=R

u(y)
∂

∂νy

(
1

|x0 − y|
)

dSy =

= − 1

4π

∫
|x0−y|=R

u(y)
∂

∂νy

(
1

|x0 − y|
)

dSy.

���� �� ��� ������ (%)%)*� �
����

∫
|x0−y|=R

∂u(y)

∂ν
dSy = 0� {|x0 − y| = R}

�$����� y ����
� ���'�� BR(x
0) ���� �������" ������� ���'�� �����!�

y − x0

R
'������ �� +����"��� ��� �$����� '��

∂

∂νy

(
1

|x0 − y|
)

= −(y − x0, y − x0)

R |x0 − y|3 = − 1

R2

�

u(x0) =
1

4πR2

∫
|x0−y|=R

u(y) dSy :

������� ���	�
	'�� ��

������ (%,%) * �	 "-�
� � ������! ����
���

	
��
� 
���� ���������� ������ ������ ������ Q�� Rn 	
�
���
�
�

�
�
�
�
� 	�����
 �� u(x) �������
� �
������ � Q 	�����
���� x0 ∈ Q

�
�
�
�
� ��	 �� ��� ������� �
��
�
� R�� �
�
�� 0 < R < r(x0)�

)./



���� ����

u(x0) =
n

σnRn

∫
|x0−y|≤R

u(y) dy

�	
	�	���
������ �����
σn

n
��	
�� ���� �	
	�� � Rn�����

��� �����
� x0 ∈ Q ������ �	������ �������	�� 	����� �	
	�	� �

x0 ��������
  R !	"	
��
 ������ 	�� �������	�� ������	� 	�������

�� ��#�� 

	$	�	�	����

��������� ������ n = 3� �	
 ���
�� �������� ��������� ρ�� ����
�

0 < ρ < r(x0)�

4πρ2u(x0) =

∫
|x0−y|=ρ

u(y) dSy :

��
��
���� ��	 ����	�
�������� �	
 ρ�� 0��� R� 	
����� ���

4π

3
R3u(x0) =

R∫
0

dρ

∫
|x0−y|=ρ

u(y) dSy =

∫
|x0−y|≤R

u(y) dy :

���
��� � �������! "�

§ �� ������	
�� ���
	
���

#�	���� �
 Q ⊂ Rn 
�
������� u(x) ����$��
 %�������� &'
��! " ��(��

�� ��
�������)� ��� �������! x0 ∈ Q ��
� ����
 * �������! R > 0 ���

��
� 0 < R < r(x0)� 
�+� ���� ��
*��� ����	�
��������,

u(x0) =
n

σnRn

∫
|x0−y|≤R

u(y) dy : (4.12)

���
�� ����-��� ��
*��� "� �
 ��
����� %���������
� &'
��! �� ��(���

��
�������)� �
������� ��$ ��
�������) )������
���� �� )���
 ��
�����

%���������
�� ��
������� ���� �� ��������� �
 
�+� ���� ��* ��(���

��
�)�
��� ����$�
. ���
����

�/0



������ ����	
���
� ������ �	
��������� ��
�� ���� 	
�� �������

���	

��

����� ����� ������ Q�� Rn 	
�
���
�
� �
��
�
�
� 	�����
 ��

u(x) �������
� �
	�
���� � C(Q)��� � ��	�
� � ������ �
	���
�
���

��  !����� �
�

u(x) ≡ const, x ∈ Q,

�
�

min
Q

u < u(x) < max
Q

u, x ∈ Q : (4.13)

�	�
��

� �������� M = max
Q

u� !	
�� ��� " 	� ��� #	�	
��	
� 	
��

�����$� x0 ∈ Q ���" 	� u(x0) = M " ��� u(x) = M " x ∈ Q�

%������ ��
������ y ∈ Q ��� � �	
�� ��� " 	� u(y) = M � ��&

����� y � x0 ������ L = L ������	� ������	�" 	�� �
�	��	
���
�

����� ' Q ���	
��� 
��� L ������� � ∂Q �(�� ��)��	�	
��	
�� �������� 

d = min
x∈L
y∈∂Q

|x− y| > 0 � L ������� ������ Bi = {|x− xi| < d

2
}" i = 0, 1, ..., N "

������	�  ����� #����	�" 	���� xi ∈ L ∩ ∂Bi−1" i = 1, ..., N " ��� 	�	



y ∈ BN �

*��	
 n = 3� +$� (4.12)&� 	
��� 

u(x0) =
3

4π(d/2)3

∫
B0

u(x) dx,

	�� ������ ' ����#��� ∫
B0

(
u(x0)− u(x)

)
dx = 0

��$ 	�� ,��� 	� u(x0) − u(x) ��������#������� �	
������ �������� '

B0&	

 � 	-����$���� '" ��� B0&	

 u(x0) − u(x) ≡ 0" ��$�� �. B0&	



u(x) ≡ u(x0) = M �" 
�$���	����$" u(x1) = M � x1 ���� � B1 #���

��
�� ������	� �	
�� ���	�	
��	
�����. �$����� " 	� B1&	

 u(x) ≡ M "

/01



����������	�
 u(x2) = M � ��
�� 
����	��� ����� �������������	��
 ����

�������� 
�������� �� BN���� u(x) ≡ M � ����������	�
 u(y) = M �

�� ����	�� �������	����� �� 
�� Q���� u(x) ≡ const 
�� Q���� �	��

���� (4.13) ��������������� �� ����� �����	��� ���������� �������

−u(x)  ���
����� �
�����!
 
�������� �� 
�� Q���� u(x) ≡ const 
��

Q���� �	�� ���� (4.13) ��������������� "�# ����� $	���� ����������

%�

$	��� &'&'(��� �	�)��� %� �� �	����� �������	��� !�������� )

����������� ���!	� u(x)  ���
���� Q �������� �	����� *� 
���� ������	�

������� ��+	��	�� ����� ������� 	� Q���� ���  ���
����� �	��,���� 
��

-����,���� ��+	��	���� .	�)�!��� �������  ���
���� �� �	��,���� )

-����,���� ��+	��	�� ��������� % ∂Q 	/�� ���� 0	�� ���� �	�)��� ��������

����� ����� ������ Q�� Rn 	
�
���
�
� �
��
�
�
� 	�����
 ��

u(x) �������
� �
	�
���� � C(Q)��� � ��	�
� � ������ �
	���
�
���

��  !����� �
�

u(x) ≡ const, x ∈ Q,

�
�

min
∂Q

u < u(x) < max
∂Q

u, x ∈ Q :

1���
	� �	�� ���� ��) �	�)��� ��	�� ����� ��������

����� ����� ������ Q�� Rn 	
�
���
�
� �
��
�
�
� 	�����
 ��

u(x) �������
� �
	�
���� � C(Q) � ��	�
� � ������ �
	���
�
���

��  !�����

min
∂Q

u ≤ u(x) ≤ max
∂Q

u, x ∈ Q :

2��� �� Q ���������� �������
  ���
���� 3+���� % ������

���
������!� ��� $	��� &'&'4��� ) $	��� &'&'5��� �������	� �	�)��� 	�

�	�)��� �������	���

(67



������ ����� 	
���
���� ������ ���������� ������ Q�� Rn

	
�
���
�
� �
��
�
�
� 	�����
 �� u(x) �������
� �
	�
���� �

C(Q)��� � �
������ �� ��� ������� �
�

u(x) ≡ const, x ∈ Q,

�
�

min
∂Q

u < u(x) < max
∂Q

u, x ∈ Q :

������ ����� 	
���
���� ������ ����� ���������� ������ Q�� Rn

	
�
���
�
� �
��
�
�
� 	�����
 �� u(x) �������
� �
	�
���� �

C(Q) �
����
�
�� � �
������ �� ��� �������

min
∂Q

u ≤ u(x) ≤ max
∂Q

u, x ∈ Q :

§ �� �������� �	
��� �
����	 ����
���
�	� � �	�	
���

������
���
�	� ������	 �
�	�������

������ Q�� Rn 	
�
���
�
� �
��
�
�
� 	�����
 �� C2(Q) ∩ C(Q)

�
����
�
�� �
	�
��� u(x) �������
� ������� �

�u = f(x), x ∈ Q, (4.14)

u
∣∣
∂Q

= ϕ(x), (4.15)

���� !��  ���� ������� �f(x)  ϕ(x) 	��
� �������
�!� !�"# !
! 
��

Q 	�����
��� �
�
�
���� � (4.14) �
�
�
��
��# ��� ∂Q !��� ��
 (4.15)

!��
��� �
��
���� $����
� �
��
������ 
���
�	��!� �!	 ��� �# �� (4.14)#

(4.15) %�&�� ����!����
�
� �
�
� 
���
"�#	 �# �� �
�
�
��
� 
' �
��

 !��
��� �������
� ���!� 
���&�
	( f ∈ C(Q)# ϕ ∈ C(∂Q)�

)!��!� *(*(+ � �� �%��� !� �!	 �
� !���� ��&����!���

,-.



������ ����	 
��
�����
� ������� (4.14)� (4.15) ������ �� 	
���

�
���
� ��	�� 
���� ��
��
��

��
������ ��������� 	�
���
�
 ������ u1(x) � u2(x) ����
�������

(4.14)� (4.15) ����� ���������� ��
 ��� ������� u(x) = u1(x)−u2(x) ����
����

�u = 0, x ∈ Q,

u
∣∣
∂Q

= 0,

	������ ����� ������� �
 ���� �� u ∈ C(Q) ����
���� 	������
 � Q ���

� max
∂Q

u = min
∂Q

u = 0� ��� ��! "����� #$#$% �& u(x) ≡ 0� x ∈ Q
 "������

�������'�� �


������ ����� 
���
��� �������
��� �����
� 
���� 
! �
"#
�����
�

�
$��� ����
� u1(x) � u2(x) ��
�	��
����⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
�u1 = f(x), x ∈ Q,

u1

∣∣
∂Q

= ϕ1(x),⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
�u2 = f(x), x ∈ Q,

u2

∣∣
∂Q

= ϕ2(x),

��������� ��
��
���� ��� ��� �����
�� ��� ���� ε > 0 �
�
�

|ϕ1(x)− ϕ2(x)| ≤ ε, x ∈ ∂Q, (4.16)


�


|u1(x)− u2(x)| ≤ ε, x ∈ Q : (4.17)

��
������ ��!��
��� u(x) = u1(x)− u2(x) !��(����������
 u(x) ����
 

���� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
�u = 0, x ∈ Q,

u
∣∣
∂Q

= ϕ(x),

))*



����� ���	��
 �� ��
�� ϕ(x) = ϕ1(x)−ϕ2(x)� ��
 �����
 ������� � (4.16) ���

��������������

−ε ≤ min
∂Q

ϕ ≤ u(x) ≤ max
∂Q

ϕ ≤ ε, x ∈ Q,

��
���� ��
���
 � (4.17)� �����
� � �������	 ��

!��"� #������� ����� ���	
�� $�������� ����� �����
������������

������%� ���&�������' (��
��� )����&%� ��% ����� � 
����� ��

*�+�� �����% ,� ���� �������
�� ��
�� ����	 � �" &�-�&
�

������
� .���&����
 � ���	
�� ��%����
 &����	�������% �&/.��&��

0���&���������

������� �����	
 #�
��&��' *�+�� ��
���� ��������% ,� ����

�������
�� ��
���

(K0)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u0tt + u0xx = 0, x ∈ R1, t > 0,

u0

∣∣
t=0

= 0, x ∈ R1,

u0t

∣∣
t=0

= 0, x ∈ R1,

(Kn)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

untt + unxx = 0, x ∈ R1, t > 0,

un

∣∣
t=0

= 0, x ∈ R1,

unt

∣∣
t=0

=
1

n
sinnx, x ∈ R1 :

u0(x, t) ≡ 0 � un(x, t) =
shnt

n2
sinnx� n = 1, 2, ...� x ∈ R1� t ≥ 0� 0���&������%

��
� �
������.�� (K0) � (Kn) ��������� ���	��
��� ��� (Kn) ������


�&/.��&�� 0���&���� ��������"�1 %�
 x ∈ R1 2$
��
 � /����� ��.

n → ∞� �����'�� (K0) ����� �&/.��&�� 0���&������� 3�&���� ��. x �= πj�

j = 0,±1, ..., un(x, t)− u0(x, t) 
��.���������% "� 2$
��
 /����� ��. n → ∞�

444



§ �� ����� ��	
���
�� 
���
�
��	�� �
��	��

���
� ��	
���

 �
�� �
�
�

��������	 n = 3 
��	�
 �����	 u ∈ C2(|x| ≤ R)
 ��
 
��	���� ���

(4.8) ������������ �������� x� |x| < R� ���� ����� ���� ���� �������

����������������

u(x) = − 1

4π

∫
|y|≤R

�u(y)

|x− y| dy +
1

4π

∫
|y|=R

∂u(y)

∂ν

1

|x− y| dSy−

− 1

4π

∫
|y|=R

u(y)
∂

∂ν y

(
1

|x− y|
)
dSy : (4.18)

�������	 ��������� ξ ���� ��� �� ��������� {|x| ≤ R}  �� !�
���
|ξ| > R
 ��
 
��	��� ���� ���� ������� ����������������

0 = − 1

4π

∫
|y|≤R

�u(y)

|ξ − y| dy +
1

4π

∫
|y|=R

∂u(y)

∂ν

1

|ξ − y| dSy−

− 1

4π

∫
|y|=R

u(y)
∂

∂ν y

(
1

|ξ − y|
)
dSy : (4.19)

"��	� (4.19) ��������������� �������� �������� {|y| ≤ R} !�
���

����#��	 $���� (4.3) ������
 %���&�� u(y) �
−1

4π|ξ − y| '�����������
������ ∫

|y|≤R

(
u(y)�y

( −1

4π|ξ − y|
)
+

1

4π|ξ − y|�u(y)

)
dy =

=
1

4π

∫
|y|=R

∂u(y)

∂ν

1

|ξ − y|dSy − 1

4π

∫
|y|=R

u(y)
∂

∂ν y

(
1

|ξ − y|
)
dSy,

� ��(�� �#���	� ��
1

4π|ξ − y| '�������� �������� ) {|y| < R} !�
���

*�+��������	 (4.19) ��������������� ��������� d(ξ) ,|ξ| > R-

����
��� '���������� � ������� ��������������� ��
�� �# ��
��

�����	 (4.18) ����������������
 .������	� �� �������� x� |x| < R, ����

//0



����� ���� 	
�� ����
�� �������	
�
	
���

u(x) =
1

4π

∫
|y|≤R

(
d(ξ)

|ξ − y| −
1

|x− y|
)
�u(y) dy+

+
1

4π

∫
|y|=R

∂u(y)

∂ν

(
1

|x− y| −
d(ξ)

|ξ − y|
)
dSy+

+
1

4π

∫
|y|=R

u(y)
∂

∂νy

(
d(ξ)

|ξ − y| −
1

|x− y|
)
dSy : (4.20)

��� ������� �� 
	
������
	
� x� |x| < R� ���� ����� ����� �
����� ξ�

|ξ| > R� ��� �ξ = ξ(x)� � d(ξ) = d (ξ(x)) �	
������ 	� {|y| = R} �����
� ���

���� 	
����
1

|x− y| ≡
d(ξ)

|ξ − y| , |y| = R, (4.21)

�	

�	
�
	
�� !
" "���	
� (4.20) �������	
�
�� �# ���� ����	�" �	
��$

����� ������� ����� %�	
� 

&������ ξ = ξ(x) ����

ξ = a(x) x

����	� '����� a(x) �	
������ (�� (4.21)$� 	
����

|ax− y|2 ≡ d2|x− y|2, |y| = R,

	������

(a2 − d2)|x|2 +R2(1− d2) ≡ 2(x, y)(a− d2), |y| = R :

)������	� a = d2� �	
������

d2(d2 − 1)|x|2 +R2(1− d2) ≡ 0, |y| = R,

(d2 − 1)
(
d2|x|2 −R2

) ≡ 0, |y| = R,

	������ ����	
� �� 	�

d =
R

|x|

**+



��������� (4.21) ������	 d > 0
� �
������ �� d2 ≡ 1 ����� ���

���������	� �	 ����������� ���	 �� ��� ������� �������� � a ≡ 1�

ξ(x) = x� �������� |ξ| = |x| < R� 	��� ��
����� � ��� ��� ��������������

�� |ξ| > R�  � ������� ��� ��������

d(ξ(x)) = d(x) =
R

|x| , ξ =
R2

|x|2x

��
������ �� ��� ������� |ξ| = R2

|x|2 |x| =
R2

|x| > R
� ��� (4.21) �������������

��!	 ���	� "�������� ��� (4.20)#	� ��!	 ���	

u(x) =

∫
|y|≤R

G(x, y)�u(y) dy +

∫
|y|=R

P (x, y)u(y) dSy (4.22)

���������������� ���

�u = f(x), |x| < R, (4.23)

u
∣∣
|x|=R

= ϕ, (4.24)

$	�	%&�	 %���	 &��'��� ����� 
������	 ������& ����� ������! ��#

�������� �� �� u ∈ C2(|x| ≤ R)


u(x) =

∫
|y|≤R

G(x, y)f(y) dy +

∫
|y|=R

P (x, y)ϕ(y) dSy, (4.25)

����!

G(x, y) =
1

4π

[
− 1

|x− y| +R

(
|x|
∣∣∣∣ R2

|x|2x− y

∣∣∣∣)−1
]
, |y| ≤ R, |x| < R,

P (x, y) =
∂

∂νy
G(x, y), |y| = R, |x| < R : (4.26)

G(x, y) (���
�	�� 
������ � (4.23), (4.24) %���	 ����� �����	�
� 	�
 P (x, y)

(���
�	�� 
������ � (4.23), (4.24) %���	 ���
���� 
������ )������	 �	���
	

����� 
���&	 � �����&� ���* 	������� ���&	 ���+ ����� "������� (4.26)#	

� (4.21)#	�

P (x, y) =
∂

∂νy
G(x, y) =

(
∇yG(x, y),

y

R

)
=

,,-



=
1

4π

(
−∇y

1

|x− y| +∇y
d

|ξ − y| ,
y

R

)
=

=
1

4π

(
− x− y

|x− y|3 +
d(ξ − y)

|ξ − y|3 ,
y

R

)
=

1

4π

(
− x− y

|x− y|3 +
ξ − y

d2|x− y|3 ,
y

R

)
=

=
1

4π|x− y|3

⎛⎜⎝−x+ y +

R2

|x|2x− y

R2
|x|2, y

R

⎞⎟⎠ =

=
1

4π|x− y|3
(
y

(
1− |x|2

R2

)
,
y

R

)
=

=
R2 − |x|2

4πR|x− y|3 , |y| = R, |x| < R : (4.27)

��������� n ≥ 2 ��	
��� (4.23), (4.24) 
���� ����� ��������� ����

������� ���
��

G(x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

σn

⎛⎜⎜⎜⎝− 1

|x− y|n−2
+

(
R

|x|
)n−2

∣∣∣∣ R2

|x|2x− y

∣∣∣∣n−2

⎞⎟⎟⎟⎠ , |y| ≤ R, |x| < R, ��� n > 2,

− 1

2π
ln

|x|
∣∣∣∣y − R2

|x|2x
∣∣∣∣

R|x− y| , |y| ≤ R, |x| < R, ��� n = 2,

��� �������� ��������

P (x, y) =
R2 − |x|2

σnR|x− y|n , |y| = R, |x| < R,

����� σn ������ ������� ����������� ��������  Rn!���"

#��
 ����� ������
$ �� ��� (4.23), (4.24) 
���� ���%���� &��������� ����

� 	��������  C2(|x| ≤ R) ��'��������$ �	� ��� ���%���� ���� (4.25)

���
�" (�)������% 
���� ���%��� &�������� ���������� �)��
 �����$ ��

**+



��� f(x) � ϕ(x) �������	�
�� 
	�	�	���� 
� ����	�� �	��	��
��� 	�	

(4.25) 
	�	���� ���	� u(x) �������	� 	�� ����� ������� �� �
�� ����

�
���	� �������� ��� �
��	�	����� 
�� 	 	�� 	�	�������

������ ����	 ��� f ∈ C(|x| ≤ R) ∩ C1(|x| < R)� ϕ ∈ C(|x| = R)� ���

(4.23), (4.24) ��	�
��� 
�
	� �������� ���������� ���� � �	���� � (4.25)

���������

§ �� ������� 	�
������
 	���� �������� �
��� ������


���������
� �
����

!�" �	�	#�	���� �	�	����
�� $
��
� %&'&()� f(x) ≡ 0 �	"�	��� �
�)

����� �
�� ���� �
���	� ��������

������ ��
�	 ��� ϕ ∈ C(|x| = R)� ���

�u = 0, |x| < R, (4.28)

u
∣∣
|x|=R

= ϕ, (4.29)

��	�
��� 
�
	� �������� ���������� ���� � �	���� �

u(x) =

∫
|y|=R

P (x, y)ϕ(y) dSy, |x| < R, (4.30)

���������

��
������ !�	������ �	�	�
�� n = 3 �
��� �	�	�� *	� ����� �	���

�� u(x) �������	� �	��	���� � C2(|x| < R) 
	+���,�	�� � �	������ ��

(4.27) -��	"��� ��.���� �
��	�	��
�� �
���	� �
"���/

P (x, y) =
R2 − |(x− y) + y|2

4πR|x− y|3 =
R2 − |x− y|2 − |y|2 − 2(x− y, y)

4πR|x− y|3 =

= − 1

4πR|x− y| −
(x− y, y)

2πR|x− y|3 , |y| = R, |x| < R :

(('



���� ��� ��	 |y| = R, |x| < R� 
��� ����

(x− y, y)

|x− y|3 = R

(
∇y

1

|x− y| ,
y

R

)
= R

∂

∂νy

(
1

|x− y|
)


�������������� ����
���� �� νy =
y

R
�� ���

P (x, y) = − 1

4πR|x− y| −
1

2π

∂

∂νy

(
1

|x− y|
)
, |y| = R, |x| < R,

� (4.30) 	������ ������ � ���� 
�
���� 
������

u(x) = − 1

4πR

∫
|y|=R

ϕ(y)

|x− y| dSy − 1

2π

∫
|y|=R

ϕ(y)
∂

∂νy

(
1

|x− y|
)
dSy, |x| < R :

�
���� 	������ ����� � 
����� �� u(x) !�������� ���" #��
� � �������

#��
� ��
���������� ���$�� �% &�
��	��� u'� ��
�����$ � C∞(|x| < R)

	�"$������� � 
��$���� � {|x| < R} ��(��$%

)�*$ ����� 
���� �� u(x) !�������� ��
�����$ � C(|x| ≤ R) 	�"$�������

� 	��������$ � (4.29) �"����� ���$����% +������� ��$������ x0 ��
�

|x0| = R� � ����� 
���� ��

u(x) → ϕ(x0), ��	 x → x0, |x| < R : (4.31)

+������� ��$������ ε > 0% ���� �� ϕ(x) !�������� ����(
�
 � x0 ��
��$�

��� ���������� ���� ������� δ > 0� ��

|ϕ(y)− ϕ(x0)| ≤ ε, ��� |y − x0| ≤ δ, |y| = R : (4.32)

(4.22) 	������� ��$�,���� 	-��$ � �����.���� ��� u(x) ≡ 1, |x| ≤ R,

!��������� 
�$���� �� ∫
|y|=R

P (x, y) dSy = 1 :

&�
��	��� u(x) − ϕ(x0) 
��	���������� �|x| < R� ����� ��� �����������


�
���� 
������

u(x)− ϕ(x0) =

∫
|y|=R

P (x, y)ϕ(y) dSy −
∫

|y|=R

P (x, y)ϕ(x0) dSy =

//0



=

∫
|y|=R

P (x, y)
(
ϕ(y)− ϕ(x0)

)
dSy =

=

∫
S1(δ)

P (x, y)
(
ϕ(y)− ϕ(x0)

)
dSy +

∫
S2(δ)

P (x, y)
(
ϕ(y)− ϕ(x0)

)
dSy =

= I1(x) + I2(x),

����� S1(δ) = {|y| = R} ∩ {|y − x0| ≤ δ}� S2(δ) = {|y| = R} ∩ {|y − x0| > δ}�
�	
�
��	� I1(x) 
 I2(x) �	����
�	���� ��� (4.32)��� ��	�	�

|I1(x)| ≤
∫

S1(δ)

P (x, y)
∣∣ϕ(y)− ϕ(x0)

∣∣ dSy ≤ ε

∫
S1(δ)

P (x, y) dSy ≤

≤ ε

∫
|y|=R

P (x, y) dSy = ε, |x| < R (4.33)

��������	� 	

 
�	 �
����� �� ���
��	� ����� � �!"
�
�
 
	 #$�

%&
	
 �	� M = max
|x|=R

|ϕ(x)|�

|I2(x)| ≤
∫

S2(δ)

P (x, y)
∣∣ϕ(y)− ϕ(x0)

∣∣ dSy ≤

≤ 2M

∫
S2(δ)

P (x, y) dSy, |x| < R : (4.34)

'���	�	�
∣∣x− x0

∣∣ < δ

2
, |x| < R� ()� y ∈ S2(δ)� 
*


|x− y| = ∣∣(y − x0)− (x− x0)
∣∣ ≥ ∣∣y − x0

∣∣− ∣∣x− x0
∣∣ ≥ δ − δ

2
=

δ

2
:

(4.34) �	
�
�
 
	�� ��
	��� �	�

|I2(x)| ≤ 2M

∫
S2(δ)

P (x, y) dSy = 2M

∫
S2(δ)

R2 − |x|2
4πR|x− y|3 dSy ≤

≤ M

2πR

∫
S2(δ)

R2 − |x|2
(δ/2)3

dSy ≤ M(R2 − |x|2)
2πR(δ/2)3

4πR2,
∣∣x− x0

∣∣ < δ

2
, |x| < R :

++,



��������� x0	
� ����
������ ��� x� |x| < R� 
�������

|I2(x)| ≤ ε : (4.35)

(4.33) � (4.35) �������
�����
� ������� ���� �� x0	
� ����
������ ���

x	��
 ����� �|x| < R�

|u(x)− ϕ(x0)| ≤ |I1(x)|+ |I2(x)| ≤ 2ε,

�����
� ������� � (4.31)	�� ������� � �������! ��

"�#��$  ������%���� ��
���! �� � �������! &�����
 ���' 
�����



��(��&)������
��

§ �� ������ ��	�� 
�����
� ���
���

������ ����	 
��
��� ����� �������� ������� ������ Q�� Rn

	
�
���
�
� �
�
�
�
� 	�����
 �� u(x) �������
� 
�����
	 � Q����

� ��	�
� � ������ �
	���
�
��� ��� �� ���� u(x) �������
� �
������

� Q�����

��������� �������� 
���)�
�� x0 ∈ Q 
�� � &�� R > 0 �)� 
�
�

�� �� x0 
�������� � R '�(����� ��
 ����$� ��
�! � Q �
���)&���*

BR(x
0) = {|x − x0| < R} � Q� +��
 �� x0 ∈ Q 
��� 
���)�
�� ��

� � &������ � ��������� ����� ������� � � �������� �� u(x) %���
�
��

������

 � BR(x
0)	���� v(x)	�� �'���
��� BR(x

0) ��$���

�v = 0, x ∈ BR(x
0),

v
∣∣
∂BR(x0)

= u
∣∣
∂BR(x0)

,

,
�
-��
 -�$�
 ���!����� +��
 �� u
∣∣
∂BR(x0)

∈ C(∂BR(x
0))� � � ��� ������

.*/*0	
1 v(x) ���!���� ��)��&)��� ���
� ,
���
��� u(x) − v(x)� x ∈ BR(x
0)�

%���
�
��� 2)� %���
�
��  ��
����� � C(BR(x
0)) ��3���&)��� � BR(x

0)

004



������ ��	
�� 
 ������ ��	��������� ���� �� u(x) ��������� ��	
�� 


������ ��	��������� ��	 ������� �������� ��� v(x) ��������� 
 ��	
��

������ ��	��������� ���� �� �������� 
 !�	 "���� #$#$%&�� 	�'� �����

��	���( ����
���������������$

min
∂BR(x0)

(u− v) ≤ u(x)− v(x) ≤ max
∂BR(x0)

(u− v), x ∈ BR(x
0) :

)���� ��'��� (u− v)
∣∣
∂BR(x0)

= 0� ��	����� BR(x
0)&��� u(x) ≡ v(x)� ��������

u(x) ��������� �������� 
 BR(x
0) ������ *������ �������
�� 
 

�����������	
 +��	���� �� ������� ��������� ��������� ,������
��

-���.(�� .���� (������ �������	 	����� ��( ������
�� ����� -���.(��

.���� (������ ����������� 

�����
���
 -�	������ "��(��� �����	��� /������ n = 20 ���1������

	��������� ��	������� 2�
�����,�3 3��� h&� �������

�u = ux1x1 + ux2x2 ≈
1

h2
[u(x1 − h, x2)− 2u(x1, x2) + u(x1 + h, x2)] +

+
1

h2
[u(x1, x2 − h)− 2u(x1, x2) + u(x1, x2 + h)] :

-� �4������� 
� �� �u = 0 "��(��� ��
�������� 3�.����
��� 


u(x1, x2) =
1

4
[u(x1 − h, x2) + u(x1 + h, x2) + u(x1, x2 − h) + u(x1, x2 + h)]

��
������������ ��� �, ��( ��, 
� ��� ������ ��	������� ��	����	��������

���
��	� u(x) ���������� ������ (x1, x2) ���	������� ��	��� ��
���� 


��� ��	� (x1−h, x2)� (x1+h, x2)� (x1, x2−h)� (x1, x2+h) ������ ,��� ��	�����

���������� ��������� ����� �
���������� 

§ �� �������	
 ����

����� ���
� ��
����

������ ����� ������	��� ���
������	 ����	� ������ Q�� Rn

	
�
���
�
� 	�����
 �� x0 ∈ Q ���� ��	 �� ��� u(x) �������
� �
������

567



� Q \ {x0}����� ��	

u(x) = o
(
U(x− x0)

)
, 	
� x → x0, (4.36)

�
�	
 U�� ������� ������
��� �������	���� �������� �� ��� u(x)

��������� x0 �	���� ��
	�� � �
��	� ����	�� �
 ������� ���������

���� ��
����� ����
� Q ��
��������

n = 3 �	� ��� (4.36) ������� ���� �	�!��� �	� "�

u(x) = o

(
1

|x− x0|
)
, 	
� x → x0, (4.37)

��� n = 2 �	� ���

u(x) = o
(
ln |x− x0|) , 	
� x → x0 :

��������� ��������� 	�
���
� n = 3 ����� ������ ����
�
� ��
����

R > 0� �� x0 	�

��
�� � R �������� ��	 ���
�� �
	�� ��
� Q 
����� ���!

BR(x
0) = {|x−x0| < R} � Q� � ��
��	�
� u(x) "��
	���
 BR(x

0)\{x0}#����
v(x)#�� 
��
�	�
� BR(x

0) �
����

�v = 0, x ∈ BR(x
0),

v
∣∣
∂BR(x0)

= u
∣∣
∂BR(x0)

, (4.38)

$���%��� %
��� ��������� v(x) "��
	���
 ����� ���
 ��
� � ��
	�
��� &

C(BR(x
0))#�
�

'�����
 ����������� ����� (������ & ����� 
��� �� u(x) � v(x)

"��
	���
��� ����
	
��� �
 ���
� ������
 
����� 
��� �
���
��� ������)

BR(x
0) \ {x0}#���� ����
�
) 	�����	�
 x1 ∈ BR(x

0) \ {x0} 	�
� �����

u(x1) = v(x1) : (4.39)

*� ������� ������ x1 ∈ BR(x
0) \ {x0} 	�����	�
 	�
 &� ����
�
�

��
	���� ε > 0  �� � {ρ < |x−x0| < R} 
����� ���� ��
�� 0 < ρ < |x1−x0|�

+,+



��������	 
�����


w±(x) = ± (u(x)− v(x)) + ε
|x1 − x0|
|x− x0|

����� ������������� ����� w+�� 
�������������� � 
������������ ��

������ + ������� w−�� 
�������������� � − �������  ��
��� �� ��

w+(x)� w−(x) ������������ 
������� �� {ρ < |x − x0| < R} ���������� �
w± ∈ C(ρ ≤ |x− x0| ≤ R)�

{ρ < |x− x0| < R} �������� {|x− x0| = R} ����	�� �!�� ���� ��� (4.38)���

w±(x)
∣∣
|x−x0|=R

= ε
|x1 − x0|
|x− x0| > 0 :

{ρ < |x− x0| < R} �������� {|x− x0| = ρ} ���	�� �!�� ���� ��� (4.37)���

w±(x)
∣∣
|x−x0|=ρ

= ± (u(x)− v(x))
∣∣
|x−x0|=ρ

+ ε
|x1 − x0|

ρ
=

= ε
|x1 − x0|

ρ
+ o

(
1

ρ

)
, ��" ρ → 0

(
	��� �� v ∈ C(BR(x

0))� ��� v(x) = o

(
1

|x− x0|
)
, ��" x → x0

)
�

#�����	 ρ ���� $ρ < |x1 − x0|% ���	�� &�	�� ��

w±(x)
∣∣
∂{ρ<|x−x0|<R} > 0 :

 �� ���	���� 
���'��� ��(�)���� ��*�	� ��!"���	�+

w±(x) > 0, ρ ≤ |x− x0| ≤ R,

�������������

w±(x1) > 0,

������� 
������ �� ��

|u(x1)− v(x1)| < ε :

,��� �� ε > 0 ��������� �� ��� ���� ���� (4.39) 
���������������

-������ ���������( ��

.//



§ ��� ������	� 
����
�

������� �	 �
���
 ��	�������� 
�
 �	����� u(x) ���������

���������� � 	
��
� ��
���
��� ��� ���������� ���� ������� M

���������� �	

u(x) ≤ M (u(x) ≥ M) , x ∈ Rn :

������ ���	�� 
���
���� �������� ������ Rn ����������� �
�

����	�� 	
��
� ��� �
���
� ���������� ������
� ������
��

��������� ��

�����
��� ������ u(x) ��	
���� ��������� ���
������ � ��	���

 ��	����!" #�$ $�����
 M−u(x) ���������  u(x)−M ���������! ��	
����

� � �%���������" &����� '�����(� ���	�
) ����	�	 � ��������( 
����


������	 $���� ��
�	� �	� u(x) ≥ 0" *���� ����� �	 Rn+��
 �%���������

��	
���� ��������� ��������� �"

������ Rn+��
 ��	
���� u(x) ��������� �%��������� �, u(x) ≥ 0 "

-�	����� ��
������ x0 ∈ Rn� |x0| �= 0� ��� � ����� ����� �	

u(x0) = u(0) : (4.40)

������ R > |x0|" .�� /��	�
 01213+� ������

u(x) =

∫
|y|=R

P (x, y)u(y) dSy, |x| < R,


������	�����

u(x0) =

∫
|y|=R

P (x0, y)u(y) dSy :

4�	5������ ��
�	 ����$	��� n = 3"

6��� �	 {|y| = R} ���	��� y ����	� ��
�	

R− |x0| ≤ |x0 − y| ≤ R + |x0|,

378



���
R2 − |x0|2

4πR(R + |x0|)3 ≤ P (x0, y) ≤ R2 − |x0|2
4πR(R− |x0|)3 :

������� ��	���
���
���
����� ������������� u(y)��� �u(y) ≥ 0� �

���������� {|y| = R} 
�������� �
������

R2 − |x0|2
4πR(R + |x0|)3

∫
|y|=R

u(y) dSy ≤ u(x0) ≤ R2 − |x0|2
4πR(R− |x0|)3

∫
|y|=R

u(y) dSy,

���� ��
R(R2 − |x0|2)
(R + |x0|)3 u(0) ≤ u(x0) ≤ R(R2 − |x0|2)

(R− |x0|)3 u(0) :

������� ��	���
���
���
����� �� � �
��� �������� R > |x0| 	����!
"������� 
�	����# ��� R → ∞# �
������ (4.40) 	���
���
���
��! $������

�����
���� %!

§ ��� ������	 
��	�
 ������	 ���������� ����� ������

"�
 ���������
� �&�������� '����
� 	���
����� 	���� �
 ���

������� (�&��� )������ (�&��� ���� ������& ������� (�&����! *��� ���

��

�
���
����� ����� ��� &����
�# ��� ����
��� ��
�& %! "�& (�&���

	������� %+

�u = 0, |x| < R, (4.41)

∂u

∂ν

∣∣∣
|x|=R

= f, (4.42)

���� ν�� {|x| = R} 
������� ������ {|x| < R} ��&� �������� �������

������ ������� %! ,��� �� ��������� 0 < ρ ≤ R 	���� {|x| = ρ} 
������

��� ν =
x

ρ
# ���

∂u

∂ν

∣∣∣
|x|=ρ

=
1

ρ
(∇u, x)

∣∣∣
|x|=ρ

= ur

∣∣∣
|x|=ρ

,

��
��������
#

∂u

∂ν

∣∣∣
|x|=R

=
1

R
(∇u, x)

∣∣∣
|x|=R

= ur

∣∣∣
|x|=R

: (4.43)

-./



������� �	 u(x) 
����
��� (4.41)� (4.42) ������� ���	� ������� �� ���

u ∈ C2(|x| < R) ∩ C(|x| ≤ R) ∩ {(∇u, x) ∈ C(|x| ≤ R)}, (4.44)

����	�	��� � (4.41) ������	���� � (4.42) ��	���� ���������

 �����! �� �	 ������� "�������� ����	 ��������� �� �	

f ∈ C(|x| = R) : (4.45)

#�
� ���� ��! $��	�� %&'&'(�� 
����
�� ρ < R ����	 !�)� ����∫
|x|=ρ

∂u

∂ν
dS =

∫
|x|=ρ

1

ρ
(∇u, x) dS = 0

������	��������� *��� �	 (∇u, x)(� �������! � {|x| ≤ R} "����� � !�)�
���� (4.42) ��	���� �������� ��� ��	+�� ������	������ ��+ ��
�����

�������� �	� ρ → R� ��!����� ������� "�������� ����	 �� ��� ���	�,�-!

������. ∫
|x|=R

f dS = 0 : (4.46)

/�!�"����� 
���
 �!���� �	 (4.45) � (4.46) ��������	� ������� ���	�

������� "�������� ����	 �0 ����� ���	�,�-! ��� ��� ��� ����	�	 ���

��� ���	���1���� ������� ���	� ������� ���������� ��	
���

 �����! �� �	 ������� ���	� �������� ����� 0�� ���� �	 ��� u(x)(� �������

�� ��� u(x) + C 
����
��� �� ����� ���	� ������� �� �	!�) C(� 
����
��

���!�!��� �� 2�)� ���� ��!���� ��������

������ ������ 	
����
� ����
���� ����� �
���� 	
� u1(x) � u2(x)

�
���������� ����
��� ������� ����� �
��
����� ��� ��� �
�
�
�
��


��� ������� C ������
��� 
�

u1(x) = u2(x) + C, |x| < R,

��� �
��
�� ������� ����� �
��
��� �����  ������
�� �
��������

!��
�
���"#
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��������� ��� u1(x) � u2(x) ����	
����
� �������� ������� ���
�

���������
 ��� ��� u(x) = u1(x)− u2(x) ����	
���

�u = 0, |x| < R,

∂u

∂ν

∣∣∣
|x|=R

= 0, (4.47)

������� ��������
�� ������� ���
� ������� �� ����
 ��� � �


u(x) ≡ C, |x| < R : (4.48)

!��� �
 
��	�
�� ρ < R ��� ��� u ∈ C2(|x| ≤ ρ)� ��� ��� "
���

���#�� $���%��∫
|x|≤ρ

u�u dx =

∫
|x|=ρ

u
∂u

∂ν
dS −

∫
|x|≤ρ

∇u∇u dx,

�
��&�
 ������� �� 

1

ρ

∫
|x|=ρ

u(x)(∇u, x) dS =

∫
|x|≤ρ

|∇u|2 dx, ρ < R :

!��� �
 u(x) � (∇u, x) ����	
����
� ���	����� �� C(|x| ≤ R) $�'������(

��� ��� ��� (4.47) �������

lim
ρ→R

1

ρ

∫
|x|=ρ

u(x)(∇u, x) dS =
1

R

∫
|x|=R

u(x)(∇u, x) dS = 0,

�
��&�
 ������� �

lim
ρ→R

∫
|x|≤ρ

|∇u|2 dx = 0 : (4.49)

(4.49) ������
�������� 	�
�& � ��&� ������� ����� ��� ��� ���� �
$∫
|x|≤ρ

|∇u|2 dx = 0 
��	�
�� ρ < R ����
 : (4.50)

(4.50)(�
 ������� �� �
 |∇u(x)| ≡ 0� |x| < R� � ��&� ���� (4.48)(�� )��
���

���
��
��� ��

*+,



���� �������	���
 (4.41)� (4.42) �
����� ����� ������� �����������

������
�
 v(x)���

�v = 0, |x| < R, (4.51)

v
∣∣∣
|x|=R

= f, (4.52)

������
� ����� ��������� �
�� ���� �
 !��� "�������

������ �����	 
����
���� ������ ������ ��	� ��
�
 (4.45) � (4.46)

�
��


���� ��� ������� (4.41)� (4.42) ����

� �
��� �������� ������

����
 ��
� � ������ �

u(x) = R

1∫
0

v(x · t)
t

dt+ const, |x| < R, (4.53)

�


 ���� ����	 v(x) !��
"��

 (4.51)� (4.52) �������� �
��� �������


��

�����
��� (4.45) "������# �
 !��� $� �� (4.51)� (4.52) ������
� �����

v(x) �������� ���������� ����� (4.46) "������# �
 !��� $� ��

v(0) = 0 :

%��
 &
�����
�
 n = 3'� �( ���
�!������� ��)��� ��(�� �
��
��� #�����

#�� ρ < R �
"
���

v(0) =
1

4πρ2

∫
|x|=ρ

v(x) dS = lim
ρ→R

1

4πρ2

∫
|x|=ρ

v(x) dS =
1

4πR2

∫
|x|=R

f dS = 0 :

v(x) *����#��� "� ������ $ C2(|x| < R)��� ! �( +
����� ,���-!�

v(x) = v(0) + (∇v(0), x) + o
(|x|2) = n∑

i=1

Cixi + o
(|x|2) ,

�� 
� Ci =
∂v(x)

∂xi

∣∣∣
x=0
� i = 1, ..., n�

.
 !�,��
v(x · t)

t
=

n∑
i=1

Cixi + o
(|x|2t)
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� t = 0 ������� (4.53) �	
��	
��������	 ��
����
��
���	� �������
���	

���	�� ���
�	�� �� �
� {|x| ≤ ρ} �	�� x ��
��� ����� ��
����	� y = xt�

0 ≤ t ≤ 1� ��
���� ��� y ��
��� ������	 	���	 {|y| ≤ ρ} �	�����

|y| = |x · t| = |x|t ≤ ρt ≤ ρ� ����� (4.51)� (4.52)  ������� �	��� ���!���" v(x)

#��	�$��	 ��
��	��� % C(|x| ≤ R)&�	� ��
��'�� (4.53) '�	�(��� 
���!

u(x) #��	�$��	 �� ��
��	��� % C(|x| ≤ R)&�	� )�$� ���� $�	��$�! ρ < R

����� v ∈ C2(|x| ≤ ρ) �

∂

∂xi

(
v(xt)

t

)
=

1

t

∂v(y)

∂yi

∣∣∣
y=xt

· t = ∂v(y)

∂yi

∣∣∣
y=xt

,

∂2

∂xi∂xj

(
v(xt)

t

)
=

∂2v(y)

∂yi∂yj

∣∣∣
y=xt

· t, i, j = 1, ..., n,

��
��'��� (4.53) '�	�(��� 
���! u(x) #��	�$��	 �� ��
��	��� %

C2(|x| ≤ ρ)&�	 �

�u(x) = R

1∫
0

�yv(y)
∣∣∣
y=xt

· t dt ≡ 0, |x| ≤ ρ :

*�������� u(x) #��	�$��	 ��
��	��� % C2(|x| < R)∩C(|x| ≤ R) '�����
��&

	� � �����	�� % {|x| < R} �	�����
*�+� $���$ 
�	�� �� (∇u, x) #��	�$��	 ��
��	��� % C(|x| ≤ R)&�	 � 
�,�

��	� (4.42) ������	 �����	�� (4.53) '�	�(�� ���	� �#���� ������	�
���	

������������ -
� x = (x1, x2, x3) = (r, ϕ, θ)� ��� y = xt ��
� �#���� ����&

��	�
� ���	� (rt, ϕ, θ)� ���
�� �#���� ������	�
���	 ����������� (4.53)

'�	�(�� ���	�	� ��
���� 
�����

u(r, ϕ, θ) = R

1∫
0

v(rt, ϕ, θ)

t
dt+ const = R

r∫
0

v(ρ, ϕ, θ)

ρ
dρ+ const : (4.54)

.�	� �� v ∈ C(|x| ≤ R)� ���� ����(��	 (4.54) '�	�(��� rur(ρ, ϕ, θ) #��	�&

$��	 ��
��	��� % C(|x| ≤ R)&�	� rur(ρ, ϕ, θ) ∈ C(|x| ≤ R)� /�
��'���

(∇u, x) ∈ C(|x| ≤ R) 0rur(ρ, ϕ, θ) = (∇u, x)1 � 
�,� ��	� (4.42) ������	 ���&
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