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ÊØ´ºð

ÊÙµÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ

¸Çóáõù ïñí³Í ¿ áñ&¿ G µ³½ÙáõÃÛáõÝ: ÀÝ¹áõÝí³Í ¿ ³ë»É, áñ

³Û¹ µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¿ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ, »Ã» ïñí³Í ¿

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ G × G ¹»Ï³ñïÛ³Ý ³ñï³¹ñÛ³ÉÇó G

µ³½ÙáõÃÛáõÝ: ²ÛÉ Ï»ñå ³ë³Í G-Ç ï³ññ»ñÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ

Ï³ñ·³íáñí³Í ½áõÛ·ÇÝª a,b-ÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÃÛ³Ý Ù»ç ¿

¹ñí³Í ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý áñáßí³Í G-Ç áñáß³ÏÇ ï³ññ: a, b-ÇÝ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ï³ññÁ ëáíáñ³µ³ñ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý a ⋅ b-áí

(Ï³Ù áõÕÕ³ÏÇ ab-áí µ³ó ÃáÕÝ»Éáí ⋅ Ýß³ÝÁ) & ³ëáõÙ »Ý, áñ G

µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ ë³ÑÙ³í³Í ¿ µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. ¸Çóáõù G µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¿

µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ: G µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿

ËáõÙµ µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ, »Ã»

µ³í³ñ³ñí³Í »Ý Ñ»ï&Û³É å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ.

1. abc = abc - ³ëáóÇ³ïÇíáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³Ý

2. ∃e ∈ G ∀a ∈ G ae = ea = a - ÙÇ³íáñ ï³ññÇ
·áÛáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³Ý

3. ∀a ∈ G ∃b ∈ G ab = ba = e - Ñ³Ï³¹³ñÓ ï³ññÇ
·áÛáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³Ý

²ëáóÇ³ïÇíáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÇó µËáõÙ ¿, áñ »Ã» ëÏ½µÇó Ñ³ßí»Ýù

ab-Ý Ñ»ïá ³ñ¹ÛáõÝùÁ µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù c-áí Ïëï³Ý³Ýù �Çßï ÝáõÛÝ
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µ³ÝÝ ÇÝã Ïëï³óíÇ, »Ã» ëÏ½µÇó Ñ³ßí»Ýù bc-Ý & Ñ»ïá ³ñ¹ÛáõÝùÁ

Ó³ËÇó µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù a-áí: ²ÛëÇÝùÝ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·ñ»É áõÕÕ³ÏÇ abc

³é³Ýó �³Ï³·Í»ñ û·ï³·áñÍ»Éáõ, ù³ÝÇ áñ ³ñ¹ÛáõÝùÁ Ï³Ëí³Í ã¿

Ñ³ßíÙ³Ý Ï³ñ·Çó:

ºñÏñáñ¹ å³ÛÙ³ÝÝ ³ëáõÙ ¿, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Ù»Ï Ñ³ïáõÏ

ï³ññ, áñÁ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ e ï³éáí & ÏáãíáõÙ ¿ ÙÇ³íáñ, áñÁ

µ³½Ù³å³ïÏ»ÉÇë G µ³½ÙáõÃÛ³Ý áñ&¿ ï³ññáí ³ñ¹ÛáõÝùáõÙ ï³ÉÇë

¿ Ñ»Ýó ³Û¹ ÝáõÛÝ ï³ññÁ (³ÛëÇÝùÝ ÙÇ³íáñÁ Ë³ÕáõÙ ¿ 1 ÃíÇ ¹»ñÁ):

ØÇ³íáñ ï³ññÁ ÙÇ³ÏÝ ¿: ºÃ» áõÝ»Ýù »ñÏáõ ÙÇ³íáñ e1 & e2, ³å³

å³ñ½ ¿, áñ e1 = e1e2 = e2:

ºññáñ¹ å³ÛÙ³ÝÁ Ñ³ëï³ïáõÙ ¿, áñ ³Ù»Ý ÙÇ a ∈ G ï³ññÇ

Ñ³Ù³ñ Ï·ïÝíÇ Ù»Ï b ∈ G, áñ ab = ba = e: ²Û¹åÇëÇ b-Ý ÏáãíáõÙ ¿

a-Ç Ñ³Ï³¹³ñÓ ï³ññ & ³ÛÝ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ a−1 Ýß³Ýáí (Ã»&

ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ áñ&¿ Ï³å ãáõÝÇ ÃíÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÇ Ñ»ï): ä³ñ½

¿, áñ a-Ý ¿É Çñ Ñ»ñÃÇÝ b-Ç Ñ³Ï³¹³ñÓÝ ¿: Ð³Ï³ñ¹³ñÓÁ ÙÇ³ÏÝ ¿:

ºÃ» b1-Á & b2-Á a-Ç Ñ³Ï³¹³ñÓÝ»ñÝ »Ý, ³å³

b1 = b1ab2 = b1ab2 = b2:

ºÃ» µ³óÇ (1)-(3) å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇó �Çßï ¿ Ý³&

4. ∀a,b ∈ G ab = ba

å³ÛÙ³ÝÁ, ³å³ G ËáõÙµÁ ÏáãíáõÙ ¿ ï»Õ³�áË»ÉÇ Ï³Ù

³µ»ÉÛ³Ý:

ºÃ» Ç ëÏ½µ³Ý» ó³ÝÏ³ÝáõÙ »Ý Ýß»É, áñ ËáõÙµÁ ³µ»ÉÛ³Ý ¿,

µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ⋅ Ýß³ÝÇ �áË³ñ»Ý û·ï³·áñÍáõÙ »Ý ·áõÙ³ñÙ³Ý +

Ýß³ÝÁ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ÙÇ³íáñ ï³ññÁ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ 0-áí, ÇëÏ a-Ç

Ñ³Ï³¹³ñÓÁª −a-áí & ³ÛÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ñ³Ï³¹Çñ:
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G ËÙµÇ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ "µ³½Ù³å³ïÏáõÙ" ³Ýí³Ý»ÉÁ & ab-áí

Ýß³Ý³Ï»ÉÝ ³ñ¹³ñ³óí³Í ¿ ³ÛÝ µ³Ýáí, áñ ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý

Ï³ÝáÝÝ»ñÁ ß³ï ÝÙ³Ý »Ý Ãí»ñÇ µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý Ï³ÝáÝÝ»ñÇÝ (&

Ãí»ñÇ µ³½Ù³å³ïÏáõÙÝ Çñáù ËáõÙµ ¿ ë³ÑÙ³ÝáõÙ áã ½ñáÛ³Ï³Ý

Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³): ¸³ ÃáõÛÉ ¿ ï³ÉÇë ·áñÍ»É

û·ïí»Éáí Ñ³ñÙ³ñ ¹³ñÓ³Í Ãí³µ³ÝáõÃÛ³Ý ³í³Ý¹³Ï³Ý

µ³Ý³Ó&»ñÇó: úñÇÝ³Ï, »Ã» ÁÝ¹áõÝ»Ýù áñ a0 = e & Ýß³Ý³Ï»Ýù

an-áí (µÝ³Ï³Ý n ÃíÇ Ñ³Ù³ñ)
n

a ⋅ a ⋅… ⋅a ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ, ÇëÏ a−n-áí

n

a−1 ⋅ a−1 ⋅… ⋅a−1 -Á, ³å³ ¹ÛáõñÇÝ ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý

³ÙµáÕç m & n Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ ÏÇñ³é»ÉÇ »Ý Ñ»ï&Û³É ëï³Ý¹³ñï

Ï³ÝáÝÝ»ñÁ.

aman = am+n

amn = amn

úñÇÝ³ÏÝ»ñ

1. Üß³Ý³Ï»Ýù ℤ-áí ³ÙµáÕç Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ & áñå»ë
ËÙµÇ µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ ¹Çï³ñÏ»Ýù ³ÙµáÕç
Ãí»ñÇ ·áõÙ³ñáõÙÁ: Üß³Ý³Ï»Ýù ëï³óí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Á
ℤ,+-áí: ¸ÛáõñÇÝ ëïáõ·íáõÙ ¿, áñ ℤ,+-Ý ³µ»ÉÛ³Ý ËáõÙµ ¿
(áñå»ë ÙÇ³íáñ ï³ññ í»ñóÝáõÙ »Ýù 0 ÃÇíÁ):

2. ²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù ℤ, ⋅ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á, áñï»Õ ⋅ -Á ³ÙµáÕç
Ãí»ñÇ µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ ¿: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ
ËÙµÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý (1) & (2) å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ µ³í³ñ³ñíáõÙ »Ý
(áñå»ë ÙÇ³íáñ í»ñóÝáõÙ »Ýù 1 ÃÇíÁ): ê³Ï³ÛÝ (3)
å³ÛÙ³ÝÁ ï»ÕÇ ãáõÝÇ, ù³ÝÇ áñ 0 ÃÇíÁ ãáõÝÇ Ñ³Ï³¹³ñÓ:
ºÃ» ÝáõÛÝÇëÏ Ñ»é³óÝ»Ýù 0-Ý & ¹Çï³ñÏ»Ýù ℤ∗ = ℤ╲0
µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, ³å³ ÏñÏÇÝ (3)-Á ãÇ µ³í³ñ³ñíáõÙ, ù³ÝÇ áñ
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ûñÇÝ³Ï 2-Á ãáõÝÇ Ñ³Ï³¹³ñÓ ( 1
2

-Ý ³ÙµáÕç ÃÇí ã¿): ØÇ³ÛÝ

1-Á & −1-Ý áõÝ»Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ Áëï µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý: àõëïÇ,
áã ℤ, ⋅-Ý áã ¿É ℤ∗, ⋅-Á ËáõÙµ ã»Ý:

3. ¸Çï³ñÏ»Ýù ℚ,+, ℝ,+ & ℂ,+ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÁ,
áñï»Õ ℚ-Ý é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ, ℝ-Ý Çñ³Ï³Ý & ℂ-Ý ÏáÙåÉ»ùë
Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÝ »Ý, ÇëÏ + -Á Ãí»ñÇ ·áõÙ³ñáõÙÝ ¿:
¸ÛáõñÇÝ ëïáõ·íáõÙ ¿, áñ ³Ûë »ñ»ù Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÝ ³µ»ÉÛ³Ý
ËÙµ»ñ »Ý: Ü³& Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ
ℚ╲0, ⋅, ℝ╲0, ⋅ & ℂ╲0, ⋅ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÁ
ÝáõÛÝå»ë ³µ»ÉÛ³Ý ËÙµ»ñ »Ý:

4. Üß³Ý³Ï»Ýù ÙÝ³óùÝ»ñÇ ¹³ë»ñÝ Áëï modn-Ç ℤn-áí,
³ÛëÇÝùÝ ℤn = 0,1, . . . , n − 1: ℤn,+modn Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý
³ÏÝÑ³Ûïáñ»Ý ³µ»ÉÛ³Ý ËáõÙµ ¿: ²í»ÉÇ Ñ»ï³ùñùñ³Ï³Ý ¿
ℤn

∗, ⋅modn Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ¹»åùÁ, áñï»Õ ℤn
∗ = ℤn╲0:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ ËÙµÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý (1) & (2)
å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ µ³í³ñ³ñí³Í »Ý (e = 1): ºÃ» a ∈ ℤn

∗, ³å³

³ÛÝ áõÝÇ Ñ³Ï³¹³ñÓ  a-Ý áõ n-Á �áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½
»Ý (ë³ µËáõÙ ¿ Ãí»ñÇ ³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÁ
·ïÝ»Éáõ ¾íùÉÇ¹»ëÇ ³É·áñÇÃÙÇ Ñ»ï&³ÝùÇóª ·áõÛáõÃÛáõÝ
áõÝ»Ý x,y ∈ ℤ, áñ ax + ny = a,n = 1, áõëïÇ ax ≡ 1modn):
àõñ»ÙÝ ℤn

∗, ⋅modn Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ËáõÙµ ¿ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ
¹»åùáõÙ »ñµ n-Á å³ñ½ ÃÇí ¿: ê³Ï³ÛÝ »Ã» ¹Çï³ñÏ»Ýù

ÙÇ³ÛÝ n-Ç Ñ»ï �áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ Ãí»ñÁ ℤn
∗-Çó, ³å³

¹ñ³Ýù ËáõÙµ ÏÏ³½Ù»Ý, ù³ÝÇ áñ n-Ç Ñ»ï �áË³¹³ñÓ³µ³ñ

å³ñ½ Ãí»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ÝáõÛÝå»ë �áË³¹³ñÓ³µ³ñ

å³ñ½ ¿ & ³Û¹åÇëÇÝ ¿ Ý³& n-Ç Ñ»ï �áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½
ÃíÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ:

5. Üß³Ý³Ï»Ýù Sn-áí 1,2, . . . , n Ãí»ñÇ
ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: ²Û¹ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ
ËáõÙµ ¿ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý
·áñÍáÕáõÃÛ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ: ÜáõÛÝ³µ³ñ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ ¹³
ÙÇ³íáñ ï³ññÝ ¿, ÇëÏ Ñ³Ï³¹³ñÓ ï³ññÇ ·áÛáõÃÛáõÝÁ
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³å³ÑáííáõÙ ¿ Ñ³Ï³¹³ñÓ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝáí: ²Ûë ËáõÙµÁ
³µ»ÉÛ³Ý ã¿, ù³ÝÇ áñ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ ï»Õ³�áË»ÉÇ ã¿: Sn

ËáõÙµÁ ÏáãíáõÙ ¿ ëÇÙ»ïñÇÏ ËáõÙµ:

6. ¸Çï³ñÏ»Ýù n × m ã³�³ÝÇ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñáí
Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: ²Û¹ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³½ÙáõÙ ¿
³µ»ÉÛ³Ý ËáõÙµ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý

ÝÏ³ïÙ³Ùµ: ºÃ» n = m, ³å³ ³Ûë µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ �³Ï ¿
Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ,
ë³Ï³ÛÝ ³ÛÝ ËáõÙµ ãÇ Ï³½ÙáõÙ, ù³ÝÇ áñ áã µáÉáñ
Ù³ïñÇóÝ»ñÝ áõÝ»Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ Áëï µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý:

Ð³ÛïÇ ¿, áñ n × n ã³�³ÝÇ Çñ³Ï³Ý A Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ
Ñ³Ï³¹³ñÓ ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ det A ≠ 0:
ø³ÝÇ áñ det AB = det A det B, ³å³ ãí»ñ³ë»ñí³Í (0-Çó

ï³ñµ»ñ ¹»ï»ñÙÇÝ³Ýïáí) n × n ã³�³ÝÇ Çñ³Ï³Ý

Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ �³Ï ¿ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ
µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ & ³ÛÝ Ï³½ÙáõÙ
¿ ËáõÙµ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý
ÝÏ³ïÙ³Ùµ: ²Û¹ ËáõÙµÝ ³µ»ÉÛ³Ý ã¿: àã ³µ»ÉÛ³Ý ËáõÙµ ¿
Ï³½ÙáõÙ (Áëï µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý) Ý³& det A = 1 å³ÛÙ³ÝÇÝ

µ³í³ñ³ñáÕ n × n ã³�³ÝÇ Çñ³Ï³Ý Ù³ïñÇóÝ»ñÇ
µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ:

7. üÇùë»Ýù Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ áñ&¿ Ï»ï & ¹Çï³ñÏ»Ýù
Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý µáÉáñ åïáõÛïÝ»ñÝ ³Û¹ Ï»ïÇ ßáõñç:
äïáõÛïÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ ë³ÑÙ³Ý»Ýù Ñ»ï&Û³É
·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ. α & β ³ÝÏÛáõÝÝ»ñáí åïáõÛïÝ»ñÇ
³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ¹³ α + β ³ÝÏÛáõÝáí åïáõÛïÝ ¿: àñå»ë
ÙÇ³íáñ ï³ññ í»ñóÝáõÙ »Ýù 0 ³ÝÏÛáõÝáí åïáõÛïÁ: ä³ñ½ ¿,
áñ α ³ÝÏÛáõÝáí åïáõÛïÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ ÏÉÇÝÇ −α ³ÝÏÛáõÝáí
åïáõÛïÁ: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ åïáõÛïÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ
³µ»ÉÛ³Ý ËáõÙµ ¿:
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8. ¸Çï³ñÏ»Ýù "èáõµÇÏÇ Ëáñ³Ý³ñ¹" Ñ³ÛïÝÇ
·ÉáõËÏáïñáõÏÁ: ¸Åí³ñ ã¿ ï»ëÝ»É, áñ Ëáñ³Ý³ñ¹Ç
"ß»ñï»ñÇ" åïáõÛïÝ»ñÁ ËáõÙµ »Ý Ï³½ÙáõÙ:
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ºÝÃ³ËÙµ»ñ

Þ³ï ¹»åù»ñáõÙ ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ÉÇÝáõÙ ·áñÍ»É ËÙµÇ

»ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ñ»ï, áñÁ ÝáõÛÝå»ë ËáõÙµ ¿ ë³ÑÙ³Ýí³Í

µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. G ËÙµÇ H »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿

»ÝÃ³ËáõÙµ, »Ã»

a,b ∈ H  ab

a ∈ H  a−1 ∈ H

²é³çÇÝ å³ÛÙ³ÝÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ H »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ "�³Ï"

¿ G-Ç µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ, ³ÛëÇÝùÝ, H-Ç

ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ¹áõñë ãÇ ·³ÉÇë H-Çó: ºñÏñáñ¹ å³ÛÙ³ÝÁ

Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ H-Á "�³Ï" ¿ Ñ³Ï³¹³ñÓÇÝ ³ÝóÝ»Éáõ ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý

ÝÏ³ïÙ³Ùµ: ø³ÝÇ áñ ËÙµÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý ³ëáóÇ³ïÇíáõÃÛ³Ý

å³ÛÙ³ÝÁ �Çßï ¿ ³ÙµáÕç G-Ç Ñ³Ù³ñ, ³å³ ³ÛÝ �Çßï ¿ Ý³& H-Ç

Ñ³Ù³ñ: Ð³Ï³¹³ñÓÇ ·áÛáõÃÛáõÝÁ H-áõÙ ³å³Ñáíí³Í ¿ »ñÏñáñ¹

å³ÛÙ³Ýáí: ÜÏ³ï»Ýù, áñ ÙÇ³íáñ ï³ññÁ ÙÇßï å³ïÏ³ÝáõÙ ¿

»ÝÃ³ËÙµÇÝ: ÆëÏ³å»ë, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ »ñÏñáñ¹ å³ÛÙ³ÝÇ

a ∈ H  a−1 ∈ H, áõñ»ÙÝ ³é³çÇÝ å³ÛÙ³ÝÇó ëï³ÝáõÙ »Ýùª

a,a−1 ∈ H  aa−1 = e ∈ H: àõëïÇ, H-Á µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ ËÙµÇ

ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý µáÉáñ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ:

ºÝÃ³ËÙµÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý »ñÏáõ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ �áË³ñÇÝ»É

Ù»Ï Ñ³Ù³ñÅ»ùáí.
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a,b ∈ H  a−1b ∈ H     (1)

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ (1)-Á µËáõÙ ¿ »ÝÃ³ËÙµÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇó: òáõÛó ï³Ýù Ñ³Ï³é³ÏÁ: ºÃ» (1)-áõÙ í»ñóÝ»Ýù

a = b Ïëï³óíÇ a,a ∈ H  a−1a = e ∈ H: ²ÛÅÙ

a ∈ H  a, e ∈ H  a−1e = a−1 ∈ H, ³ÛëÇÝùÝ ëï³ó³Ýù

»ÝÃ³ËÙµÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý »ñÏñáñ¹ å³ÛÙ³ÝÁ: êïáõÛ· ¿ Ý³& ³é³çÇÝ

å³ÛÙ³ÝÁª

a,b ∈ H  a−1,b ∈ H  a−1−1b = ab ∈ H:

Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ G ËáõÙµ áõÝÇ ³éÝí³½Ý »ñÏáõ »ÝÃ³ËáõÙµª

e-Ý, áñ Ï³½Ùí³Í ¿ ÙÇ³ÛÝ ÙÇ³íáñ ï³ññÇó & ÏáãíáõÙ ¿ ïñÇíÇ³É
»ÝÃ³ËáõÙµ, & ³ÙµáÕç ËáõÙµÁª G-Ý: ²ÛÝ »ÝÃ³ËÙµ»ñÁ, áñáÝó

Ñ³Ù³ñ �Çßï ¿ e ⊂ H ⊂ G å³ÛÙ³ÝÁ ÏáãíáõÙ »Ý ë»�³Ï³Ý

»ÝÃ³ËÙµ»ñ: ²ÛÝ �³ëïÁ, áñ H-Á G-Ç »ÝÃ³ËáõÙµÝ ¿ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿

Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª H ≤ G:

úñÇÝ³ÏÝ»ñ

1. �ïÝ»Ýù ℤ,+-Ç µáÉáñ »ÝÃ³ËÙµ»ñÁ: Ð³Ù³Ó³ÛÝ (1)-Ç
H ≤ ℤ ÙÇ³ÛÝ »ñµ m,n ∈ H  m − n ∈ H: ä³ñ½ ¿, áñ 0 ∈ H

& m ∈ H  −m ∈ H: ºÃ» H-Á å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ áã ½ñáÛ³Ï³Ý
ÃÇí m, ³å³ ³ÛÝ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ ¹ñ³Ï³Ý ÃÇí: Üß³Ý³Ï»Ýù

d-áí H-áõÙ å³ñáõÝ³ÏíáÕ ³Ù»Ý³�áùñ ¹ñ³Ï³Ý ÃÇíÁ: ä³ñ½
¿, áñ dx ∣ x ∈ ℤ ⊆ H: ÆëÏ³å»ë,

d,−d ∈ H  d − −d = 2d ∈ H:

ÜÙ³Ý³å»ë d,−2d ∈ H  d − −2d = 3d ∈ H & ³ÛÉÝ: òáõÛó
ï³Ýù, áñ H = dx ∣ x ∈ ℤ: ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý m ÃÇí
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H-Çó & ÙÝ³óáñ¹áí µ³Å³Ý»Ýù ³ÛÝ d-Ç íñ³ m = dn + p,

0 ≤ p < d: ä³ñ½ ¿, áñ p = m − dp ∈ H: ºÃ» 0 < p < d,

³å³ H-áõÙ Ï·ïÝíÇ d-Çó �áùñ ¹ñ³Ï³Ý ÃÇí ÇÝãÝ ³ÝÑÝ³ñ ¿,
áõëïÇ p = 0 & m = dn, áõñ»ÙÝ H ⊆ dx ∣ x ∈ ℤ:
²ÛëåÇëáí, ·ï³Ýù ℤ,+-Ç µáÉáñ »ÝÃ³ËÙµ»ñÁ: Üñ³Ýù áõÝ»Ý
dx ∣ x ∈ ℤ ï»ëùÁ, ³ÛëÇÝùÝ ÇÝã áñ ÙÇ áñáß³ÏÇ ÃíÇ (H-áõÙ

å³ñáõÝ³ÏíáÕ ³Ù»Ý³�áùñ ¹ñ³Ï³Ý ÃíÇ Ï³Ù ¿É 0-Ç) µáÉáñ
å³ïÇÏÝ»ñÇó Ï³½Ùí³Í µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÝ »Ý:

2. ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ ℚ,+ ≤ ℝ,+ ≤ ℂ,+ &
ℚ╲0, ⋅ ≤ ℝ╲0, ⋅ ≤ ℂ╲0, ⋅:

3. Üß³Ý³Ï»Ýù An-áí 1,2, . . . ,n Ãí»ñÇ ½áõÛ·
ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ (³ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿

Ýß³Ý³�áË ËáõÙµ): ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ An ≤ Sn:

4. det A = 1 å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ n × n ã³�³ÝÇ Çñ³Ï³Ý
Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ËáõÙµÁ det A ≠ 0 å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ n × n

ã³�³ÝÇ Çñ³Ï³Ý Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ËÙµÇ »ÝÃ³ËáõÙµÝ ¿:

5. üÇùë³Í Ï»ïÇ ßáõñç Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý 60o-ÇÝ å³ïÇÏ
³ÝÏÛáõÝÝ»ñáí åïáõÛïÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ »ÝÃ³ËáõÙµ ¿
µáÉáñ åïáõÛïÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ù»ç:
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Æ½áÙáñýÇ½Ù

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. f : G1  G2 �áËÙÇ³ñÅ»ù ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ G1

ËÙµÇó G2-Ç íñ³ ÏáãíáõÙ ¿ Ç½áÙáñýÇ½Ù, »Ã»

fab = fafb µáÉáñ a,b ∈ G1     (2)

G1 & G2 ËÙµ»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý Ç½áÙáñý: ºÃ» G1 = G2, ³å³

f : G1  G2 Ç½áÙáñýÇ½ÙÁ ÏáãíáõÙ ¿ ³íïáÙáñýÇ½Ù:

Æ½áÙáñýÇ½ÙÇ Å³Ù³Ý³Ï ÙÇ³íáñ ï³ññÁ ÙÇßï ³ÝóÝáõÙ ¿

ÙÇ³íáñÇ Ù»ç. fe = fee = fefe áõëïÇ fe = e: Ð³Ï³¹³ñÓÝ

³ÝóÝáõÙ ¿ Ñ³Ï³¹³ñÓÇ Ù»ç. e = fe = faa−1 = fafa−1 áõëïÇ

fa−1 = fa−1:

¸Çï³ñÏ»Ýù Ç½áÙáñýÇ½ÙÇ Ñ»ï&Û³É ûñÇÝ³ÏÁ: ¸Çóáõù

G1 = ℝ+, ⋅ Çñ³Ï³Ý ¹ñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ËáõÙµÝ ¿ Áëï

µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ÇëÏ G2 = ℝ,+ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ËáõÙµÝ ¿ Áëï

·áõÙ³ñÙ³Ý: Æ½áÙáñýÇ½ÙÝ Çñ³Ï³Ý³óíáõÙ ¿ y = ln x ýáõÝÏóÇ³ÛÇ

ÙÇçáóáí, ù³ÝÇ áñ ï»ÕÇ áõÝ»Ý lnx1x2 = lnx1 + ln x2, ln 1 = 0 &

ln x−1 = − lnx Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ:

¸Çï³ñÏ»Ýù Ù»Ï ³ÛÉ ûñÇÝ³Ï &ë: n × n ã³�³ÝÇ Ù³ïñÇóÁ ÏáãíáõÙ

¿ ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ý Ù³ïñÇó, »Ã» Ù³ïñÇóÇ ï³ññ»ñÁ Ï³Ù

½ñáÝ»ñ »Ý Ï³Ù ¿É Ù»Ï»ñ & Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ïáÕáõÙ Ï³Ù ëÛáõÝáõÙ µáÉáñ

ï³ññ»ñÁ µ³óÇ Ù»ÏÇó ½ñáÛ³Ï³Ý »Ý, ³ÛëÇÝùÝ ³Ù»Ý ïáÕáõÙ Ï³Ù

ëÛáõÝáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ �Çßï Ù»Ï Ñ³ï 1 & ÙÝ³ó³Í ï³ññ»ñÁ 0 »Ý:

¸Çóáõù P = aijn×n-Ý ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ý Ù³ïñÇó ¿: ²Û¹ Ù³ïñÇóÇ
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Ñ»ï Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ï³å»É ÙÇ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝ, áñÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù π-áí &

πi-áí ÏÝß³Ý³Ï»Ýù ³ÛÝ j ÃÇíÁ, áñÇ Ù»ç ¿ ï³ÝáõÙ i-Ý π

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ, ³ÛëÇÝùÝª

π =
1 2 … n

π1 π2 … πn
:

π ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ Ï³éáõóíáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É Ï»ñå. áñå»ë½Ç

áñáß»Ýù π1-Á, Ý³Ë ·ïÝáõÙ »Ýù, Ã» Ù³ïñÇóÇ ³é³çÇÝ ïáÕáõÙ, áñ

ï»ÕáõÙ ¿ ·ïÝíáõÙ 1-Á, ³ÛëÇÝùÝ ·ïÝáõÙ »Ýù ³ÛÝ j-Ý, áñ a1j = 1 &

π1-Á í»ñóÝáõÙ »Ýù Ñ³í³ë³ñ j-ÇÝ: π2-Á í»ñóÝáõÙ »Ýù Ñ³í³ë³ñ

³ÛÝ ÙÇ³Ï j-Ý, áñ a2j = 1, ³ÛëÇÝùÝ »ñÏñáñ¹ ïáÕáõÙ áñáßáõÙ »Ýù Ù»ÏÇ

ï»ÕÁ: π2-Ý ³Ýå³ÛÙ³Ý Ïï³ñµ»ñíÇ π1-Çó, ù³ÝÇ áñ Ñ³Ï³é³Ï

¹»åùáõÙ Ïëï³óíÇ, áñ ÙÇ&ÝáõÛÝ ëÛáõÝáõÙ Ï³ »ñÏáõ Ñ³ï 1:

Þ³ñáõÝ³Ï»Éáí Ù»Ï»ñÇ ï»Õ»ñÁ ·ïÝ»ÉÁ ïáÕ»ñáõÙ áñáßáõÙ »Ýù π

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ: ²ëáõÙ »Ý, áñ ³Ûë ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ áñáßíáõÙ ¿

Áëï P Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÇ: π ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ ÉÇáíÇÝ µÝáñáßíáõÙ ¿

Ñ»ï&Û³É å³ÛÙ³Ýáí

πi = j  aij = 1     (3)

ÜÙ³Ý »Õ³Ý³Ïáí, áñáß»Éáí Ù»Ï»ñÇ ï»Õ»ñÁ ëÛáõÝ»ñáõÙ, Ï³ñ»ÉÇ ¿

Ï³éáõó»É Ù»Ï ³ÛÉ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝ σ, áñÇ Ñ³Ù³ñ Ïëï³Ý³Ýù

σi = j  aji = 1     (4)

Ð³Ù»Ù³ï»Éáí (3)-Á & (4)-Á ¹ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ σ = π−1:

àñå»ë½Ç Ýß»Ýù P Ù³ïñÇóÇ Ñ»ï Ï³åí³Í ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

Ïû·ïí»Ýù Ñ»ï&Û³É Ýß³Ý³ÏáõÙÇóª Pπ
σ: ä³ñ½ ¿, áñ »Ã» ïñí³Í ¿

áñ&¿ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝ, ³å³ ÁÝ¹áõÝ»Éáí ³ÛÝ áñå»ë Áëï ïáÕ»ñÇ

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝ, Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ï³éáõó»É ³ÛÝ ÙÇ³Ï

ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ý Ù³ïñÇóÁ, áñÇ Ñ³Ù³ñ ³Û¹ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ Áëï
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ïáÕ»ñÇ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ ¿: ²ÛëåÇëáí ëï³ÝáõÙ »Ýù �áËÙÇ³ñÅ»ù

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óáõÙ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ & ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ý

Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ÙÇç& (Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ

ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ý Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ n! ¿ª Ñ³í³ë³ñ ¿

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÇÝ):

¸Çóáõù ïñí³Í »Ý »ñÏáõ ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ý Ù³ïñÇóÝ»ñª

Pπ
σπ = aijn×n & Pμ

τ = bijn×n: Üß³Ý³Ï»Ýù cij-áí Pπ
σPμ

τ

³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ï³ññÁª cij = ∑
k=1

n

aikbkj: ø³ÝÇ áñ cij-Ý Ñ³ßí»Éáõ

Ñ³Ù³ñ Pπ
σ-Ç i-ñ¹ ïáÕÁ µ³½Ù³å³ïÏíáõÙ ¿ Pμ

τ -Ç j-ñ¹ ëÛáõÝáí, ³å³

Ï³Ù ³Û¹ ïáÕÇ & ëÛ³Ý Ù»Ï»ñÇ ï»Õ»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý &

³ñ¹ÛáõÝùáõÙ cij = 1, Ï³Ù ¿É Ù»Ï»ñÇ ï»Õ»ñÁ ã»Ý Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ &

cij = 0: ú·ïí»Éáí (3)-Çó áõ (4)-Çó ëï³ÝáõÙ »Ýù. cij = 1  ∃

ÙÇ³Ï k, áñ aik = bkj = 1  πi = k, μk = j  πμi = j:

²ÛëÇÝùÝ ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ý Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ÝáñÇó

ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ý Ù³ïñÇó ¿ &

Pπ
σPμ

τ = Pπμ
τσ     (5)

ä³ñ½ ¿, áñ Pπ
σ-Ç ïñ³ÝëåáÝ³óí³Í (ßñçí³Í) Ù³ïñÇóÁ ¹³ Pσ

π-Ý

¿: (5)-Çó ëï³ÝáõÙ »Ýùª

Pπ
σPσ

π = Pπσ
πσ = E,     (6)

áñï»Õ E-Ý ÙÇ³íáñ Ù³ïñÇóÝ ¿, áõëïÇ ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ý Ù³ïñÇóÇ

Ñ³Ï³¹³ñÓÁ ¹³ ïñ³ÝëåáÝ³óí³Í Ù³ïñÇóÝ ¿:

ÜÏ³ï»Ýù, áñ »Ã» µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù Pπ
σ-Ý áñ&¿ A Ù³ïñÇóáí,

³å³ ³ñ¹ÛáõÝùáõÙ Pπ
σA Ù³ïñÇóÁ Ïëï³óíÇ A-Çó ïáÕ»ñÇ

ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ùµ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ σ ï»Õ³¹ñáõÃÛ³Ý: APπ
σ ¿É ëï³óíáõÙ ¿

A-Çó ëÛáõÝ»ñÇ ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ùµ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ π ï»Õ³¹ñáõÃÛ³Ý:
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(5)-Çó & (6)-Çó Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ n × n ã³�³ÝÇ ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ý

Ù³ïñÇóÝ»ñÁ ËáõÙµ »Ý Ï³½ÙáõÙ Áëï Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý

·áñÍáÕáõÃÛ³Ý:

Î³éáõó»Ýù Ñ»ï&Û³É �áËÙÇ³ñÅ»ù ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ Sn-Çó

n × n ã³�³ÝÇ ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ý Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ËÙµÇ íñ³.

fπ = Pπ     (7)

(5)-Çó ³ÝÙÇç³å»ë ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ (7)-Á Ç½áÙáñýÇ½Ù ¿:

�áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ³Ï »Õ³Ý³Ï ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ý Ù³ïñÇóáõÙ

³Ù»Ý ïáÕÇó & ³Ù»Ý ëÛáõÝÇó ï³ññ»ñÝ ³ÛÝå»ë ÁÝïñ»Éáõ, áñ

³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ÉÇÝÇ áã ½ñáÛ³Ï³Ý: ²Û¹ å³ï�³éáí ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ý

Ù³ïñÇóÇ ¹»ï»ñÙÇÝ³ÝïÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ ±1, ³í»ÉÇ ëïáõÛ·, ³ÛÝ

Ñ³í³ë³ñ ¿ 1-Ç »Ã» π ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ ½áõÛ· ¿ & −1-Ç »ñµ π

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ Ï»Ýï ¿: àõëïÇ (7)-áí ïñí³Í Ç½áÙáñýÇ½ÙÇ

Å³Ù³Ý³Ï ½áõÛ· ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ »Ý 1

¹»ï»ñÙÇÝ³Ýïáí ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ý Ù³ïñÇóÝ»ñÁ, ÇëÏ Ï»Ýï»ñÇÝª

−1:

ì»ñÁ µ»ñí³Í ûñÇÝ³ÏÝ»ñÇó &, ÇÑ³ñÏ», Ç½áÙáñýÇ½ÙÇ

ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó å³ñ½ ¿ ¹³éÝáõÙ, áñ Ç½áÙáñý ËÙµ»ñÁ Ù»ÏÁ ÙÛáõëÇ

å³ï�»ÝÝ »Ý & µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý Ñ»ï Ï³åí³Í áñ&¿

Ñ³ïÏáõÃÛáõÝ áõëáõÙÝ³ëÇñ»ÉÇë Ç½áÙáñý ËÙµ»ñÝ Çñ³ñÇó ãå»ïù ¿

ï³ñµ»ñ»É: Î³Ù³Û³Ï³Ý �³ëï, áñ í»ñ³µ»ñíáõÙ ¿ µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý

·áñÍáÕáõÃÛ³ÝÁ & ï»ÕÇ áõÝÇ ÙÇ ËÙµáõÙ ï»ÕÇ áõÝÇ Ý³& Ýñ³Ý

Ç½áÙáñý ËÙµáõÙ: ²Û¹ ÇëÏ å³ï�³éáí ËÙµ»ñÇ ï»ëáõÃÛ³Ý Ù»ç
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Ç½áÙáñý ËÙµ»ñÁ Ñ³Ù³ñíáõÙ »Ý Ñ³Ù³ñÅ»ù & ÝáõÛÝ³óíáõÙ »Ý:

Â»áñ»Ù 1 (ø»ÉÇÇ Ã»áñ»Ù). ºÃ» G ËÙµÇ ï³ññ»ñÇ
ù³Ý³ÏÁ í»ñç³íáñ ¿ & Ñ³í³ë³ñ ¿ n-Ç, ³å³ G

ËáõÙµÝ Ç½áÙáñý ¿ Sn-Ç n ï³ññ³Ýáó »ÝÃ³ËÙµ»ñÇó
Ù»ÏÇÝ:

²å³óáõÛó. Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ g ∈ G Ñ³Ù³ñ ë³ÑÙ³Ý»Ýù ÙÇ

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ fg : G  G Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª fgx = gx: ²ÏÝÑ³Ûï

¿, áñ fgx1 = fgx2  x1 = x2, ³ÛëÇÝùÝ fg-Ý �áËÙÇ³ñÅ»ù ¿: ºÃ»

y ∈ G, ³å³ í»ñóÝ»Éáí x = g−1y ëï³ÝáõÙ »Ýùª fgx = gg−1y = y:

àõñ»ÙÝ fg-Ý �áËÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ ¿ G-Ý G-Ç íñ³:

Ð³Ù³ñ³Ï³É»Ýù G-Ç ï³ññ»ñÁª G = a1, . . . , an: Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ

fg-Ý ÉÇáíÇÝ ÝÏ³ñ³·ñíáõÙ ¿ n ï³ññ³Ýáó ï»Õ³¹ñáõÃÛ³Ùµª

a1 a2 … an

fga1 fga2 … fgan
=

a1 a2 … an

ga1 ga2 … gan

=

a1 a2 … an

ai1 ai2 … ain

:

ì»ñçÇÝ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ å³ñ½³å»ë Ï³ñ»ÉÇ ¿ �áË³ñÇÝ»É

Ñ³Ù³ñÅ»ùáíª
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1 2 … n

i1 i2 … in

,

áñÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù πfg-áí:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ fg ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÝ»ñÁ ËáõÙµ »Ý

Ï³½ÙáõÙ ÏáÙåá½ÇóÇ³ÛÇ (Ñ³çáñ¹³µ³ñ ÏÇñ³éÙ³Ý) ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý

ÝÏ³ïÙ³Ùµ (³ÛÝå»ë ÇÝãå»ë Ý³& πfg ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ)ª

fg ⋅ fhx = fgfhx = ghx = ghx = fghx

πfg ⋅ fh = πfgh = πfgπfh
    (8)

ä³ñ½ ¿, áñ ÙÇ³íáñ ï³ññÁ fe-Ý ÝáõÛÝ³µ³ñ ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÝ ¿

& fg−1 = fg−1 (ë³ ³ÝÙÇç³å»ë Ñ»ï&áõÙ ¿ (8)-Çó): fg

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ

ËáõÙµÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù FG-áí: ä³ñ½ ¿, áñ FG ≤ Sn:

Î³éáõó»Ýù ³ÛÅÙ ϕ �áËÙÇ³ñÅ»ù ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ G-Çó FG

Ñ»ï&Û³É Ï»ñå.

ϕg = πfg

¸ÛáõñÇÝ ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ ϕ : G  FG Ç½áÙáñýÇ½Ù ¿, ÇëÏ³å»ë

ϕgh = πfgh = πfgπfh = ϕgϕh & Ã»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

Â»áñ»Ù 1-Çó Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ í»ñç³íáñ ËÙµ»ñÇ

áõëáõÙÝ³ëÇñáõÃÛáõÝÁ Ñ³Ý·»óíáõÙ ¿ ëÇÙ»ïñÇÏ ËÙµÇª Sn-Ç

»ÝÃ³ËÙµ»ñÇ áõëáõÙÝ³ëÇñÙ³ÝÁ: Ð³ñÏ ¿ Ýß»É, áñ Â»áñ»Ù 1-Á

Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óÝ»É Ý³& ³Ýí»ñç ËÙµ»ñÇ Ñ³Ù³ñ:
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ÐáÙáÙáñýÇ½Ù

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. ¸Çóáõù G1-Á & G2-Á ËÙµ»ñ »Ý: f : G1  G2

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÑáÙáÙáñýÇ½Ù, »Ã»

fab = fafb

²Û¹ ¹»åùáõÙ ³ëáõÙ »Ý, áñ G1 ËáõÙµÁ ÑáÙáÙáñý ¿ G2-ÇÝ:

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ Ç½áÙáñý ËÙµ»ñÁ Ý³& ÑáÙáÙáñý »Ý: Æ½áÙáñý

ËÙµ»ñÁ Ù»ÏÁ ÙÛáõëÇ �ß·ñÇï å³ï�»ÝÝ»ñÝ »Ý: ÐáÙáÙáñýÇ½ÙÇ

¹»åùáõÙ »ñÏñáñ¹ ËáõÙµÝ ³é³çÇÝÇ, ÇÝã áñ ÇÙ³ëïáí,

"³Õ³í³Õí³Í" å³ï�»ÝÝ ¿. ë³Ï³ÛÝ ³Û¹ »ñÏñáñ¹ ËáõÙµÁ

å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ Çñ Ù»ç ³é³çÇÝ ËÙµÇÝ í»ñ³µ»ñáÕ áñáß³ÏÇ

ÇÝýáñÙ³óÇ³:

úñÇÝ³ÏÝ»ñ

1. f : G1  G2 & fx = e µáÉáñ x ∈ G1 Ñ³Ù³ñ: ²ÏÝÑ³Ûï ¿
áñ f-Á ÑáÙáÙáñýÇ½Ù ¿:

2. ¸Çóáõù G-Ý Ï³Ù³Û³Ï³Ý ËáõÙµ ¿: üÇùë»Ýù áñ&¿
a ∈ G:¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï&Û³É ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁª
f : ℤ,+  G, áñï»Õ fn = an: ä³ñ½ ¿, áñ
fn + m = an+m = anam = fnfm & f-Á ÑáÙáÙáñýÇ½Ù ¿:

3. ²ÛëáõÑ»ï& x = ymodulon ·ñ³éáõÙÁ ÏÝß³Ý³ÏÇ áñ x-Á
y-Ç ÙÝ³óáñ¹Ý ¿, áñ ëï³óíáõÙ ¿ y-Á n-Ç íñ³ µ³Å³Ý»ÉÇë:
ê³ÑÙ³Ý»Ýù Ñ»ï&Û³É ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁª
f : ℤ,+  ℤn,+ áñå»ë fm = mmodulon: ²ÏÝÑ³Ûï ¿,
áñ ë³ ÑáÙáÙáñýÇ½Ù ¿ & fs + t = fs + ft (ÝÏ³ï»Ýù, áñ
³é³çÇÝ ·áõÙ³ñÙ³Ý Ýß³ÝÁ ¹³ ³ÙµáÕç Ãí»ñÇ ëáíáñ³Ï³Ý
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·áõÙ³ñáõÙÝ ¿, ÇëÏ »ñÏñáñ¹Áª ÙÝ³óùÝ»ñÇ ¹³ë»ñÇ Áëï
modn-Ç ·áõÙ³ñáõÙÁ): ´³óÇ ¹ñ³ÝÇó ï»ÕÇ áõÝÇ Ý³&
fst = fsft µ³Ý³Ó&Á, áñï»Õ ³é³çÇÝ µ³½Ù³å³ïÏáõÙÝ
³ÙµáÕç Ãí»ñÇ ëáíáñ³Ï³Ý µ³½Ù³å³ïÏáõÙÝ ¿, ÇëÏ
»ñÏñáñ¹Áª ÙÝ³óùÝ»ñÇ ¹³ë»ñÇ Áëï modn-Ç
µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ: ²ÛëÇÝùÝ ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÁ å³Ñå³ÝáõÙ ¿ n-Ç
íñ³ µ³Å³Ý»ÉÇáõÃÛ³Ý Ñ»ï Ï³åí³Í µáÉáñ
Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: ä³ñ½ ¿, áñ »Ã» ³ÙµáÕç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí

gx = α0 + α1x +. . .+αnxn µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ �á�áË³Ï³ÝÇ

�áË³ñ»Ý ï»Õ³¹ñ»Ýù s & t Ãí»ñÁ, áñáÝó Ñ³Ù³ñ �Çßï ¿, áñ

s ≡ t modn, ³å³ gs ≡ gtmod n: ²Ûë �³ëïÁ ÃáõÛÉ ¿
ï³ÉÇë Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ ëï³Ý³É Ñ³ÛïÝÇ µ³Å³Ý»ÉÇáõÃÛ³Ý
Ñ³Ûï³ÝÇßÝ»ñÁ: ¸Çóáõù m ³ÙµáÕç ÃÇíÁ ïñí³Í ¿ ï³ë³Ï³Ý
ÑÇÙùáí, ³ÛëÇÝùÝ m = α0 + α110 +. . .+αn10n ï»ëùáí: ø³ÝÇ
áñ 10 ≡ 1mod3 & 10 ≡ 1 mod9, ³å³
m ≡ α0 + α1 +. . .+αn mod3 Ï³Ù mod9: ÜáõÛÝ Ó&áí û·ïí»Éáí
10 ≡ −1 mod11-Çó ëï³ÝáõÙ »Ýù 11-Ç Ñ³Ù³ñ
µ³Å³Ý»ÉÇáõÃÛ³Ý ß³ï É³í Ñ³ÛïÝÇ Ñ³Ûï³ÝÇßÁª
m ≡ α0 − α1 + α2 −. . .+−1nαn mod11: ºÃ» m ³ÙµáÕç ÃÇíÁ
ïñí³Í ¿ »ñÏáõ³Ï³Ý ÑÇÙùáíª m = α0 + α12 +. . .+αn2n,
³å³, ûñÇÝ³Ï 3-Ç, µ³Å³Ý»ÉÇáõÃÛ³Ý Ñ³Ûï³ÝÇßÁ Ïëï³óíÇ
Ñ»ï&Û³É Ï»ñå. ù³ÝÇ áñ 2 ≡ −1 mod3, ³å³

m ≡ α0 − α1 + α2 −. . .+−1nαn mod 3:
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Ð³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. ¸Çóáõù H-Á G ËÙµÇ »ÝÃ³ËáõÙµÝ ¿, ³ÛëÇÝùÝ H ≤ G

& a ∈ G:

G ËÙµÇ Áëï H »ÝÃ³ËÙµÇ a ï³ññáí ÍÝí³Í Ó³Ë Ñ³ñ³ÏÇó

¹³ë ¿ ÏáãíáõÙ Ñ»ï&Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÁª

aH = ah ∣ h ∈ H

ÜÙ³Ý »Õ³Ý³Ïáí ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ ³ç Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÁª

Ha = ha ∣ h ∈ H: êïáñ& ÏáõëáõÙÝ³ëÇñ»Ýù Ó³Ë Ñ³ñ³ÏÇó

¹³ë»ñÁ: ²é³Ýó áñ&¿ ¹Åí³ñáõÃÛ³Ý ëïáõ·íáõÙ ¿, áñ µáÉáñ

ëï³óí³Í ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÁ �Çßï »Ý Ý³& ³ç Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ Ñ³Ù³ñ:

²Û¹ å³�ï³éáí, Ñ³ñÙ³ñáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ, Ó³Ë Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÁ

Ï³Ýí³Ý»Ýù áõÕÕ³ÏÇ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñ: ²ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛ³Ý ¹»åùáõÙ

¹³ë»ñÇ ï»ë³ÏÁ Ñ³ïáõÏ Ï�ßïíÇ:

Ð»ï³½áï»Ýù Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ.

1. a ∈ aH

2. µáÉáñ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÝ áõÝ»Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ
Ñ½áñáõÃÛáõÝÁ. ah  h ûñ»Ýùáí ë³ÑÙ³Ýí³Í

�áËÙÇ³ñÅ»ù Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óáõÙÁ aH-Ç & H-Ç ÙÇç&
³å³óáõóáõÙ ¿ ³Ûë åÝ¹áõÙÁ (ah1 = ah2  h1 = h2):

3. aH = bH  b−1a ∈ H & a−1b ∈ H - ë³ »ñÏáõ
ï³ññ»ñáí ÍÝí³Í Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ Ñ³ÙÁÝÏÙ³Ý ³ÝÑñ³Å»ßï
& µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÝ ¿ (ÝÏ³ï»Ýù, áñ b−1a ∈ H & a−1b ∈ H

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ ï»ÕÇ áõÝ»Ý Ï³Ù ãáõÝ»Ý ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï & ù³ÝÇ
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áñ H-Á »ÝÃ³ËáõÙµ ¿, ³å³
b−1a ∈ H  b−1a−1 = a−1b ∈ H): ²å³óáõó»Ýù
Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ: ¸Çóáõù aH = bH: àõñ»ÙÝ a = bh, h ∈ H &
b−1a = h ∈ H: ¸Çóáõù b−1a ∈ H: àõñ»ÙÝ b−1a = h & a = bh:
¸Çóáõù ah1 ∈ aH, ³å³ ah1 = bhh1 ∈ bH ù³Ý½Ç
hh1 ∈ H: àõëïÇ aH ⊆ bH: ÜÙ³Ý Ó&áí a−1b ∈ H å³ÛÙ³ÝÇó
ëï³ÝáõÙ »Ýù áñ bH ⊆ aH:

4. aH = H  a ∈ H - ë³ Ý³Ëáñ¹ Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý
Ñ»ï&³ÝùÝ ¿ ª b = e & b−1a = a:

5. aH ∩ bH ≠   aH = bH - Çñáù, »Ã» c ∈ aH ∩ bH,
³å³ c = ah1 = bh2 & b−1a = h2h1

−1 ∈ H, áõëïÇ aH = bH:

6. a ∈ bH  aH = bH - ë³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ Ñ³ñ³ÏÇó
¹³ëÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ï³ññ ÍÝáõÙ ¿ ³Û¹ ÝáõÛÝ ¹³ëÁ:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. G ËÙµÇ Ï³ñ· ¿ ÏáãíáõÙ G µ³½ÙáõÃÛ³Ý

Ñ½áñáõÃÛáõÝÁ (í»ñç³íáñ G-Ç ¹»åùáõÙ å³ñ½³å»ë ï³ññ»ñÇ

ù³Ý³ÏÁ) & ³ÛÝ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ G : 1-áí:

H »ÝÃ³ËÙµÇ ÇÝ¹»ùëÁ (¹³ëÇãÁ) G ËÙµáõÙ ¹³ Áëï H-Ç

Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ñ½áñáõÃÛáõÝÝ ¿: ²ÛÝ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿

G : H-áí:

Â»áñ»Ù 2. (È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÁ)

¸Çóáõù H ≤ G: êïáõÛ· ¿ Ñ»ï&Û³É µ³Ý³Ó&Á.

G : 1 = G : HH : 1     (9)

²å³óáõÛó. ø³ÝÇ áñ µáÉáñ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÝ áõÝ»Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ

Ñ½áñáõÃÛáõÝÁ, Ýñ³Ýó ÙÇ³íáñáõÙÁ Í³ÍÏáõÙ ¿ ³ÙµáÕç G-Ý &

Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÁ ½áõÛ· ³é ½áõÛ· ã»Ý Ñ³ïíáõÙ, ³å³ ËÙµÇ Ï³ñ·Á

ëï³Ý³Éáõ Ñ³Ù³ñ Ñ³ñÏ³íáñ ¿ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ ù³Ý³ÏÁ

21



µ³½Ù³å³ïÏ»É H-Ç Ï³ñ·áí:

È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÁ �Çßï ¿ Ý³& ³Ýí»ñç Ï³ñ· áõÝ»óáÕ ËÙµ»ñÇ

Ñ³Ù³ñ: ²í»ÉÇ ëïáõÛ·, »Ã» (9)-áõÙ »ñ»ù Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇó »ñÏáõëÁ

í»ñç³íáñ »Ý, ³å³ »ññáñ¹ ¿É ¿ í»ñç³íáñ:

Ð»ï&³Ýù.

ì»ñç³íáñ (³ÛëÇÝùÝ í»ñç³íáñ Ï³ñ· áõÝ»óáÕ) ËÙµÇ

»ÝÃ³ËÙµÇ Ï³ñ·Á ËÙµÇ Ï³ñ·Ç µ³Å³Ý³ñ³ñ ¿:

úñÇÝ³Ï, »Ã» ËÙµÇ Ï³ñ·Á å³ñ½ ÃÇí ¿, ³å³ ³ÛÝ áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ

»ñÏáõ »ÝÃ³ËáõÙµª ïñÇíÇ³ÉÁ & ³ÙµáÕç ËáõÙµÁ & ãáõÝÇ áã ÙÇ

ë»�³Ï³Ý »ÝÃ³ËáõÙµ:

úñÇÝ³ÏÝ»ñ

1. ¸Çóáõù G = Sn, ÇëÏ H = An (ÑÇß»óÝ»Ýù, áñ Sn-Á

ëÇÙ»ïñÇÏ ËáõÙµÝ ¿, ÇëÏ An-Á Ýß³Ý³�áË ËáõÙµÝ ¿ª n

ï³ññ³ÝÇ ½áõÛ· ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ËáõÙµÁ): àõÝ»Ýù, áñ

An ≤ Sn: ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù Sn : 1 = n! & An : 1 = n!
2

:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ 3. Ñ³ïÏáõÃÛ³ÝÁ (»ñÏáõ
ï³ññÇ ÙÇ&ÝáõÛÝ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇÝ å³ïÏ³Ý»Éáõ ³ÝÑñ³Å»ßï
& µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÇ) π & σ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ÏÉÇÝ»Ý
Áëï An-Ç ÙÇ&ÝáõÛÝ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇó ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ »ñµ
π−1σ ∈ An, ³ÛëÇÝùÝ π−1σ-Ý ½áõÛ· ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝ ¿, ÇëÏ ¹³
ÑÝ³ñ³íáñ ¿ ÙÇ³ÛÝ, »Ã» π-Ç & σ-Ç ½áõÛ·áõÃÛáõÝÝ»ñÁ ÝáõÛÝÝ
»Ý: àõëïÇ µáÉáñ ½áõÛ· ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ï³½ÙáõÙ »Ý
Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëª An-Á & µáÉáñ Ï»Ýï ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ
ÝáõÛÝå»ë Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë »Ý Ï³½ÙáõÙ, áñÇ ï³ññ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿
ëï³Ý³É í»ñóÝ»Éáí Ï³Ù³Û³Ï³Ý Ï»Ýï π ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝ &
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Ï³éáõó»Éáí πAn Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÁ: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ
Sn : An = 2 & È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÁ ëï³ÝáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É
ï»ëùÁ

n! = Sn : 1 = Sn : AnAn : 1

2. ¸Çóáõù G = ℤ & H = nℤ = nx ∣ x ∈ ℤ: ²Ûëï»Õ »ñÏáõ
ËÙµ»ñÝ ¿É ¹Çï³ñÏáõÙ »Ýù Áëï ·áõÙ³ñÙ³Ý: ÆÝãå»ë
·Çï»Ýù nℤ ≤ ℤ & »ñÏáõ ËÙµ»ñÝ ¿É ³Ýí»ñç »Ý: ºñÏáõ
³ÙµáÕç Ãí»ñ p-Ý & q-Ý ÏÉÇÝ»Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇó
Áëï nℤ-Ç ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ »Ã» p − q ∈ nℤ: ì»ñçÇÝ å³ÛÙ³ÝÁ
Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ Ñ»ï&Û³ÉÇÝª p ≡ q modn: àõëïÇ »ñÏáõ ÃÇí
ÝáõÛÝ ¹³ëÇó »Ý ÙÇ³ÛÝ »Ã» ¹ñ³Ýù ÙÇ&ÝáõÛÝ Áëï modn-Ç
ÙÝ³óùÝ»ñÇ ¹³ëÇó »Ý: ²ÛëÇÝùÝ Áëï nℤ-Ç Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÁ
¹ñ³Ýù Áëï modn-Ç ÙÝ³óùÝ»ñÇ ¹³ë»ñÝ »Ý: âÝ³Û³Í
ℤ : 1-Á & nℤ : 1-Ý ³Ýí»ñç »Ý, nℤ-Ç ÇÝ¹»ùëÁ ℤ-áõÙ
í»ñç³íáñ ¿ª ℤ : nℤ = n:

3. ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ù»ç ·ïÝíáÕ í»ÏïáñÝ»ñÇ
µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñÝ ³µ»ÉÛ³Ý ËáõÙµ ¿ Ï³½ÙáõÙ í»ÏïáñÝ»ñÇ
·áõÙ³ñÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ: üÇùë³Í a í»ÏïáñÇÝ
ÏáÉÇÝ»³ñ í»ÏïáñÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³½ÙáõÙ ¿ »ÝÃ³ËáõÙµ:
b & c í»ÏïáñÝ»ñÁ Ïå³ïÏ³Ý»Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇÝ
Áëï a-ÇÝ ÏáÉÇÝ»³ñ í»ÏïáñÝ»ñÇ »ÝÃ³ËÙµÇ ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ
»Ã» b − c í»ÏïáñÁ ÉÇÝÇ ÏáÉÇÝ»³ñ a-ÇÝ: ²ÛëÇÝùÝ Ñ³ñ³ÏÇó
¹³ëÁ, áñ ÍÝí³Í ¿ b í»Ïïáñáí ¹³ Ñ»ï&Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¿ª
b + λa ∣ λ ∈ ℝ: a-ÇÝ ÏáÉÇÝ»³ñ µáÉáñ í»ÏïáñÝ»ñÁ, áñáÝó
ëÏ½µÝ³Ï»ïÁ Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ëÏÇ½µÝ ¿
·ïÝíáõÙ »Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ áõÕÕÇ íñ³, áñÝ ³ÝóÝáõÙ ¿ 0 Ï»ïáí:
êïáñ& µ»ñí³Í ÝÏ³ñÇó »ñ&áõÙ ¿, áñ b + λa ∣ λ ∈ ℝ
µ³½ÙáõÃÛ³Ý µáÉáñ í»ÏïáñÝ»ñÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñÝ ÁÝÏ³Í »Ý
ÙÇ&ÝáõÛÝ áõÕÕÇ íñ³, áñÁ ½áõ·³Ñ»é ¿ a-áí áñáßí³Í áõÕÕÇÝ:
ä³ñ½ ¿, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý í»Ïïáñ, áñÇ ëÏ½µÝ³Ï»ïÁ 0-Ý ¿,
ÇëÏ Í³Ûñ³Ï»ïÝ ÁÝÏ³Í ¿ Ýßí³Í áõÕÕÇ íñ³ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿
b + λa ∣ λ ∈ ℝ µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ:
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a 

λλλλa 

b 

a+b 

λλλλa+b 

àõëïÇ, Áëï a-ÇÝ ÏáÉÇÝ»³ñ í»ÏïáñÝ»ñÇ »ÝÃ³ËÙµÇ Ñ³ñ³ÏÇó

¹³ë»ñÁ ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý áñáßíáõÙ »Ý a-ÇÝ ½áõ·³Ñ»é áõÕÇÕÝ»ñáí, ÁÝ¹

áñáõÙ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ áõÕÕÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ Ù»Ï Ñ³ñ³ÏÇó

¹³ë: ²Ûë ¹»åùáõÙ È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÇ µ³Ý³Ó&áõÙ Ù³ëÝ³ÏóáÕ

µáÉáñ Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÝ ³Ýí»ñç »Ý:
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ÜáñÙ³É »ÝÃ³ËÙµ»ñ

¸Çóáõù H ≤ G: ¸Çï³ñÏ»Ýù Áëï H-Ç Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ý³Ïïáñ-µ³½ÙáõÃÛáõÝ &

Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª G╲H: ö³ëïáñ»Ý G╲H-Ç

Ñ½áñáõÃÛáõÝÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ G : H-ÇÝ: öáñÓ»Ýù ³ÛÅÙ ë³ÑÙ³Ý»É

µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ G╲H-Ç íñ³ ³ÛÝå»ë, áñ ³ÛÝ

µ³í³ñ³ñÇ ËÙµÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ: ²Ù»ÝµÝ³Ï³Ý

»Õ³Ý³ÏÁ, áñáí Ï³ñ»ÉÇ ÏÉÇÝ»ñ ë³ÑÙ³Ý»É Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ

µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ ¹³

aHbH = abH     (10)

µ³Ý³Ó&Ý ¿: ê³Ï³ÛÝ, ù³ÝÇ áñ (10) µ³Ý³Ó&áõÙ ¹³ë»ñÇ

µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¿ ï³ññ»ñÇ µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý

ÙÇçáóáí, ³å³ ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ Ñ³Ùá½í»É áñ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ Ïáé»Ïï ¿,

³ÛëÇÝùÝ µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ³ñ¹ÛáõÝùÁ Ï³Ëí³Í ã¿ ³ÛÝ »ñÏáõ

ÏáÝÏñ»ï a & b ï³ññ»ñÇó, áñáÝù í»ñóíáõÙ »Ý µ³½Ù³å³ïÏíáÕ

¹³ë»ñÇó: ²í»ÉÇ ëïáõÛ·, Ñ³ñÏ³íáñ ¿, áñ ÇÝãåÇëÇ c & d ï³ññ»ñ ¿É

í»ñóÝ»Ýù aH-Çó & bH-Çó Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ, ëï³Ý³Ýù

cdH = abH:

àõñ»ÙÝ, ¹Çóáõù c ∈ aH & d ∈ bH: àñå»ë½Ç cdH = abH

³ÝÑñ³Å»ßï ¿ & µ³í³ñ³ñ, áñ

ab−1cd = b−1a−1cd ∈ H     (11)

¸Çï³ñÏ»Ýù (11)-Ç Ù³ëÝ³íáñ ¹»åùÁ, »ñµ b = d: ²Ûë ¹»åùáõÙ

(11)-Á Ï³ñï³·ñíÇ áñå»ë b−1a−1cb ∈ H: Üß³Ý³Ï»Ýù

h = a−1c ∈ H (ë³ ³ÝÙÇç³å»ë Ñ»ï&áõÙ ¿ c ∈ aH å³ÛÙ³ÝÇó) &

b−1a−1cb = b−1hb ∈ H, ³ÛëÇÝùÝ áñå»ë½Ç Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ

µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ (10) µ³Ý³Ó&áí ÉÇÝÇ Ïáé»Ïï ³ÝÑñ³Å»ßï ¿, áñ
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∀b ∈ G ∀h ∈ H b−1hb ∈ H     (12)

²Ûë å³ÛÙ³ÝÁ Ý³& µ³í³ñ³ñ ¿, ù³ÝÇ áñ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ

(12)-Çó ëï³ÝáõÙ »Ýù b−1h = h1b−1 áñáß³ÏÇ h1 ∈ H Ñ³Ù³ñ &

d ∈ bH-Çó ëï³ÝáõÙ »Ýù b−1d ∈ H &, í»ñç³å»ë,

b−1a−1cd = b−1hd = h1b−1d ∈ H: àõëïÇ (12) å³ÛÙ³ÝÁ

Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ ³ÛÝ áñáßÇã Ñ³Ý·³Ù³ÝùÁ, áñÁ ÃáõÛÉ ¿ ï³ÉÇë (10)

µ³Ý³Ó&Ç û·ÝáõÃÛ³Ùµ ë³ÑÙ³Ý»É Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ

µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. G ËÙµÇ H »ÝÃ³ËáõÙµÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÝáñÙ³É (Ï³Ù

ÇÝí³ñÇ³Ýï) G-áõÙ, »Ã»

x−1Hx ⊆ H, ∀x ∈ G     (13)

áñï»Õ x−1Hx = x−1hx ∣ h ∈ H:

H  G ·ñ³éáõÙÁ ÏÝß³Ý³ÏÇ, áñ H-Á ÝáñÙ³É ¿ G-áõÙ:

´³½Ù³å³ïÏ»Éáí (13)-Á Ó³ËÇó x-áí & ³çÇó x−1-áí Ïëï³Ý³Ýù

H ⊆ xHx−1: ø³ÝÇ áñ x-Á Ï³Ù³Û³Ï³Ý ¿ Ï³ñáÕ »Ýù x-Á �áË³ñÇÝ»É

x−1-áí & áõñ»ÙÝ H ⊆ x−1Hx & x−1Hx = H: ä³ñ½ ¿, áñ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿

Ý³& Hx = xH å³ÛÙ³ÝÁ (Ó³Ë & ³ç Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ): àõëïÇ ∀x ∈ G x−1Hx = H & ∀x ∈ G Hx = xH

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý (13)-ÇÝ & Ï³ñáÕ »Ý ÁÝ¹áõÝí»É áñå»ë

ÝáñÙ³É »ÝÃ³ËÙµÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙ:

ì»ñÁ Ï³ï³ñí³Í ¹Çï³ñÏáõÙÝ»ñÇó Ñ»ï&áõÙ ¿ª

áñå»ë½Ç (10) µ³Ý³Ó&áí ë³ÑÙ³Ýí³Í Ñ³ñ³ÏÇó

¹³ë»ñÇ µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ ÉÇÝÇ Ïáé»Ïï, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿
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& µ³í³ñ³ñ, áñ H »ÝÃ³ËáõÙµÁ ÉÇÝÇ ÝáñÙ³É G-áõÙ:

úñÇÝ³ÏÝ»ñ

1. ²µ»ÉÛ³Ý ËÙµÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý »ÝÃ³ËáõÙµ ÝáñÙ³É ¿:

2. ¸Çï³ñÏ»Ýù Sn ëÇÙ»ïñÇÏ ËÙµÇ An Ýß³Ý³�áË
»ÝÃ³ËáõÙµÁ: ²ñ¹»Ý ï»ë»É ¿ÇÝù, áñ Sn : An = 2, áõëïÇ
Áëï An-Ç Ó³Ë & ³ç Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý (ÙÇ
¹³ëÁ Ñ»Ýó An ¿, ÇëÏ ÙÛáõëÁª Ï»Ýï ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ
µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¿): àõñ»ÙÝ An-Á ÝáñÙ³É ¿ Sn-áõÙ & An  Sn:

3. ¸Çóáõù H ≤ G & G : H = 2: Ü³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏÇ
¹Çï³ñÏáõÙÇó å³ñ½ ¿ áñ H-Á ÝáñÙ³É ¿ G-áõÙ:
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ü³Ïïáñ-ËáõÙµ

êïáõ·»Ýù ³ÛÅÙ, áñ (10)-áí ë³ÑÙ³Ýí³Í Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ

µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ ÝáñÙ³É »ÝÃ³ËÙµ»ñÇ ¹»åùáõÙ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿

ËÙµÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ:

²ëáóÇ³ïÇíáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÁ ëïáõÛ· ¿ª

aHbHcH = abHcH =

abcH = abcH =

aHbcH = aHbHcH

áõëïÇ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·ñ»É áõÕÕ³ÏÇ abH Ï³Ù abcH & ³ÛÉÝ:

ØÇ³íáñ ï³ññÁ ¹³ eH = H Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÝ ¿ª

aHeH = aeH = aH = eaH = HaH:

Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ aH ¹³ë áõÝÇ Ñ³Ï³¹³ñÓª ³ÛÝ ¿ a−1H ¹³ëÁ.

aHa−1H = aa−1H = H:

²ÛëåÇëáí ³å³óáõó»óÇÝù, áñ

G╲H ý³Ïïáñ-µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ËáõÙµ ¿ Áëï (10)

µ³Ý³Ó&áí ë³ÑÙ³Ýí³Í Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ

µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ

¹»åùáõÙ, »ñµ H »ÝÃ³ËáõÙµÁ ÝáñÙ³É ¿ G-áõÙ:

²ÛëáõÑ»ï&, »ñµ H  G & ý³Ïïáñ-µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ËáõÙµ ¿ ³Û¹

ËáõÙµÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù ý³Ïïáñ-ËáõÙµ (Áëï H »ÝÃ³ËÙµÇ) &

G╲H Ýß³Ýáí ÏÝß³Ý³Ï»Ýù ³Û¹ ËáõÙµÁ:

28



ÐáÙáÙáñýÇ½ÙÇ Ï³éáõóí³ÍùÁ

²Ù»Ý ÙÇ f : G1  G2 ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ Ñ»ï Ï³åíáõÙ »Ý Ñ»ï&Û³É

»ñÏáõ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÁª ÙÇçáõÏÁ

ker f = x ∈ G1 ∣ fx = e

& å³ïÏ»ñÁ

Im f = y ∈ G2 ∣ ∃x ∈ G1 fx = y

ÜÏ³ï»Ýù, áñ ÙÇçáõÏÁ ãÇ Ï³ñáÕ ¹³ï³ñÏ ÉÇÝ»É, ù³ÝÇ áñ fe = e

& áõñ»ÙÝ e ∈ ker f:

Ð³Ùá½í»Ýù, áñ ÙÇçáõÏÁ G1-Ç & å³ïÏ»ñÁ G2-Ç »ÝÃ³ËÙµ»ñÝ »Ý:

¸ñ³ Ñ³Ù³ñ ëïáõ·»Ýù (1) å³ÛÙ³ÝÇ �ßïáõÃÛáõÝÁ:

¸Çóáõù x1,x2 ∈ ker f, ³å³

fx1
−1x2 = fx1

−1fx2 = fx1−1fx2 = e

ù³ÝÇ áñ fx1 = fx2 = e: (1)-Á ëïáõÛ· ¿:

ØÇçáõÏÁ ÝáñÙ³É »ÝÃ³ËáõÙµ ¿ G1-áõÙ: Æñáù, »Ã» h ∈ ker f, ³å³

fx−1hx = fx−1fhfx = fx−1efx = fx−1fx = e &
x−1hx ∈ ker f:

¸Çóáõù y1,y2 ∈ Im f: Î·ïÝí»Ý x1,x2 ∈ G1, áñ fx1 = y1 &

fx2 = y2: àõÝ»Ýù fx1
−1x2 = fx1−1fx2 = y1

−1y2, áõëïÇ

y1
−1y2 ∈ Im f & (1)-Á ëïáõÛ· ¿:

ø ³ÝÇ áñ å³ïÏ»ñÝ »ÝÃ³ËáõÙµ ¿ G2-áõÙ, ³å³ ³ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ f

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ G1-Çó Im f ÝáõÛÝå»ë ÑáÙáÙáñýÇ½Ù ¿ &

ëÏ½µÝ³Ï³Ý f : G1  G2 ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ áõëáõÙÝ³ëÇñáõÃÛáõÝÁ

Ñ³Ý·»óíáõÙ ¿ f : G1  Im f ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ áõëáõÙÝ³ëÇñáõÃÛ³ÝÁ:

àõëïÇ, ³é³Ýó ÁÝ¹Ñ³ÝñáõÃÛáõÝÁ Ë³Ëï»Éáõ Ï³ñáÕ »Ýù
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ë³ÑÙ³Ý³�³Ïí»É ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáí, »ñµ G2 = Im f:

¸Çóáõù f : G  Im f ÑáÙáÙáñýÇ½Ù ¿: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ

fa = fb  fb−1fa = e 

fb−1fa = e  fb−1a = e 

b−1a ∈ ker f  a ker f = b ker f:

²ÛëÇÝùÝ, »ñÏáõ ï³ññ»ñÇ å³ïÏ»ñÝ»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý ÙÇ³ÛÝ &

ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý Ýñ³Ýóáí ÍÝí³Í Ñ³ñ³ÏÇó

¹³ë»ñÝ Áëï ÙÇçáõÏÇ: àõëïÇ ëï³óí³Í ¿ �áËÙÇ³ñÅ»ù

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ G╲ker f ý³Ïïáñ-ËÙµÇ & Im f-Ç ÙÇç&ª

g : G╲ker f  Im f

gaker f = fa
    (14)

ä³ñ½íáõÙ ¿, áñ g-Ý Ç½áÙáñýÇ½Ù ¿: ÆëÏ³å»ë, ù³ÝÇ áñ g-Ý

�áËÙÇ³ñÅ»ù ¿, ÙÝáõÙ ¿ ëïáõ·»É

gaker fb ker f = ga ker fgb ker f

å³ÛÙ³ÝÇ �ßïáõÃÛáõÝÁ, µ³Ûó

ga ker fb ker f = gabker f = fab =

fafb = gaker fgbker f:

Â»áñ»Ù 3.(Æ½áÙáñýÇ½ÙÇ Ù³ëÇÝ Ã»áñ»ÙÁ)

ü³Ïïáñ-ËáõÙµÝ Áëï ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ ÙÇçáõÏÇ

Ç½áÙáñý ¿ ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ å³ïÏ»ñÇÝ:
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Î³ÝáÝ³Ï³Ý ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÁ

ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù, ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ ÙÇçáõÏÁ ÝáñÙ³É »ÝÃ³ËáõÙµ ¿:

ä³ñ½íáõÙ ¿, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ÝáñÙ³É »ÝÃ³ËÙµÇ Ñ³Ù³ñ Ï³ñ»ÉÇ ¿

Ï³éáõó»É ËÙµ»ñÇ ÑáÙáÙáñýÇ½Ù ³ÛÝå»ë, áñ ³Û¹ »ÝÃ³ËáõÙµÁ Ï³½ÙÇ

³Û¹ ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ ÙÇçáõÏÁ:

¸Çóáõù H  G: Î³éáõó»Ýù Ñ»ï&Û³É ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ.

f : G  G╲H

fa = aH
    (15)

ö³ëïáñ»Ý f-Á Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ï³ññ ï³ÝáõÙ ¿ ³Û¹ ï³ññáí

ÍÝí³Í (& ³Û¹ ï³ññÁ å³ñáõÝ³ÏáÕ) Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇ Ù»ç:

Ð³Ùá½í»Ýù, áñ f-Á ÑáÙáÙáñýÇ½Ù ¿.

fab = abH = aHbH = fafb:

�ïÝ»Ýù ÙÇçáõÏÁ: ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ ·ïÝ»Ýù µáÉáñ x ∈ G, áñ fx = eH:

´³Ûó fx = xH, ÇëÏ xH = H  x ∈ H: àõëïÇ ker f = H:

Î³éáõóí³Í ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÁ ÏáãíáõÙ ¿ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý

ÑáÙáÙáñýÇ½Ù & ³ÛÝ ÉÇáíÇÝ áñáßíáõÙ ¿ G ËÙµáí & Ýñ³ H ÝáñÙ³É

»ÝÃ³ËÙµáí: ²ÛëåÇëáí å³ñ½í»ó, áñ

Ï³Ù³Û³Ï³Ý ÝáñÙ³É »ÝÃ³ËáõÙµ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿

ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ ÙÇçáõÏ & Ï³Ù³Û³Ï³Ý ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ

ÙÇçáõÏ ÝáñÙ³É »ÝÃ³ËáõÙµ ¿:

²ÛëÇÝùÝ »ÝÃ³ËÙµÇ ÙÇçáõÏ ÉÇÝ»Éáõ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿

ÝáñÙ³É ÉÇÝ»ÉáõÝ & ³ÛÝ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ¹Çï»É áñå»ë ÝáñÙ³É »ÝÃ³ËÙµÇ

Ñ³Ù³ñÅ»ù ë³ÑÙ³ÝáõÙ:
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Æ½áÙáñýÇ½ÙÇ Ù³ëÇÝ Ã»áñ»ÙÁ Ñ³ñÙ³ñ ¿ Ó&³Ï»ñåíáõÙ Ý³&

ÏáÙáõï³ïÇí ¹Ç³·ñ³ÙÝ»ñÇ É»½íáí: ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï&Û³É

¹Ç³·ñ³ÙÁ (å³ïÏ»ñÁ)

f

G  Im f

f∗ ↓ g ↗

G╲ker f

áñï»Õ f : G  Im f ïñí³Í ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÝ ¿, f∗ : G  G╲ker f

Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÝ ¿ª f∗a = a ker f & g : G╲ker f  Im f

Ç½áÙáñýÇ½ÙÝ ¿ ý³Ïïáñ-ËÙµÇ & å³ïÏ»ñÇ ÙÇç&: ²Ûë ¹Ç³·ñ³ÙÁ

Ñ³ïÏ³Ýß³Ï³Ý ¿ Ýñ³Ýáí, áñ ëÏë³Í G ËÙµÇ áñ&¿ a ï³ññÇó áñ

ëÉ³ùáí ¿É ß³ñÅí»Ýù, ÙÇßï ¿É ÏÑ³ëÝ»Ýù Im f-Ç fa ï³ññÇÝ: Æñáù,

gf∗a = ga ker f = fa Ñ³Ù³Ó³ÛÝ (14-15) ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñÇ:

Æ½áÙáñýÇ½ÙÇ Ù³ëÇÝ Ã»áñ»ÙÝ ³ëáõÙ ¿, áñ áñ&¿ G ËÙµÇ µáÉáñ

ÑáÙáÙáñý å³ïÏ»ñÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ëï³Ý³É í»ñóÝ»Éáí Ýñ³ µáÉáñ

ÝáñÙ³É »ÝÃ³ËÙµ»ñÁ & Ï³éáõó»Éáí ý³Ïïáñ-ËÙµ»ñÝ Áëï ³Û¹

ÝáñÙ³É »ÝÃ³ËÙµ»ñÇ:
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òÇÏÉÇÏ ËÙµ»ñ

¸Çóáõù G-Ý ËáõÙµ ¿ & a ∈ G: Üß³Ý³Ï»Ýù 〈a〉 = an ∣ n ∈ ℤ:

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ 〈a〉 ≤ G:

ÐÝ³ñ³íáñ ¿ »ñÏáõ ¹»åù.

1. an ï³ññ»ñÁ ï³ñµ»ñ »Ý µáÉáñ n-Ç Ñ³Ù³ñ

2. ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý n ≠ m áñ an = am:

¸Çï³ñÏ»Ýù ³é³çÇÝ ¹»åùÁ: Î³éáõó»Ýù Ñ»ï&Û³É f

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁª

f : 〈a〉  ℤ

fak = k

áñï»Õ ℤ-Á í»ñóí³Í ¿ Áëï ·áõÙ³ñÙ³Ý: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ f-Á

�áËÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ ¿ 〈a〉-Ý ℤ-Ç íñ³ &

fan+m = fanfam, áõëïÇ ³ÛÝ Ç½áÙáñýÇ½Ù ¿: ²ÛëåÇëáí ³é³çÇÝ

¹»åùáõÙ 〈a〉-Ý Ç½áÙáñý ¿ ³ÙµáÕç Ãí»ñÇ ËÙµÇÝ &, áõñ»ÙÝ, ³Ýí»ñç

¿:

ºñÏñáñ¹ ¹»åùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý ³ÙµáÕç n ≠ m áñ an = am:

¸Çóáõù n > m: ´³½Ù³å³ïÏ»Éáí an = am-Ç ³ç & Ó³Ë Ù³ë»ñÁ

a−m-áí Ïëï³Ý³Ýù an−m = e: àõëïÇ »ñÏñáñ¹ ¹»åùáõÙ Ï·ïÝíÇ

³Ù»Ý³�áùñ ¹ñ³Ï³Ý ³ÙµáÕç n-Á, áñ an = e: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ

e,a,a2, . . . ,an−1 ï³ññ»ñÁ µáÉáñÝ ¿É ï³ñµ»ñ »Ý: ÆëÏ³å»ë, »Ã»

ai = aj, 0 ≤ j < i ≤ n − 1, ³å³ ai−j = e & 0 < i − j < n: ì»ñçÇÝ

å³ÛÙ³ÝÁ Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ ³ÛÝ µ³ÝÇÝ, áñ n-Á �áùñ³·áõÛÝ ¹ñ³Ï³Ý

³ÙµáÕç ÃÇíÝ ¿, áñÇ Ñ³Ù³ñ an = e: ä³ñ½ ¿, áñ an = e å³ÛÙ³ÝÇ

å³ï�³éáí 〈a〉 = e,a, a2, . . . , an−1 & 〈a〉 : 1 = n: Î³éáõó»Ýù

Ñ»ï&Û³É f ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁª
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f : 〈a〉  ℤn

fak = kmodulon

áñï»Õ ℤn-Á ÙÝ³óùÝ»ñÇ ¹³ëÝ ¿ Áëï modn, áñÁ ¹Çï³ñÏíáõÙ ¿ Áëï

·áõÙ³ñÙ³Ý: ä³ñ½ ¿, áñ f-Ý Ç½áÙáñýÇ½Ù ¿ & »ñÏñáñ¹ ¹»åùáõÙ 〈a〉

ËáõÙµÝ Ç½áÙáñý ¿ ÙÝ³óùÝ»ñÇ ¹³ë»ñÇ ËÙµÇÝ:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. 〈a〉 ËáõÙµÁ ÏáãíáõÙ ¿ óÇÏÉÇÏ ËáõÙµ ÇëÏ a ∈ G

ï³ññÁ ÏáãíáõÙ ¿ ËÙµÇ ÍÝÇã:

a ∈ G ï³ññÇ Ï³ñ· ¿ ÏáãíáõÙ ³ÛÝ �áùñ³·áõÛÝ ¹ñ³Ï³Ý ³ÙµáÕç

n ÃÇíÁ, áñ an = e:

¸Çóáõù G-Ý í»ñç³íáñ óÇÏÉÇÏ ËáõÙµ ¿, ³ÛëÇÝùÝ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ

a ∈ G áñ G = 〈a〉: ä³ñ½ ¿, áñ ËÙµÇ & a ï³ññÇ Ï³ñ·»ñÁ Ñ³í³ë³ñ

»Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ n ÃíÇÝ: �ïÝ»Ýù G-Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý ï³ññÇ Ï³ñ·Á:

ø³ÝÇ áñ G = e,a,a2, . . . , an−1, ³å³ ËÙµÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ï³ññ

áõÝÇ Ñ»ï&Û³É ï»ëùÁª ak, 0 ≤ k ≤ n − 1: �ïÝ»Ýù ³ÛÝ ³Ù»Ý³�áùñ

¹ñ³Ï³Ý ³ÙµáÕç s-Á, áñ aks = e: ä³ñ½ ¿, áñ aks = e & ù³ÝÇ áñ

a-Ç Ï³ñ·Á n ¿, ³å³ ks-Á å³ïÇÏ ¿ n-ÇÝ: àõëïÇ ak-Ç Ï³ñ·Ý

áñáß»Éáõ ËÝ¹ÇñÁ Ñ³Ý·»óíáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É Ãí³µ³Ý³Ï³Ý ËÝ¹ñÇÝ.

ïñí³Í n & k µÝ³Ï³Ý Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ ·ïÝ»É ³ÛÝ ³Ù»Ý³�áùñ s

µÝ³Ï³Ý ÃÇíÁ, áñ ks-Á µ³Å³ÝíÇ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç n-Ç íñ³:

ì»ñÉáõÍ»Ýù n-Á & k-Ý å³ñ½ ³ñï³¹ñÇãÝ»ñÇ & å³ñ½»Ýù Ã» ÇÝã ¿

Ñ³ñÏ³íáñ ³í»É³óÝ»É k-Ç í»ñÉáõÍáõÃÛ³ÝÁ, áñå»ë½Ç ³ÛÝ Çñ Ù»ç

å³ñáõÝ³ÏÇ n-Ç í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ n-Ç & k-Ç

í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ù³ëÁ ¹³ Ýñ³Ýó ³Ù»Ý³�áùñ

ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿ª n,k-Ý: àõëïÇ k-Ç í»ñÉáõÍáõÃÛ³Ý Ù»ç

n-Ç í»ñÉáõÍáõÃÛ³Ý ãå³ñáõÝ³ÏíáÕ Ù³ëÁ ¹³ n
n,k

-Ý ¿: àõñ»ÙÝ
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s = n
n,k

: ²ÛëÇÝùÝ ak ï³ññÇ Ï³ñ·Á Ñ³í³ë³ñ ¿ n
n,k

-Ç &

〈ak 〉 : 1 = n
n,k

: ²Ûëï»ÕÇó ³ÝÙÇç³å»ë ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ G

ËáõÙµÁ ÍÝíáõÙ ¿ µáÉáñ ak ï³ññ»ñáí, áñáÝó Ñ³Ù³ñ n,k = 1:

²Û¹åÇëÇ ÍÝÇãÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ ϕn-Ç, áñï»Õ ϕ-Ý ¾ÛÉ»ñÇ

ýáõÝÏóÇ³Ý ¿ª n-Çó �áùñ & n-Ç Ñ»ï �áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ Ãí»ñÇ

ù³Ý³ÏÁ (»Ã» n-Ç í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ å³ñ½ ³ñï³¹ñÇãÝ»ñÇ ¹³

p1
α1 . . .pq

αq ¿, ³å³ ϕn = n1 − 1
p1

. . . 1 − 1
pq

):

úñÇÝ³Ï
¸Çï³ñÏ»Ýù ℤ╱nℤ ý³Ïïáñ-ËáõÙµÁ, áñÝ Ç½áÙáñý ¿ Áëï modn-Ç

ÙÝ³óùÝ»ñÇ ¹³ë»ñÇ ËÙµÇÝ: Ð³ÛïÝÇ ¿, áñ n-Ç Ñ»ï �áË³¹³ñÓ³µ³ñ

å³ñ½ a-ñÇ »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ 1,2, . . . ,n − 1-Çó Ï³½ÙáõÙ ¿

ÙáõÉïÇåÉÇÏ³ïÇí »ÝÃ³ËáõÙµ ℤ╱nℤ-áõÙ, áñÇ Ï³ñ·Á Ñ³í³ë³ñ ¿

ϕn-Ç, áñï»Õ ϕ-Ý ¾ÛÉ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³Ý ¿: àõñ»ÙÝ aϕn ≡ 1 modn

µáÉáñ a-ñÇ Ñ³Ù³ñ, áñ n,a = 1: ê³ Ñ³ÛïÝÇ ¾ÛÉ»ñÇ Ã»áñ»ÙÝ ¿, áñÇ

³å³óáõÛóÁ ëï³óí»ó ÑÇÙÝí»Éáí ³ÛÝ �³ëïÇ íñ³, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý

ï³ññ µ³ñÓñ³óí³Í ËÙµÇ Ï³ñ·Ç ³ëïÇ�³Ý ï³ÉÇë ¿ ËÙµÇ ÙÇ³íáñ

ï³ññÁ: Ø³ëÝ³íáñ ¹»åùáõÙ, »ñµ n-Á å³ñ½ ÃÇí ¿, ëï³óíáõÙ ¿

Ñ³ÛïÝÇ ü»ñÙ³ÛÇ "�áùñ" Ã»áñ»ÙÁª ap−1 ≡ 1 modp µáÉáñ 0 < a < p

Ñ³Ù³ñ:

ä³ñ½»Ýù ³ÛÅÙ í»ñç³íáñ óÇÏÉÇÏ ËÙµÇ »ÝÃ³ËÙµ»ñÇ

Ï³éáõóí³ÍùÁ:

Â»áñ»Ù 4.

1. òÇÏÉÇÏ ËÙµÇ »ÝÃ³ËáõÙµÁ óÇÏÉÇÏ ¿:
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2. ºÃ» G-Ý óÇÏÉÇÏ ËáõÙµ ¿ & G : 1 = n, ³å³
n-Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý k µ³Å³Ý³ñ³ñÇ Ñ³Ù³ñ
·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ k Ï³ñ·Ç ÙÇ³Ï »ÝÃ³ËáõÙµÁ
G-áõÙ:

²å³óáõÛó. ²å³óáõó»Ýù Ã»áñ»ÙÇ ³é³çÇÝ åÝ¹áõÙÁ: ¸Çóáõù

G = 〈a〉 & H ≤ G: ä³ñ½ ¿, áñ H-Ç ï³ññ»ñÁ a-Ç ³ëïÇ�³ÝÝ»ñ »Ý:

ºÃ» H = e, ³å³ ³ÏÝÑ³Ûïáñ»Ý H-Á óÇÏÉÇÏ ¿: ºÃ» H ≠ e,

³å³ H-áõÙ Ï·ïÝíÇ a-Ç ³Ù»Ý³�áùñ ¹ñ³Ï³Ý ³ëïÇ�³ÝÁ, ³ÛëÇÝùÝ

Ï·ïÝíÇ am ∈ H & 0 < p < m  ap ∉ H: ø³ÝÇ áñ H-Ý

»ÝÃ³ËáõÙµ ¿, ³å³ 〈am 〉 ⊆ H: ¸Çóáõù an ∈ H: ´³Å³Ý»Ýù n-Á m-Ç

íñ³ª n = mq + p, 0 ≤ p < m: àõñ»ÙÝ an = amq+p = amqap & ù³ÝÇ

áñ amq ∈ H ëï³ÝáõÙ »Ýùª ap = an−mq ∈ H: ºÃ» 0 < p < m, ³å³

ap ∉ H, áõëïÇ p = 0, n = mq & an = amq: ÆëÏ ë³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿,

áñ H ⊆ 〈am 〉 & áõñ»ÙÝ H = 〈am 〉: ²ÛëåÇëáí H-Á óÇÏÉÇÏ ¿ & ³ÛÝ

ÍÝíáõÙ ¿ H-áõÙ å³ñáõÝ³ÏíáÕ a-Ç ³Ù»Ý³�áùñ ¹ñ³Ï³Ý

³ëïÇ�³Ýáí:

²å³óáõó»Ýù ³ÛÅÙ Ã»áñ»ÙÇ »ñÏñáñ¹ Ù³ëÁ: ¸Çóáõù G = 〈a〉,

G : 1 = n & H ≤ G: È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÇó å³ñ½ ¿, áñ H : 1-Á

n-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿: ¸Çóáõù 0 < k ≤ n & k-Ý n-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿:

ØÇ³Ý·³ÙÇó å³ñ½ ¿, áñ 〈a
n
k 〉-Ç Ï³ñ·Á Ñ³í³ë³ñ ¿ n

 n
k

,n
= k:

²å³óáõó»Ýù, áñ ¹³ ÙÇ³Ï k Ï³ñ·Ç »ÝÃ³ËáõÙµÝ ¿:

¸Çóáõù H ≤ G & H : 1 = k: ÆÝãå»ë ï»ë³Ýù, H = 〈am 〉, áñï»Õ

m-Á H-áõÙ å³ñáõÝ³ÏíáÕ a-Ç ³Ù»Ý³�áùñ ¹ñ³Ï³Ý ³ëïÇ�³ÝÝ ¿:

àõÝ»Ýù, áñ H : 1 = n
m,n

= k, áõñ»ÙÝ n
k

= m,n & m-Á

µ³Å³ÝíáõÙ ¿ n
k

-Ç íñ³ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç: àõëïÇ

H = 〈am 〉 ≤ 〈a
n
k 〉: ´³Ûó H-Á & 〈a

n
k 〉-Ý »ñÏáõëÝ ¿É å³ñáõÝ³ÏáõÙ »Ý k
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ï³ññ, áõñ»ÙÝ H = 〈a
n
k 〉 & Ã»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:
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àõÕÇÕ ³ñï³¹ñÛ³É

¸óÇáõù G-Ý ËáõÙµ ¿ & H-Ý áõ K-Ý G-Ç ³ÛÝåÇëÇ »ÝÃ³ËÙµ»ñ »Ý,

áñ G = HK = hk ∣ h ∈ H,k ∈ K: ä³ñ½»Ýù, Ã» ÇÝãåÇëÇ

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ G ËÙµÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ g ï³ññ ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý

ÏÝ»ñÏ³Û³óíÇ g = hk, h ∈ H,k ∈ K ï»ëùáí, ÁÝ¹ áñáõÙ »Ã»

g1 = h1k1 & g2 = h2k2, ³å³ g1g2 = h1h2k1k2:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ H ∩ K = e å³ÛÙ³ÝÝ ³ÝÑñ³Å»ßï &

µ³í³ñ³ñ ¿ g = hk Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý ÙÇ³ñÅ»ùáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ:

ÆëÏ³å»ë, »Ã» g = h1k1 = h2k2, ³å³ h2
−1h1 = k2k1

−1 ∈ H ∩ K:

àõëïÇ h2
−1h1 = k2k1

−1 = e & h1 = h2,k1 = k2: ØÛáõë ÏáÕÙÇó, »Ã»

e ≠ g ∈ H ∩ K, ³å³ g-Ý áõÝÇ »ñÏáõ ï³ñµ»ñ Ý»ñÏ³Û³óáõÙª ge & eg:

²ÛÅÙ, ¹Çóáõù g1 = h1k1, g2 = h2k2 & g1g2 = h1h2k1k2:

àõÝ»Ýùª g1g2 = h1k1h2k2 = h1h2k1k2, áõñ»ÙÝ k1h2 = h2k1, ÇÝãÁ

Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ∀h ∈ H,∀k ∈ K ëïáõÛ· ¿ ª hk = kh, ³ÛëÇÝùÝ H áõ

K »ÝÃ³ËÙµ»ñÇ ï³ññ»ñÁ ï»Õ³�áË»ÉÇ »Ý: ì»ñçÇÝ å³ÛÙ³ÝÁ

Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ H-Ç áõ K-Ç ÝáñÙ³ÉáõÃÛ³ÝÁ G-áõÙ: Ð³Ùá½í»Ýù

¹ñ³ÙÝáõÙ: ¸Çóáõù H áõ K »ÝÃ³ËÙµ»ñÇ ï³ññ»ñÁ ï»Õ³�áË»ÉÇ »Ý:

¸Çóáõù g ∈ G & g = hk: ¸Çï³ñÏ»Ýù g−1Hg µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: ä³ñ½

¿, áñ g−1Hg = k−1h−1Hhk = k−1Hk = k−1kH = H & H  G:

ÜÙ³Ý³å»ë, g−1Kg = k−1h−1Khk = h−1k−1Kkh = h−1Kh = h−1hK = K

& K  G: ²ÛÅÙ ³å³óáõó»Ýù Ñ³Ï³é³Ï åÝ¹áõÙÁ: ¸Çóáõù K  G,

H  G & h ∈ H,k ∈ K: ¸Çï³ñÏ»Ýù h−1k−1hk ï³ññÁ: àõÝ»Ýù

h−1k−1hk = h−1k−1hk ∈ K, ù³ÝÇ áñ h−1k−1h ∈ K: ØÛáõë ÏáÕÙÇóª

h−1k−1hk = h−1k−1hk ∈ H, ù³ÝÇ áñ k−1hk ∈ H: àõëïÇ

h−1k−1hk ∈ H ∩ K = e & h−1k−1hk = e, ³ÛëÇÝùÝª hk = kh:

²ÛëåÇëáí Ñ³Ý·áõÙ »Ýù Ñ»ï&Û³É ·³Õ³�³ñÇÝ:
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ê³ÑÙ³ÝáõÙ. ²ëáõÙ »Ý, áñ G ËáõÙµÝ Çñ H & K »ÝÃ³ËÙµ»ñÇ

áõÕÇÕ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ ¿, »Ã»

1. G = HK (å³ñ½ ¿, áñ HK = KH)

2. H  G & K  G

3. H ∩ K = e

ÆÝãå»ë ³ñ¹»Ý ·Çï»Ýù, Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ g ∈ G ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý

Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ áñå»ë g = hk &, »Ã» g1 = h1k1, g2 = h2k2, ³å³

g1g2 ï³ññÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ Ñ»ï&Û³ÉÝ ¿ª h1h2k1k2:

¸Çóáõù ³ÛÅÙ áõÝ»Ýù »ñÏáõ ËáõÙµª G1 & G2: ¸Çï³ñÏ»Ýù

G1 × G2 ¹»Ï³ñïÛ³Ý ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ, áñÇ íñ³ ë³ÑÙ³Ý»Ýù

µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ Ñ»ï&Û³É Ï»ñå: ¸Çóáõù

a1,b1 ∈ G1 & a2,b2 ∈ G2: ê³ÑÙ³Ý»Ýùª

a1,a2b1,b2 = a1b1,a2b2

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ G1 × G2-Ý ËáõÙµ ¿ í»ñÁ Ýßí³Í

áõÕÕáñ¹í³Í ½áõÛ·»ñÇ µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ:

ØÇ³íáñ ï³ññÁ ¹³ e1,e2-Ý ¿, áñï»Õ e1-Á G1-Ç, ÇëÏ e2-Á G2-Ç

ÙÇ³íáñÝ»ñÝ »Ý: ä³ñ½ ¿, áñ a,b-Ç Ñ³Ï³¹³ñÓÁ a−1,b−1-Ý ¿:

ÜÏ³ï»Ýù, áñ a,e2 ∣ a ∈ G1 & e1,b ∣ b ∈ G2

µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÝ »ÝÃ³ËÙµ»ñ »Ý G1 × G2 ËÙµáõÙ & ¹ñ³Ýù

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ Ç½áÙáñý »Ý G1-ÇÝ áõ G2-ÇÝ: ²Û¹

»ÝÃ³ËÙµ»ñÁ ÝáõÛÝ³óíáõÙ »Ý G1-ÇÝ áõ G2-ÇÝ: ¸ÛáõñÇÝ ¿ Ñ³Ùá½í»É,

áñ G1 × G2-Á, G1-Ý áõ G2-Á µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý áõÕÇÕ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ

ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý 1.-3. å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ, áõëïÇ G1 × G2 ËáõÙµÁ G1 & G2

ËÙµ»ñÇ áõÕÇÕ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ ¿:

G = HK áõÕÇÕ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ Ç½áÙáñý ¿ H × K ËÙµÇÝ: ÆëÏ³å»ë,
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Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ h,k ï³ññÇÝ H × K-Çó Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óÝ»Ýù hk

ï³ññÁ G-Çó: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ ³Ûë Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óáõÙÝ

ÑáÙáÙáñýÇ½Ù ¿, áñÁ �áËÙÇ³ñÅ»ù ¿ & å³ïÏ»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿

³ÙµáÕç G-Ç Ñ»ï: àõñ»ÙÝ ¹³ Ç½áÙáñýÇ½Ù ¿: ²Û¹ å³ï�³éáí ³ÛÝ

�³ëïÁ, áñ G = HK áõÕÇÕ ³ñï³¹ñÛ³É ¿ ·ñáõÙ »Ý Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª

G = H × K:

´Ý³Ï³Ý Ó&áí ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ Ï³Ù³Û³Ï³Ý í»ñç³íáñ

ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ ËÙµ»ñÇ áõÕÇÕ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁª G1 × G2 ×…×Gn

¹»Ï³ñïÛ³Ý ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ï³ññ»ñÁ µ³½Ù³å³ïÏíáõÙ »Ý Ñ»ï&Û³É

Ï»ñåª

a1,a2,… ,anb1,b2,… ,bn = a1b1,a2b2,… ,anbn

Gi ËáõÙµÁ ÝáõÛÝ³óíáõÙ ¿

e1,… ,ei−1,a,ei+1,… ,en ∣ a ∈ Gi

»ÝÃ³ËÙµÇÝ:

¸Çóáõù H1,… ,Hn-Á G ËÙµÇ »ÝÃ³ËÙµ»ñ »Ý & G = H1…Hn: G

ËáõÙµÁ ÏÉÇÝÇ H1,… ,Hn »ÝÃ³ËÙµ»ñÇ áõÕÇÕ ³ñï³¹ñÛ³É, »Ã»

h1,… ,hn  h1…hn ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÝ Ç½áÙáñýÇ½Ù ¿

H1 × H2 ×…×Hn & G = H1…Hn ËÙµ»ñÇ ÙÇç&: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ·ñáõÙ

»Ýª G = H1 × H2 ×…×Hn & ë³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ

g ∈ G Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Ýñ³ ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý áñáßí³Í

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁª g = h1…hn, áñï»Õ hi ∈ Hi, i = 1,… ,n, & »Ã»

g1 = h1…hn,g2 = h́1… h́n, ³å³ g1g2 = h1h́1… hnh́n: Ü³&

ï³ñµ»ñ Hi-Ç & Hj-Ç ï³ññ»ñÁ ï»Õ³�áË»ÉÇ »Ý: àõÕÇÕ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ

ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý 1.-3. å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ Ï·ñí»Ý Ñ»ï&Û³É Ï»ñå.

1. G = H1…Hn

2. ∀i Hi  G
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3. ∀i H1…Hi ∩ Hi+1 = e

úñÇÝ³ÏÝ»ñ
1. ¸Çóáõù G =< g >-Ý óÇÏÉÇÏ ËáõÙµ ¿ & G : 1 = n = pq,

áñï»Õ p,q = 1, ³ÛëÇÝùÝ p-Ý áõ q-Ý �áË³¹³ñÓ³µ³ñ
å³ñ½ Ãí»ñ »Ý: Üß³Ý³Ï»Ýù H =< gp > & K =< gq >:
ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù H : 1 = q, K : 1 = p & H-Ý áõ K-Ý q & p

Ï³ñ·Ç ÙÇ³Ï »ÝÃ³ËÙµ»ñÝ »Ý G-áõÙ: ²å³óáõó»Ýù, áñ
G = H × K: Ð³Ù³Ó³ÛÝ ¾íùÉÇ¹»ëÇ ³É·áñÇÃÙÇ ·áÛáõÃÛáõÝ
áõÝ»Ý ³ÙµáÕç x & y ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ xp + yq = 1: ¸Çóáõù
gz ∈ G: àõÝ»Ýùª gz = gzxp+zyq = gpzxgqzy, ë³Ï³ÛÝ
gpzx ∈ H & gqzy ∈ K, áõëïÇ G = HK: ø³ÝÇ áñ óÇÏÉÇÏ

ËáõÙµÝ ³µ»ÉÛ³Ý ¿ (ï»Õ³�áË»ÉÇ), ³å³ ¹ñ³ µáÉáñ
»ÝÃ³ËÙµ»ñÁ ÝáñÙ³É »Ý: ¸Çóáõù gz ∈ H ∩ K: ¸³
Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ gz = gps = gqt & ps ≡ qt modn: àõñ»ÙÝ
ps − qt = nv & ps − qt = pqv: ²Ûëï»ÕÇó Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ

ps = qt + pv: ø³ÝÇ áñ p-Ý áõ q-Ý �áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½
»Ý, ³å³ s ≡ 0 modq & t ≡ 0 modp: ²ÛëÇÝùÝ ps ≡ 0mod n &
qt ≡ 0 modn, áõëïÇ gps = gqt = e: ²ÛëåÇëáí áõÕÇÕ
³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý µáÉáñ 1.-3. å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ
µ³í³ñ³ñí³Í »Ý & G = H × K:

2. ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù n Ï³ñ·Ç óÇÏÉÇÏ ËáõÙµÝ Ç½áÙáñý ¿ Áëï
modn-Ç ÙÝ³óùÝ»ñÇ ¹³ë»ñÇ ËÙµÇÝ (Áëï ·áõÙ³ñÙ³Ý), áñÝ
Ç½áÙáñý ¿ ℤ/nℤ ý³Ïïáñ-ËÙµÇÝ & áñÁ Ù»Ýù Ýß³Ý³Ï»É ¿ÇÝù
ℤn-áí: ì»ñÉáõÍ»Ýù n-Á å³ñ½ ³ñï³¹ñÇãÝ»ñÇª
n = p1

α1p2
α2…pk

αk : Ð³Ù³Ó³ÛÝ Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏÇ ëï³ÝáõÙ
»Ýù, áñ ℤn = ℤp1

α1 ×…×ℤpk

αk :

3. ¸Çóáõù G-Ý óÇÏÉÇÏ ËáõÙµ ¿ & G : 1 = pα, áñï»Õ p-Ý
å³ñ½ ÃÇí ¿: öáË³ñÇÝ»Ýù G-Ý Ýñ³Ý Ç½áÙáñý ℤpα ËÙµáí:

ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù ℤpα-Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý ë»�³Ï³Ý »ÝÃ³ËáõÙµ
óÇÏÉÇÏ ¿ & Ýñ³ Ï³ñ·Á Ñ³í³ë³ñ ¿ pβ, 0 < β < α: àõñ»ÙÝ
ℤpα-Ç µáÉáñ »ÝÃ³ËÙµ»ñÝ »Ýª

41



0 ⊂ ℤp ⊂ ℤp2 ⊂…⊂ ℤpα−1 ⊂ ℤpα : ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ

Ï³Ù³Û³Ï³Ý »ñÏáõ ë»�³Ï³Ý »ÝÃ³ËÙµ»ñÇ Ñ³ïáõÙÁ
å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ ℤp-Ý: àõëïÇ, ℤpα (ÇÝãå»ë & G-Ý) ÑÝ³ñ³íáñ

ã¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É ë»�³Ï³Ý »ÝÃ³ËÙµ»ñÇ áõÕÇÕ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ
ÙÇçáóáí:
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ÌÝÇã µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. G ËÙµÇ S »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÍÝÇã

µ³½ÙáõÃÛáõÝ G-Ç Ñ³Ù³ñ, »Ã» G-Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý a ï³ññ Ï³ñ»ÉÇ

Ý»ñÏ³Û³óÝ»É S-Ç ï³ññ»ñÇ Ï³Ù ¹ñ³Ýó Ñ³Ï³¹³ñÓÝ»ñÇ

³ñï³¹ñÛ³Éáíª a = x1
1x2

2 . . .xk
k , i ∈ 1,−1, xi ∈ S, i = 1,2, . . . ,k:

úñÇÝ³ÏÝ»ñ

1. ¸Çóáõù G = Sn: Ð³ÛïÝÇ ¿, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý
ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É ïñ³Ýëåá½ÇóÇ³Ý»ñÇ
³ñï³¹ñÛ³Éáí, áõëïÇ µáÉáñ n ï³ññ³ÝÇ
ïñ³Ýëåá½ÇóÇ³Ý»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ¹³ ÍÝÇã µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿
Sn-Ç Ñ³Ù³ñ: Ø»Ï ³ÛÉ ÍÝÇã µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿ Sn-Ç Ñ³Ù³ñ
Ñ»ï&Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³½Ùí³Í »ñÏáõ

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇóª
1 2 3 … n − 1 n

2 3 4 … n 1
&

1 2 3 4 … n

2 1 3 4 … n
, áñáÝóÇó ³é³çÇÝÁ n »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý

óÇÏÉ ¿, ÇëÏ ÙÛáõëÁª ïñ³Ýëåá½ÇóÇ³:

2. ¸Çóáõù G = An: ÌÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿ µáÉáñ 3

»ñÏ³ñáõÃÛ³Ý óÇÏÉ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ:

3. ¸Çóáõù G = ℤ,+: ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï&Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ
S = 2m ∣ m ∈ ℤ, m ≥ 0: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý
³ÙµáÕç ÃÇí áõÝÇ »ñÏáõ³Ï³Ý Ý»ñÏ³Û³óáõÙ, áñÁ 2-Ç

³ëïÇ�³ÝÝ»ñÇ ·áõÙ³ñ ¿ (µ³ó³ë³Ï³Ý ÃíÇ Ñ³Ù³ñ í»ñóíáõÙ
»Ý S µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ñ³Ï³¹ÇñÝ»ñÁ):

4. ¸Çóáõù G-Ý Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¿
¹Çï³ñÏí³Í Áëï ·áõÙ³ñÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý: üÇùë»Ýù
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»ñÏáõ áã ÏáÉÇÝ»³ñ í»ÏïáñÝ»ñ a⃗ & b⃗: Î³éáõó»Ýù S

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁª λa⃗ ∣ λ ∈ ℝ ∪ μb⃗ ∣ μ ∈ ℝ: ä³ñ½ ¿, áñ
Ï³Ù³Û³Ï³Ý í»Ïïáñ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É S-Ç ï³ññ»ñÇ
·áõÙ³ñÇ ï»ëùáí: àõëïÇ, S-Á ÍÝÇã µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿:
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ÌÝÇãÝ»ñÇ "áõÅ»Õ" µ³½ÙáõÃÛáõÝ

ÌÝÇã µ³½ÙáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó »ñ&áõÙ ¿, áñ ËÙµÇ µáÉáñ

ï³ññ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ëï³Ý³É Ï³éáõó»Éáí ÍÝÇã µ³½ÙáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñÇ

µáÉáñ ÑÝ³ñ³íáñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÁ: ÆÑ³ñÏ», ¹³ ÇÙ³ëï áõÝÇ ³Ý»É

í»ñç³íáñ ËÙµ»ñÇ ¹»åùáõÙ: ê³Ï³ÛÝ ³É·áñÇÃÙ³Ï³Ý ï»ë³Ï»ïÇó

ËÙµÇ ÍÝÇã µ³½ÙáõÃÛ³Ý ÙÇçáóáí ïñÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ Ã»ñÇ ¿, ù³ÝÇ áñ

áõÝ»Ý³Éáí ÙÇ³ÛÝ Ã»Ïáõ½& ÍÝÇãÝ»ñÇ í» ñç³íáñ µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¹ÛáõñÇÝ

ã¿ µáÉáñ ÑÝ³ñ³íáñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÇ Ï³éáõóáõÙÁ: ÊÙµÇ ï³ññÇ

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ ÍÝÇã µ³½ÙáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñáí ÙÇ³ñÅ»ù ã¿, &

áõÝ»Ý³Éáí ÍÝÇã µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÑÝ³ñ³íáñ ã¿ ÝáõÛÝÇëÏ Ñ³ßí»É ËÙµÇ

Ï³ñ·Á:

ì»ñÁ Ýßí³Í å³ï�³éÝ»ñáí ÇÙ³ëï áõÝÇ ¹Çï³ñÏ»É ÍÝÇã

µ³½ÙáõÃÛ³Ý ·³Õ³�³ñÇ Ù»Ï ³ÛÉ ³í»ÉÇ Ý»Õ ï³ñµ»ñ³Ï, áñÁ ½»ñÍ ¿

í»ñáÑÇßÛ³É Ã»ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó: Ð»ï³·³ÛáõÙ óáõÛó Ïï³Ýù, áñ

Ï³Ù³Û³Ï³Ý ÍÝÇã µ³½ÙáõÃÛáõÝÇó Ï³ñ»ÉÇ ¿ ³ÝóÝ»É

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ýáñ "Ý»Õ" ï³ñµ»ñ³ÏÇÝ:

²ÛÅÙ ÝÏ³ñ³·ñ»Ýù ÍÝÇã µ³½ÙáõÃÛáõÝ Ï³éáõó»Éáõ ÙÇ »Õ³Ý³Ï:

¸Çóáõù G ≤ Sn: (Àëï ø»ÉÇÇ Ã»áñ»ÙÇ (Â»áñ»Ù 1) Ï³ñáÕ »Ýù

ë³ÑÙ³Ý³�³Ïí»É ÙÇ³ÛÝ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ËÙµ»ñÇ

¹Çï³ñÏÙ³Ùµ:) Î³éáõó»Ýù G-Ç »ÝÃ³ËÙµ»ñÇ ÙÇ ßÕÃ³ª

G ≥ G1 ≥ G12 ≥…≥ G123…i ≥…≥ G123…n−1 = G123…n = e     (16)

²Ûëï»Õ G123…i-Ý Ï³½Ùí³Í ¿ G-Ç ³ÛÝ µáÉáñ

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó, áñ 1-Á ï³ÝáõÙ »Ý 1-Ç Ù»ç, 2-Áª 2-Ç, 3-Áª

3-Ç..., i-Ýª i-Ç Ù»ç: ä³ñ½ ¿, áñ e ∈ G123…i ≠  & G123…i ≤ G,

i ∈ 1, 2,… ,n: ¸Çï³ñÏ»Ýù (16)-Ç »ñÏáõ Ñ³ñ&³Ý ³Ý¹³ÙÝ»ñÇ

½áõÛ·Áª
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G123…i−1 ≥ G123…i

& Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ý³Ïïáñ-µ³½ÙáõÃÛáõÝÁª

G123…i−1╲G123…i:

´áÉáñ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ G123…i−1-Çó å³Ñå³ÝáõÙ »Ý 1-Çó i − 1

ï³ññ»ñÁ (³ÛëÇÝùÝ ï³ÝáõÙ »Ý 1-Á 1-Ç Ù»ç, ..., i − 1-Áª i − 1-Ç Ù»ç):

ºñÏáõ x & y ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝ G123…i−1-Çó Ïå³ïÏ³Ý»Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ

Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇÝ Áëï G123…i-Ç  xi = yi (³ÛëÇÝùÝ ÙÇ³ÛÝ »ñµ

x-Á & y-Á i ï³ññÁ ï³ÝáõÙ »Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ ï³ññÇ Ù»ç): Æñáù, áñå»ë½Ç

x-Á & y-Á ÉÇÝ»Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ ¹³ëÇó Áëï G123…i-Ç ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ &

µ³í³ñ³ñ, áñ x−1y ∈ G123…i: ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ x−1yi = i,

µ³Ûó x−1yi = x−1yi = i & áõñ»ÙÝ xi = yi: ²Ûëï»ÕÇó

»½ñ³Ï³óÝáõÙ »Ýù, áñ G123…i−1╲G123…i ý³Ïïáñ-µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ

Ï³ñáÕ ¿ áõÝ»Ý³É ³Ù»Ý³ß³ïÁ n − i − 1 = n − i + 1 ï³ññ

(Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë), ³ÛëÇÝùÝª G123…i−1 : G123…i ≤ n − i + 1:

Î³éáõó»Ýù G-Ç ï³ññ»ñÇ ÙÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝ Ñ»ï&Û³É Ï»ñå:

¸Çï³ñÏ»Ýù G╲G1-Á: Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇó, µ³óÇ

G1-Çó, Ï³Ù³Û³Ï³Ý Ó&áí ÁÝïñ»Ýù ÙÇ Ý»ñÏ³Û³óáõóÇã: G1-Çó áñå»ë

Ý»ñÏ³Û³óáõóÇã ÁÝïñ»Ýù ÙÇ³íáñ ï³ññÁª e-Ý: Üß³Ý³Ï»Ýù ³Û¹

Ý»ñÏ³Û³óáõóÇãÝ»ñÁ e,x1,x2, . . . , xk1
-áí: ä³ñ½ ¿, áñ k1 + 1 ≤ n:

¸ñ³ÝÇó Ñ»ïá ¹Çï³ñÏ»Ýù G1╲G12-Á: ÎñÏÇÝ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ

Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇó, µ³óÇ G12-Çó, Ï³Ù³Û³Ï³Ý Ó&áí ÁÝïñ»Ýù ÙÇ

Ý»ñÏ³Û³óáõóÇã: G12-Çó áñå»ë Ý»ñÏ³Û³óáõóÇã ÁÝïñ»Ýù ÙÇ³íáñ

ï³ññÁª e-Ý: Üß³Ý³Ï»Ýù ³Û¹ Ý»ñÏ³Û³óáõóÇãÝ»ñÁ

e,y1,y2, . . . ,yk2
-áí: ä³ñ½ ¿, áñ k2 + 1 ≤ n − 1: Þ³ñáõÝ³Ï»Éáí

åñáó»ëÁ ³Ù»Ý ÙÇ G123…i−1╲G123…i-Ç Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Ñ³ñ³ÏÇó

¹³ëÇó ÁÝïñ»Ýù Ý»ñÏ³Û³óáõóÇãÝ»ñ í»ñóÝ»Éáí e-Ý áñå»ë G123…i-Ç

Ý»ñÏ³Û³óáõóÇã: ì»ñçáõÙ Ï¹Çï³ñÏ»Ýù G123…n−2╲G123…n−1-Á, áñÝ

³Ù»Ý³ß³ïÁ Ï³ñáÕ ¿ áõÝ»Ý³É »ñÏáõ ï³ññª ÙÇ³íáñÁ & ³ÛÝ
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ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ, áñ å³Ñå³ÝáõÙ ¿ 1-Çó n − 2 ï³ññ»ñÁ, ÇëÏ n − 1-Á

ï³ÝáõÙ ¿ n-Ç Ù»ç, n-Ý ¿Éª n − 1-Ç Ù»ç:

¸³ë³íáñ»Ýù ÁÝïñí³Í Ý»ñÏ³Û³óáõóÇãÝ»ñÇÝ ÙÇ ³ÕÛáõë³ÏÇ Ù»ç

ïáÕ»ñáõÙ ·ñ»Éáí G123…i−1╲G123…i-ñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõóÇãÝ»ñÇÝ: ²Û¹

³ÕÛáõë³ÏÁ ÏáõÝ»Ý³ Ñ»ï&Û³É ï»ëùÁ.

e x1 x2 ⋯ xk1

e y1 y2 ⋯ yk2

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

    (17)

²ÕÛáõë³ÏÇ ³é³çÇÝ ïáÕÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ k1 + 1 ï³ññ &

k1 + 1 ≤ n, »ñÏñáñ¹ ïáÕÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ k2 + 1 ≤ n − 1 ï³ññ &

³ÛÉÝ: ²å³óáõó»Ýù, áñ (17) ³ÕÛáõë³ÏáõÙ ÁÝ¹·ñÏí³Í

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÍÝÇã µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿ G ËÙµÇ

Ñ³Ù³ñ:

¸Çóáõù a ∈ G: ¸Çï³ñÏ»Ýù G╲G1-Á: ä³ñ½ ¿, áñ a-Ý

å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ áñ&¿ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇ Áëï G1-Ç: ¸Çóáõù ³Û¹ ¹³ëÇ

Ý»ñÏ³Û³óáõóÇãÁ x1-Ý ¿: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ª x1
−1a ∈ G1, ù³ÝÇ áñ ³ñ¹»Ý

å³ñ½»É »Ýù, áñ a-Ý & x1-Á ÝáõÛÝ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇó »Ý

 x11 = a1: ¸Çóáõù x1
−1a-Ý å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ G1╲G12-Ç ³ÛÝ

Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇÝ, áñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõóÇãÁ y2-Ý ¿: àõñ»ÙÝ,

y2
−1x1

−1a ∈ G12: ¸Çï³ñÏ»Ýù ³ÛÅÙ G12╲G123-Á: ¸Çóáõù z3-Á y2
−1x1

−1a

ï³ññÁ å³ñáõÝ³ÏáÕ (17) ³ÕÛáõë³ÏÇ »ññáñ¹ ïáÕáõÙ ·ïÝíáÕ Áëï

G123-Ç Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇ Ý»ñÏ³Û³óáõóÇãÝ ¿: ä³ñ½ ¿, áñ

z3
−1y2

−1x1
−1a ∈ G123: Þ³ñáõÝ³Ï»Éáí ³Ûë åñáó»ëÁ Ïëï³Ý³Ýù (17)

³ÕÛáõë³ÏÇ ï³ññ»ñÇ (³Ù»Ý ïáÕÇó Ù»Ï³Ï³Ý) ÙÇ ³ñï³¹ñÛ³Éª

. . . z3
−1y2

−1x1
−1a ∈ G123…n−1 = e, áõëïÇ . . . z3

−1y2
−1x1

−1a = e &

a = x1y2z3. . . : ²ÛëÇÝùÝ, G ËÙµÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝ

Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ (17) ³ÕÛáõë³ÏÇ ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³Éáí & ³Û¹

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÍÝÇã µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿:
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ÜÏ³ï»Ýù, áñ í»ñÁ Ýßí³Í ³ñï³¹ñÛ³ÉáõÙ Ù³ëÝ³ÏóáõÙ ¿ (17)

³ÕÛáõë³ÏÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ïáÕÇó Ù»Ï³Ï³Ý ï³ññ (áñáß ¹»åù»ñáõÙ

¹³ Ï³ñáÕ ¿ ÉÇÝ»É ÙÇ³íáñÁª e-Ý), ÁÝ¹ áñáõÙ ëÏ½µÇó í»ñóíáõÙ ¿

³é³çÇÝ ïáÕÇó Ù»Ï ï³ññ, Ñ»ïá »ñÏñáñ¹Çóª & ³Û¹å»ë ß³ñáõÝ³Ï:

ÜÏ³ï»Ýù, áñ a = x1y2z3. . . Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ ÙÇ³ÏÝ ¿, ù³ÝÇ áñ, »Ã»

³Û¹ Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý áñ&¿ ï³ññ �áË³ñÇÝíÇ (17) ³ÕÛáõë³ÏÇ ÝáõÛÝ

ïáÕÇó Ù»Ï ³ÛÉ ï³ññáí, ³å³ ¹³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý G123…i−1╲G123…i-áõÙ í»ñóíáõÙ ¿ Ù»Ï ³ÛÉ

Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë & áõëïÇ ÑÝ³ñ³íáñ ã¿ ëï³Ý³É a ï³ññÁ: úñÇÝ³Ï,

¹Çï³ñÏ»Ýù a = x1y2z3 & b = x1y2z2 ï³ññ»ñÁ, ³å³ y2
−1x1

−1a ∈ G12

& y2
−1x1

−1b ∈ G12: ø³ÝÇ áñ z3 ≠ z2, ³å³ ¹ñ³Ýù Áëï G123-Ç

ï³ñµ»ñ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõóÇãÝ»ñ »Ý & z33 ≠ z23:

àõëïÇ, a3 ≠ b3:

²ÛëåÇëáí ëï³ó³Ýù, áñ (17) ³ÕÛáõë³Ïáí ïñíáÕ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ

ÍÝÇã µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿ G ËÙµÇ Ñ³Ù³ñ, ÁÝ¹ áñáõÙ ËÙµÇ ï³ññ»ñÇ

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ (17) ³ÕÛáõë³ÏÇ ï³ññ»ñÇ ÙÇçáóáí ÙÇ³ÏÝ ¿ »Ã»

³Ù»Ý ïáÕÇó Ñ³çáñ¹³µ³ñ í»ñóí³Í ¿ �Çßï Ù»Ï ï³ññ: ¸ÛáõñÇÝ ¿

ï»ëÝ»É, áñ G ËÙµÇ ï³ññ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ (17) ³ÕÛáõë³ÏÇ

ï³ññ»ñÇ í»ñÁ Ýßí³Í ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÇÝ, áñÝ Çñ Ñ»ñÃÇÝ

Ñ³í³ë³ñ ¿ ³ÕÛáõë³ÏÇ ïáÕ»ñáõÙ å³ñáõÝ³ÏíáÕ

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇÝ, ³ÛëÇÝùÝ

G : 1 = k1 + 1k2 + 1. . . :

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. (17) ³ÕÛáõë³Ïáí ïñí³Í ÍÝÇã µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ

ÏáãíáõÙ ¿ "áõÅ»Õ" ÍÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝ:
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êÇÙëÇ ³É·áñÇÃÙÁ

¸Çóáõù G ≤ Sn & ËáõÙµÁ ïñí³Í ¿ ÍÝÇãÝ»ñÇ S µ³½ÙáõÃÛ³Ý

ÙÇçáóáí: êÇÙëÇ ³É·áñÇÃÙÁ ëï³Ý³Éáí S µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³éáõóáõÙ ¿

G ËÙµÇ "áõÅ»Õ" ÍÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝ:

²É·áñÇÃÙÁ Ï³éáõóáõÙ ¿ (17) ³ÕÛáõë³ÏÁ: ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ û·ïí»Éáõ

»Ýù n × n ÙÇ ³ÕÛáõë³ÏÇó, áñÇ í³Ý¹³ÏÝ»ñÇ Ù»ç ·ñ»Éáõ »Ýù

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñ: ²Û¹ ³ÕÛáõë³ÏÝ áõÝÇ Ñ»ï&Û³É ï»ëùÁ.

1 2 3 … n

1 e

2 ■ e

3 ■ ■ e

⋮ ■ ■ ■ ⋱

n ■ ■ ■ ■ e

    (18)

²ÕÛáõë³ÏÇ ïáÕ»ñÁ & ëÛáõÝ»ñÁ Ñ³Ù³ñ³Ï³Éí³Í »Ý 1,2, . . . , n

Ãí»ñáí: ²ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ í³Ý¹³ÏÝ»ñáõÙ ·ñí³Í ¿ ÙÇ³íáñ

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ: ²ÝÏÛáõÝ³·ÍÇó Ý»ñù& ·ïÝíáÕ í³Ý¹³ÏÝ»ñÁ ã»Ý

û·ï³·áñÍíáõÙ: ì³Ý¹³Ï ³ë»Éáí Ù»Ýù ³ÛëáõÑ»ï& ÏÑ³ëÏ³Ý³Ýù

³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇó í»ñ& ·ïÝíáÕ í³Ý¹³ÏÝ»ñÁ: ì³Ý¹³ÏÝ»ñáõÙ Ï³ñáÕ

»Ý ï»Õ³¹ñí»É ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñª Ù»Ï ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝ Ù»Ï

í³Ý¹³ÏáõÙ: ì³Ý¹³ÏÝ»ñÁ Ý³& Ï³ñáÕ »Ý ¹³ï³ñÏ ÉÇÝ»É:

²É·áñÇÃÙÇ ÁÝÃ³óùáõÙ áñáß ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñ ·ñíáõÙ »Ý ¹³ï³ñÏ

í³Ý¹³ÏÝ»ñÇ Ù»ç: ºÃ» i-ñ¹ ïáÕÇ j-ñ¹ í³Ý¹³ÏáõÙ (i < j) ·ñí»É ¿ x

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ, ³å³ å³ñï³¹Çñ å»ïù ¿ ï»ÕÇ áõÝ»Ý³ xi = j

å³ÛÙ³ÝÁ: ²ÛëÇÝùÝ ³Û¹ í³Ý¹³ÏÁ Ý³Ë³ï»ëí³Í ¿ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝåÇëÇ

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ, áñáÝù i ï³ññÁ ï³ÝáõÙ »Ý j ï³ññÇ

Ù»ç: ö³ëïáñ»Ý (18) ³ÕÛáõë³ÏÇ í³Ý¹³ÏÝ»ñáõÙ ³É·áñÇÃÙÇ
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³ßË³ï³ÝùÇ ³ñ¹ÛáõÝùáõÙ ëï³óíáõÙ »Ý (17) ³ÕÛáõë³ÏÇ ï³ññ»ñÁ,

³ÛëÇÝùÝ Ï³éáõóíáõÙ ¿ "áõÅ»Õ" ÍÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ:

êÇÙëÇ ³É·áñÇÃÙÝ ³ßË³ï³ÝùÇ ÁÝÃ³óùáõÙ å³ñµ»ñ³µ³ñ

Ï³ï³ñáõÙ ¿ ÙÇ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ, áñÁ ÏáãíáõÙ ¿ cascade: ²Û¹

·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ ÏÇñ³éíáõÙ ¿ áñ&¿ ï»Õ³¹ñáõÃÛ³ÝÝ, »ñµ (18)

³ÕÛáõë³ÏÁ Ù³ë³Ùµ Éñ³óí³Í ¿, ³ÛëÇÝùÝ áñáß í³Ý¹³ÏÝ»ñáõÙ ³ñ¹»Ý

Ï³ñáÕ »Ý ï»Õ³¹ñí³Í ÉÇÝ»É ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñ:

ÜÏ³ñ³·ñ»Ýù cascade ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ: ¸Çóáõù ïñí³Í ¿ a

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ: cascade(a)-áí Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý

ÏÇñ³éáõÙÁ a ï»Õ³¹ñáõÃÛ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ:

cascade(a)-Ý Ñ³ßíáõÙ »Ýù Ñ»ï&Û³É Ï»ñå.

1. Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ýù b-áí ÁÝÃ³óÇÏ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ &
í»ñóÝáõÙ »Ýù b = a

2. Ñ³ßíáõÙ »Ýù b1-Á & ¹Çï³ñÏáõÙ »Ýù (18) ³ÕÛáõë³ÏÇ
³é³çÇÝ ïáÕÁ

3. »Ã» b1 = 1 ³ÝóÝáõÙ »Ýù 5. Ï»ïÇÝ

4. »Ã» b1 = i ≠ 1 ëïáõ·áõÙ »Ýù ³é³çÇÝ ïáÕÇ i-ñ¹
í³Ý¹³ÏÁ. »Ã» ³ÛÝ ¹³ï³ñÏ ¿, ³å³ ï»Õ³¹ñáõÙ »Ýù ³Û¹
í³Ý¹³ÏáõÙ b ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ & cascade(a)-Ý ³í³ñïí³Í
¿. »Ã» ³Û¹ í³Ý¹³ÏÁ ½µ³Õ»óí³Í ¿ & ³Û¹ï»Õ ·ñí³Í ¿ x

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ, ³å³ Ñ³ßíáõÙ »Ýù b = x−1b, í»ñóÝáõÙ »Ýù
³Û¹ Ýáñ ÁÝÃ³óÇÏ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ & ³ÝóÝáõÙ »Ýù Ñ³çáñ¹
Ï»ïÇÝ

5. Ñ³ßíáõÙ »Ýù b2-Á & ¹Çï³ñÏáõÙ »Ýù (18) ³ÕÛáõë³ÏÇ
»ñÏñáñ¹ ïáÕÁ

6. »Ã» b2 = 2 ³ÝóÝáõÙ »Ýù 8. Ï»ïÇÝ

7. »Ã» b2 = i ≠ 2 ëïáõ·áõÙ »Ýù »ñÏñáñ¹ ïáÕÇ i-ñ¹
í³Ý¹³ÏÁ. »Ã» ³ÛÝ ¹³ï³ñÏ ¿, ³å³ ï»Õ³¹ñáõÙ »Ýù ³Û¹
í³Ý¹³ÏáõÙ b ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ & cascade(a)-Ý ³í³ñïí³Í
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¿. »Ã» ³Û¹ í³Ý¹³ÏÁ ½µ³Õ»óí³Í ¿ & ³Û¹ï»Õ ·ñí³Í ¿ y

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ, ³å³ Ñ³ßíáõÙ »Ýù b = y−1b, í»ñóÝáõÙ »Ýù
³Û¹ Ýáñ ÁÝÃ³óÇÏ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ & ³ÝóÝáõÙ »Ýù Ñ³çáñ¹
Ï»ïÇÝ

8. í»ñÁ Ýßí³Í »Õ³Ý³Ïáí ß³ñáõÝ³ÏáõÙ »Ýù åñáó»ëÁ ÙÛáõë
ïáÕ»ñÇ Ñ³Ù³ñ Ñ³çáñ¹³µ³ñ:

²ñ¹ÛáõÝùáõÙ, Ï³Ù (18) ³ÕÛáõë³ÏáõÙ Éñ³óíáõÙ ¿ ÙÇ Ýáñ í³Ý¹³Ï,

Ï³Ù ¿É ³ÝóÝ»Éáí (18) ³ÕÛáõë³ÏÇ µáÉáñ ïáÕ»ñáí ¹áõñë »Ýù ·³ÉÇë

³ÕÛáõë³ÏÇó ëï³Ý³Éáí a-Ç Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ ³ÕÛáõë³ÏÇ ï³ññ»ñÇ

ÙÇçáóáíª a = xy. . . Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ïáÕÇó Ù»Ï ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝ

í»ñóí³Í:

¸Çóáõù G ≤ Sn & ËáõÙµÁ ïñí³Í ¿ ÍÝÇãÝ»ñÇ S µ³½ÙáõÃÛ³Ý

ÙÇçáóáí: ø³ÝÇ áñ G-Ý í»ñç³íáñ ¿ Ï³Ù³Û³Ï³Ý a ∈ G áõÝÇ

í»ñç³íáñ Ï³ñ·, ³ÛëÇÝùÝ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ¹ñ³Ï³Ý ³ÙµáÕç ÃÇí m

³ÛÝåÇëÇ, áñ am = e (ÑÇß»Ýù, áñ m-Á ËÙµÇ Ï³ñ·Ç µ³Å³Ý³ñ³ñ ¿):

àõñ»ÙÝ am−1a = e & am−1 = a−1: G-Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý a ï³ññ ëï³óíáõÙ

¿ S µ³½ÙáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ÙÇçáóáíª a = x1
1x2

2 . . . xk
k ,

i ∈ 1,−1, xi ∈ S, i = 1,2, . . . , k: ê³Ï³ÛÝ Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí

am−1 = a−1 Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ëï³óíáõÙ ¿, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý a ï³ññÇ

Ñ³Ù³ñ Ï·ïÝíÇ ³ÛÝåÇëÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙ a = x1
1x2

2 . . . xk
k , áñ i = 1,

³ÛëÇÝùÝ a-Ý S µ³½ÙáõÃÛ³Ý (³é³Ýó ¹ñ³ Ñ³Ï³¹³ñÓÝ»ñÇ

û·ï³·áñÍÙ³Ý) ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ ¿:
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êÇÙëÇ ³É·áñÇÃÙÇ ÝÏ³ñ³·ñáõÃÛáõÝÁ &

Ïáé»ÏïáõÃÛ³Ý ³å³óáõÛóÁ
²É·áñÇÃÙÇ Ùáõïù ¿ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ n ï³ññ³ÝÇ

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó Ï³½Ùí³Í S µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñÁ ÍÝÇãÝ»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿ ÇÝã-áñ ÙÇ G ≤ Sn »ÝÃ³ËÙµÇ Ñ³Ù³ñ: ²É·áñÇÃÙÇ

³ßË³ï³ÝùÇ ³ñ¹ÛáõÝùáõÙ Ï³éáõóíáõÙ ¿ G ËÙµÇ "áõÅ»Õ" ÍÝÇãÝ»ñÇ

ÙÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝ, áñÇ ï³ññ»ñÁ ëï³óíáõÙ »Ý (18) ³ÕÛáõë³ÏáõÙ

(áñÇ ïáÕ»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ "áõÅ»Õ"

ÍÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý (17) ³ÕÛáõë³ÏÇ ïáÕ»ñÇ Ñ»ï):

²É·áñÇÃÙÇ ³ßË³ï³ÝùÇ ëÏ½µáõÙ (18) ³ÕÛáõë³ÏÁ ¹³ï³ñÏ ¿:

ºÃ» ³É·áñÇÃÙÇ áñ&¿ ù³ÛÉÇó Ñ»ïá (18) ³ÕÛáõë³ÏáõÙ Éñ³óíáõÙ »Ý

µáÉáñ í³Ý¹³ÏÝ»ñÁ, ³å³ ³É·áñÇÃÙÁ í»ñç³óÝáõÙ ¿ Çñ ³ßË³ï³ÝùÁ

& ³Û¹ ¹»åùáõÙ å³ñ½ ¿, áñ G = Sn: ÆëÏ³å»ë, ÇÝãå»ë ³ñ¹»Ý

ëïáõ·»É »Ýù G : 1-Á Ñ³í³ë³ñ ¿ (17) ³ÕÛáõë³ÏÇ ïáÕ»ñÇ

ï³ññ»ñÇ ù³Ý³ÏÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇÝ, áñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ (18)

³ÕÛáõë³ÏÇ ïáÕ»ñáõÙ ·ñí³Í (Ñ³ßíÇ »Ý ³éÝíáõÙ Ý³& ÙÇ³íáñ

ï³ññ»ñÁ) ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇÝ: ºÃ»

µáÉáñ í³Ý¹³ÏÝ»ñÁ ½µ³Õí³Í »Ý, ³å³ G : 1 = nn − 1. . . 2 = n!:

²É·áñÇÃÙÇ Ï³ï³ñÙ³Ý ³é³çÇÝ �áõÉáõÙ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ a-Ç

Ñ³Ù³ñ S µ³½ÙáõÃÛáõÝÇó Ï³ï³ñáõÙ »Ýù cascade(a)

·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ:

²É·áñÇÃÙÇ Ï³ï³ñÙ³Ý »ñÏñáñ¹ �áõÉáõÙ (18) ³ÕÛáõë³ÏÇ

ï³ññ»ñÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ a,b ½áõÛ·Ç Ñ³Ù³ñ (¹Çï³ñÏíáõÙ ¿ Ý³&

a = b ¹»åùÁ) Ï³½ÙíáõÙ »Ý a2, b2, ab, ba ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÁ &

¹ñ³Ýó Ñ³Ù³ñ Ï³ï³ñíáõÙ ¿ cascade ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ: (Ð³ñÏ ¿ Ýß»É,

áñ a, b ½áõÛ·»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ¹ÇÝ³ÙÇÏ ¿, ³ÛëÇÝùÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï

�á�áËíáõÙ ¿, µ³Ûó, ù³ÝÇ áñ ³ÛÝ í»ñç³íáñ ¿, ³å³ ³É·áñÇÃÙÇ
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»ñÏñáñ¹ �áõÉÁ Ï³í³ñïíÇ í»ñç³íáñ ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ ù³ÛÉ»ñÇó

Ñ»ïá): ºñÏñáñ¹ �áõÉÇ ³í³ñïáí ³í³ñïíáõÙ ¿ ³É·áñÇÃÙÇ

³ßË³ï³ÝùÁ:

²å³óáõó»Ýù ³ÛÅÙ, áñ êÇÙëÇ ³ßË³ï³ÝùÇ ³ñ¹ÛáõÝùáõÙ

Ï³éáõóí³Í (18) ³ÕÛáõë³ÏÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ "áõÅ»Õ" ÍÝÇãÝ»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛáõÝ:

¸Çóáõù S = t1, . . . , tm: Î³Ù³Û³Ï³Ý a ï³ññ G ËÙµÇó

Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ S-Ç ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³Éáíª a = ti1 ti2 . . . tik : ø³ÝÇ

áñ êÇÙëÇ ³É·áñÇÃÙÇ ³é³çÇÝ �áõÉáõÙ S-Ç µáÉáñ ï³ññ»ñÝ ³Ýó»É »Ý

cascade-áí ¹ñ³Ýù µáÉáñÁ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ »Ý (18) ³ÕÛáõë³ÏÇ

ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñáí, ÁÝ¹ áñáõÙ ³Ù»Ý ïáÕÇó í»ñóí³Í ¿

�Çßï Ù»Ï ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝ (¹³ Ï³ñáÕ ¿ Ý³& ÉÇÝ»É ÙÇ³íáñÁ):

²Û¹åÇëÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙ ëï³Ý³Éáõ Ñ³Ù³ñ µ³í³Ï³Ý ¿ ÏñÏÇÝ

cascade Ï³ï³ñ»É ïíÛ³É tij Ñ³Ù³ñ: ²ÛëáõÑ»ï& (18) ³ÕÛáõë³ÏÇ

ï³ññ»ñÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù g ï³é»ñáí: Îû·ï³·áñÍ»Ýù ÇÝ¹»ùëÝ»ñª

ëïáñÇÝ ÇÝ¹»ùëÁ óáõÛó Ïï³ Ã» ïíÛ³É g-Ý (18) ³ÕÛáõë³ÏÇ áñ

ïáÕÇó ¿ í»ñóí³Í, ÇëÏ í»ñÇÝ ÇÝ¹»ùëÁ Ïû·ï³·áñÍ»Ýù áõÕÕ³ÏÇ

Ñ»ñÃ³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ Ýß»Éáõ Ñ³Ù³ñ: ²ÛëåÇëáí a = ti1 ti2 . . . tik

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÇó (û·ïí»Éáí tij -ñÇ (18) ³ÕÛáõë³ÏÇ ï³ññ»ñáí

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ»ñÇó) Ïëï³Ý³Ýù Ñ»ï&Û³ÉÁ.

a =

ti1

g1
1g2

1. . .gn−1
1 

ti2

g1
2g2

2. . .gn−1
2 . . .

tik−1

g1
k−1g2

k−1. . . gn−1
k−1

tik

g1
kg2

k . . . gn−1
k      (19)

²Ûë Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ Ã»& å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ ÙÇ³ÛÝ (18) ³ÕÛáõë³ÏÇ

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñ, ë³Ï³ÛÝ ãÇ Ï³ñáÕ Ñ³Ù³ñí»É í³í»ñ

Ý»ñÏ³Û³óáõÙ, ù³ÝÇ áñ ³Ù»Ý ïáÕÇó ãÇ í»ñóí³Í �Çßï Ù»Ï

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝ (ÇÑ³ñÏ», »Ã» k = 1, ³å³ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ í³í»ñ ¿)
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& ³í»ÉÇ Ù»Í Ñ³Ù³ñÇ ïáÕÇ ï³ññÁ Ñ³Ý¹ÇåáõÙ ¿ ³í»ÉÇ ßáõï, ù³Ý

³í»ÉÇ �áùñ Ñ³Ù³ñÇÝÁª ûñÇÝ³Ï gn−1
1 g1

2:

¸Çï³ñÏ»Ýù (19) Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý ï³ññ»ñÁ ß³ñÅí»Éáí ³çÇó

Ó³Ë: ²é³çÇÝ ¹»åùÁ, »ñµ ³é³çÇÝ ïáÕÇ ï³ññÁ ·ñí³Í ¿ ³ÛÉ ïáÕÇ

ï³ññÇó Ñ»ïá ¹³ gn−1
k−1g1

k-Ý ¿: ø³ÝÇ áñ gn−1
k−1g1

k-Á (18) ³ÕÛáõë³ÏÇ

ï³ññ»ñÇ ½áõÛ·Ç ³ñï³¹ñÛ³É ¿, ³å³ ³É·áñÇÃÙÇ »ñÏñáñ¹ �áõÉÇ

Å³Ù³Ý³Ï ³Ûë ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ »ÝÃ³ñÏí»É ¿ cascade-Ç & áõñ»ÙÝ ³ÛÝ

Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ (18) ³ÕÛáõë³ÏÇ ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³Éáíª

gn−1
k−1g1

k = ǵ1ǵ2. . . ǵn−1 (áñÁ Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ Ï³ñáÕ »Ýù ëï³Ý³É ÏñÏÇÝ

gn−1
k−1g1

k-Ý »ÝÃ³ñÏ»Éáí cascade-Ç): ²ÛëåÇëáí, (19) Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ

Ï³ñï³·ñíÇ áñå»ë

a = g1
1g2

1. . .gn−1
1 g1

2g2
2. . .gn−1

2 . . . g1
k−1g2

k−1. . . gn−2
k−1 ǵ1ǵ2. . . ǵn−1g2

k . . . gn−1
k

²ÛÅÙ gn−2
k−1 ǵ1 ¹ñí³·áõÙ ³é³çÇÝ ïáÕÇ ï³ññÁ ·ñí³Í ³ÛÉ ïáÕÇ

ï³ññÇó Ñ»ïá: ²Ûë ¹ñí³·Á Ù»Ï ï»Õáí ³í»ÉÇ Ùáï ¿ (19)

Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý ëÏ½µÇÝ: öáË³ñÇÝ»Éáí gn−2
k−1 ǵ1-Á Ýñ³ Ý»ñÏ³Û³óáõÙáí

(18) ³ÕÛáõë³ÏÇ ï³ññ»ñáí & ß³ñáõÝ³Ï»Éáí ³Ûë åñáó»ëÁ

ÏÑ³ëÝ»Ýù ³ÛÝ å³ÑÇÝ, »ñµ ³çÇó Ó³Ë ½ÝÝ»Éáí a-Ç Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý

³é³çÇÝ ¹ñí³·Á, áñáõÙ ³é³çÇÝ ïáÕÇ ï³ññÁ ³ÛÉ ïáÕÇ ï³ññÇó

Ñ»ïá ¿ ·ñí³Í ¹³ g1
k−1g1 ï»ëùÇ ¹ñí³·Á ÏÉÇÝÇ: ²Ûë ¹ñí³·Á Ù»Ï

ï»Õáí ³í»ÉÇ Ùáï ¿ (19) Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý ëÏ½µÇÝ ù³Ý Ý³Ëáñ¹

³Û¹åÇëÇ ¹ñí³·Á: ø³ÝÇ áñ g1
k−1g1 ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ ¿É »ÝÃ³ñÏí»É ¿

cascade-Ç ³É·áñÇÃÙÇ »ñÏñáñ¹ �áõÉáõÙ, ³å³ g1
k−1g1-Ý áõÝÇ

Ý»ñÏ³Û³óáõÙ (18) ³ÕÛáõë³ÏÇ ï³ññ»ñáí, áñáí & Ï�áË³ñÇÝ»Ýù

g1
k−1g1-Ý a-Ç Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý Ù»ç: Þ³ñáõÝ³Ï»Éáí åñáó»ëÁ ÏÑ³ëÝ»Ýù

a-Ç Ñ»ï&Û³É Ý»ñÏ³Û³óÙ³ÝÁª

a = g1gj1gj2 . . . gjq

áñï»Õ ÙÇ³ÛÝ g1-Ý ¿ (18) ³ÕÛáõë³ÏÇ ³é³çÇÝ ïáÕÇó, ÇëÏ
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ÙÝ³ó³ÍÝ»ñÁ »ñÏñáñ¹Çó ëÏë³Í ïáÕ»ñÇó »Ý: ì»ñóÝ»Éáí gj1gj2 . . . gjq

³ñï³¹ñÛ³ÉÁ í»ñÁ ¹Çï³ñÏí³Í »Õ³Ý³Ïáí Ï³ñï³·ñ»Ýù ³ÛÝ

g2gi1 . . .gip ï»ëùáí, áñï»Õ ÙÇ³ÛÝ g2-Ý ¿ (18) ³ÕÛáõë³ÏÇ »ñÏñáñ¹

ïáÕÇó, ÇëÏ ÙÝ³ó³ÍÝ»ñÁ »ññáñ¹Çó ëÏë³Í ïáÕ»ñÇó »Ý: ²Ûë

åñáó»ëÇ ³ñ¹ÛáõÝùáõÙ å³ñ½ ¿, áñ Ïëï³Ý³Ýù a-Ç ÙÇ

a = g1g2. . .gn−1 Ý»ñÏ³Û³óáõÙ, áñï»Õ gi-Ý (18) ³ÕÛáõë³ÏÇ i-ñ¹

ïáÕÇó ¿: ²É·áñÇÃÙÇ Ïáé»ÏïáõÃÛáõÝÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ êÇÙëÇ ³É·áñÇÃÙÇ ³é³çÇÝ �áõÉáõÙ

Ï³ï³ñíáÕ cascade-Ý»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ |S|-Ç , ÇëÏ »ñÏñáñ¹

�áõÉáõÙ ³ÛÝ ãÇ ·»ñ³½³ÝóáõÙ nn−1/2
2

= On4 ÃÇíÁ:
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êÇÙëÇ ³É·áñÇÃÙÇ áñáß ÏÇñ³éáõÃÛáõÝÝ»ñ

êÇÙëÇ ³É·áñÇÃÙÁ ÃáõÛÉ ¿ ï³ÉÇë Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ ÉáõÍ»É ÙÇ ß³ñù

Ï³ñ&áñ ËÝ¹ÇñÝ»ñ: êïáñ& µ»ñí³Í »Ý ÙÇ ù³ÝÇ ûñÇÝ³ÏÝ»ñ:

1. ¸Çóáõù G ËáõÙµÁ (G ≤ Sn) ïñí³Í ¿ S ÍÝÇã
µ³½ÙáõÃÛáõÝáí & Ñ³ñÏ³íáñ ¿ Ñ³ßí»É G ËÙµÇ Ï³ñ·Á: ¸ñ³
Ñ³Ù³ñ Ï³éáõóáõÙ »Ýù êÇÙëÇ ³É·áñÇÃÙÇ ÙÇçáóáí G ËÙµÇ
"áõÅ»Õ" ÍÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: ²å³ Ñ³ßíáõÙ »Ýù (18)
³ÕÛáõë³ÏÇ ïáÕ»ñáõÙ ·ñí³Í ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ
ù³Ý³ÏÝ»ñÁ & ³Û¹ ù³Ý³ÏÝ»ñÝ Çñ³ñ µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí
ëï³ÝáõÙ »Ýù G : 1-Á:

2. ¸Çóáõù G ËáõÙµÁ (G ≤ Sn) ïñí³Í ¿ S ÍÝÇã
µ³½ÙáõÃÛáõÝáí: ÊÝ¹Çñ. a ∈ Sn Ñ³Ù³ñ ëïáõ·»É a ∈ G

å³ÛÙ³ÝÁ: ²Ûë ËÝ¹ÇñÁ ÉáõÍíáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É Ï»ñå: Î³éáõóáõÙ
»Ýù êÇÙëÇ ³É·áñÇÃÙÇ ÙÇçáóáí G ËÙµÇ "áõÅ»Õ" ÍÝÇãÝ»ñÇ
µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: ²ÛÅÙ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ïñí³Í a ï»Õ³¹ñáõÃÛ³Ý
Ñ³Ù³ñ a ∈ G å³ÛÙ³ÝÁ ëïáõ·»Éáõ Ñ³Ù³ñ ÏÇñ³éáõÙ »Ýù
cascade(a)-Ý (18) ³ÕÛáõë³ÏÇ (áñÁ ëï³óí»É ¿ êÇÙëÇ
³É·áñÇÃÙáí) ÝÏ³ïÙ³Ùµ: ²ñ¹ÛáõÝùáõÙ Ï³Ù ëï³ÝáõÙ »Ýù
a-Ç Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ "áõÅ»Õ" ÍÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñáí

& áõëïÇª a ∈ G, Ï³Ù ¿É cascade(a)-Ç ³ñ¹ÛáõÝùáõÙ �áñÓ ¿
Ï³ï³ñíáõÙ Éñ³óÝ»É (18) ³ÕÛáõë³ÏÇ áñ&¿ ¹³ï³ñÏ
í³Ý¹³Ï, ÇëÏ ¹³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ a ∉ G:

3. ¸Çóáõù G-Ý & H-Á Sn-Ç »ÝÃ³ËÙµ»ñ »Ý & ïñí³Í »Ý
Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ SG & SH ÍÝÇã µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñáí:
Ð³ñÏ³íáñ ¿ ëïáõ·»É H ≤ G å³ÛÙ³ÝÁ: ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ
µ³í³Ï³Ý ¿ µáÉáñ a ∈ SH ëïáõ·»É a ∈ G å³ÛÙ³ÝÁ: ì»ñçÇÝ
ËÝ¹ÇñÁ ÉáõÍí³Í ¿ Ý³Ëáñ¹ Ï»ïáõÙ:

4. ¸Çóáõù H ≤ G ≤ Sn & G-Ý áõ H-Á ïñí³Í »Ý
Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ SG & SH ÍÝÇã µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñáí:
Ð³ñÏ³íáñ ¿ ëïáõ·»É H  G å³ÛÙ³ÝÁ: ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ
í³ñíáõÙ »Ýù Ñ»ï&Û³É Ï»ñå: êÇÙëÇ ³É·áñÇÃÙáí Ï³éáõóáõÙ
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»Ýù H-Ç & G-Ç "áõÅ»Õ" ÍÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÁ:
Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ h-Ç & g-Ç Ñ³Ù³ñ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ
í»ñóí³Í H-Ç & G-Ç "áõÅ»Õ" ÍÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇó
ëïáõ·áõÙ »Ýù ghg−1 ∈ H å³ÛÙ³ÝÁ: ì»ñçÇÝ å³ÛÙ³ÝÇ
ëïáõ·áõÙÁ Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ Ï³ï³ñíáõÙ ¿ cascade(ghg−1)-Á
Ñ³ßí»Éáí: ºÃ» µáÉáñ ¹»åù»ñáõÙ ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ
ghg−1 ∈ H, ³å³ H  G: ºÃ» ·áÝ» Ù»Ï ¹»åùáõÙ ghg−1 ∉ H,
³å³ ³ÏÝÑ³Ûïáñ»Ý H  G å³ÛÙ³ÝÁ ï»ÕÇ ãáõÝÇ:
²å³óáõó»Ýù, áñ »Ã» µáÉáñ h-ñÇ & g-ñÇ Ñ³Ù³ñ
Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ í»ñóí³Í H-Ç & G-Ç "áõÅ»Õ"
ÍÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇó ï»ÕÇ áõÝÇ ghg−1 ∈ H å³ÛÙ³ÝÁ,
³å³ H  G: ö³ëïáñ»Ý Ñ³ñÏ³íáñ ¿ ëïáõ·»É, áñ
∀x ∈ G,∀y ∈ H xyx−1 ∈ H: ¸Çóáõù x = g1. . . gn−1 &
y = h1. . .hn−1 "áõÅ»Õ" ÍÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ï³ññ»ñáí
Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ»ñÝ »Ý: àõÝ»Ýùª

xyx−1 = g1. . . gn−1h1. . . hn−1gn−1
−1 . . . g1

−1

&

xyx−1 = g1. . .gn−2

∈H

gn−1h1gn−1
−1 . . .

∈H

gn−1hn−1gn−1
−1  gn−2

−1 . . . g1
−1:

ä³ñ½ ¿, áñ gn−1h1gn−1
−1 gn−1h2gn−1

−1 . . . gn−1hn−1gn−1
−1 

³ñï³¹ñÛ³ÉÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ H-Á & Ï³ñáÕ ¿ �áË³ñÇÝí»É
"áõÅ»Õ" ÍÝÇãÝ»ñÇ Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ùµª (ûñÇÝ³Ï cascade-áí)
gn−1h1gn−1

−1 gn−1h2gn−1
−1 . . . gn−1hn−1gn−1

−1  = h́1h́2. . . h́n−1:
àõëïÇ xyx−1 = g1. . . gn−2h́1h́2. . . h́n−1gn−2

−1 . . . g1
−1 & Ù»½

Ñ³çáÕí»ó í»ñ³óÝ»É gn−1-Á xyx−1-Ç Ý»ñÏ³Û³óáõÙÇó: ÜÙ³Ý
»Õ³Ý³Ïáí Ïí»ñ³óÝ»Ýù Ñ³çáñ¹³µ³ñ gn−2-Á, Ñ»ïá gn−3-Á &
³ÛÉÝ ÙÇÝã& ÏÙÝ³Ý ÙÇ³ÛÝ H-Ç ï³ññ»ñÁ: àõëïÇ xyx−1 ∈ H:
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²½³ï ËÙµ»ñ, áñáßÇã ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñ

ÈáõÍ»Ýù Ñ»ï&Û³É ËÝ¹ÇñÁ: öáñÓ»Ýù ÝÏ³ñ³·ñ»É µáÉáñ 8-ñ¹

Ï³ñ·Ç áã ³µ»ÉÛ³Ý ËÙµ»ñÁ:

¸Çóáõù G : 1 = 8 & e ≠ a ∈ G: È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÇó å³ñ½ ¿,

áñ a-Ç Ï³ñ·Á Ï³ñáÕ ¿ ÙÇ³ÛÝ 8-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñ ÉÇÝ»É: ¸Çóáõù G-áõÙ

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ a, áñÇ Ï³ñ·Á 8 ¿, ³å³ 〈a〉 = G (ÑÇß»Ýù, áñ 〈a〉-Ý

¹³ a-áí ÍÝí³Í óÇÏÉÇÏ ËáõÙµÝ ¿) & G-Ý óÇÏÉÇÏ ¿, áõñ»ÙÝ ³µ»ÉÛ³Ý:

ºÃ» G-Ç µáÉáñ ï³ññ»ñÇ Ï³ñ·Á 2 ¿, ³å³ ∀a ∈ G a2 = e:

ì»ñçÇÝ å³ÛÙ³ÝÇó Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ G-Ý ³µ»ÉÛ³Ý ¿: ÆëÏ³å»ë,

a2 = e  a = a−1 & Ï³Ù³Û³Ï³Ý a & b Ñ³Ù³ñ �Çßï ¿ª

ab = ab−1 = b−1a−1 = ba:

àõëïÇ G-Ç µáÉáñ ï³ññ»ñÇ Ï³ñ·Á Ï³Ù 2 ¿ Ï³Ù 4 & ·áÛáõÃÛáõÝ

áõÝÇ a ∈ G, áñÇ Ï³ñ·Á 4 ¿ª a4 = e: àõÝ»Ýù 〈a〉 = e,a,a2,a3 &

ïñáÑ»Éáí G-Ý Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ Áëï 〈a〉-Ç Ïëï³Ý³Ýùª

G = 〈a〉 ∪ b〈a〉, áñï»Õ b ∈ G╲〈a〉: ä³ñ½ ¿, áñ b2 ∈ 〈a〉, ù³ÝÇ áñ

»Ã» b2 ∈ b〈a〉, ³å³ b2 = bak & b = ak ∈ 〈a〉, ÇÝãÁ ëË³É ¿: ¸ÛáõñÇÝ

¿ ëïáõ·»É, áñ b2 ∉ a,a3: ¸Çóáõù b2 = a Ï³Ù b2 = a3: ä³ñ½ ¿,

áñ b-Ç Ï³ñ·Á 2 ã¿: ²ÛÝ Ý³& 4 ã¿, ù³ÝÇ áñ b4 = a2 Ï³Ù

b4 = a32 = a4a2 = a2: ºÃ» b-Ç Ï³ñ·Á 8 ¿ ³Û¹ ¹»åùáõÙ 〈b〉 = G

& ËáõÙµÝ ³µ»ÉÛ³Ý ¿:

àõëïÇ b2 ∈ e,a2 & b2 = e Ï³Ù b2 = a2:

¸Çï³ñÏ»Ýù ³ÛÅÙ bab−1 ï³ññÁ: ºÃ» bab−1 ∈ b〈a〉, ³å³

bab−1 = bak & ab−1 = ak áñÇó ¿É ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ b = a1−k ∈ 〈a〉:

àõëïÇ bab−1 ∈ 〈a〉: ä³ñ½ ¿, áñ bab−1 ≠ e, ù³ÝÇ áñ Ñ³Ï³é³Ï

¹»åùáõÙ a = e: ºÃ» bab−1 = a, ³å³ ba = ab: ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿ áñ

G-Ý ³µ»ÉÛ³Ý ¿, ù³ÝÇ áñ G-Ç Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ï³ññ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿

bnam ï»ëùáí, áñï»Õ n = 0,1 & m = 0,1,2,3 (¹³ Ñ»ï&áõÙ ¿
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G = 〈a〉 ∪ b〈a〉 Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ ïñáÑáõÙÇó) &

bnambpaq = bn+pam+q = bpaqbnam: ºÃ» bab−1 = a2, ³å³

ba2b−1 = bab−1bab−1 = bab−12 = a4 = e & a2 = e: àõëïÇ ÙÝáõÙ ¿

»½ñ³Ï³óÝ»É, áñ bab−1 = a3:

²ÛëåÇëáí ëï³ó³Ýù, áñ a & b ï³ññ»ñÁ Ï³åí³Í »Ý Ï³Ù

a4 = e

b2 = e

ba = a3b

    (20)

Ï³Ù ¿É

a4 = e

b2 = a2

ba = a3b

    (21)

³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñáí:

ì»ñÁ Ýßí³Í (20) & (21) å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ 8 ï³ññ

å³ñáõÝ³ÏáÕ ËÙµ»ñ ÇëÏ³å»ë ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý:

¸Çï³ñÏ»Ýù, ûñÇÝ³Ï, Ñ»ï&Û³É »ñÏáõ 4 ï³ññ³ÝÇ

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝ»ñÁ. a =
1 2 3 4

2 3 4 1
= 1234 &

b =
1 2 3 4

1 4 3 2
= 24, ³ÛëÇÝùÝ a-Ý 4 »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý óÇÏÉ ¿,

ÇëÏ b-Ý ïñ³Ýëåá½ÇóÇ³ ¿: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ

a4 =
1 2 3 4

1 2 3 4
= e = b2: Ü³& ba = 1234 = a3b: ÊÙµÇ

µáÉáñ 8 ï³ññ»ñÝ »Ý e, a, a2 = 1324, a3 = 1432, b,
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ab = 1423, a2b = 13, a3b = 1234:

(21) å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇ ¹»åùÇ Ñ³Ù³ñ ¹Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï&Û³É

2-ã³�³ÝÇ ÏáÙåÉ»ùë Ù³ïñÇóÝ»ñÁ. A =
i 0

0 −i
&

B =
0 1

−1 0
, i-Ý Ï»ÕÍ ÙÇ³íáñÝ ¿: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ

A4 = E (E-Ý ÙÇ³íáñ Ù³ïñÇóÝ ¿), B2 = A2 = −E,

BA = A3B =
0 −i

−i 0
: ÊÙµÇ µáÉáñ 8 ï³ññ»ñ »Ýª E, A,

A2 = −E, A3 = −A,B, AB = iE, A2B = −B, A3B = −iE: ²Ûë ËáõÙµÁ

µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ (21) å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ & ³µ»ÉÛ³Ý ã¿, ù³ÝÇ áñ

AB = iE ≠ BA = −iE: ê³ Ñ³ÛïÝÇ, ³Ûëå»ë Ïáãí³Í,

"ùí³ï»ñÝÇáÝÝ»ñÇ" ËáõÙµÝ ¿:

²ÛÅÙ ýÇùë»Ýù a & b ï³é»ñÁ & ¹Çï³ñÏ»Ýù a,b∗

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñÁ a & b ï³é»ñÇó Ï³½Ùí³Í µáÉáñ í»ñç³íáñ

µ³é»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¿ (³Û¹ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ù»ç ¿ ÙïÝáõÙ Ý³&

¹³ï³ñÏ µ³éÁ, áñÁ ï³ññ ãÇ å³ñáõÝ³ÏáõÙ & áõÝÇ ½ñáÛ³Ï³Ý

»ñÏ³ñáõÃÛáõÝ): a,b∗-Ç íñ³ ë³ÑÙ³Ý»Ýù µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý

·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ Ñ»ï&Û³É Ï»ñå. »Ã» α & β ∈ a,b∗, ³å³ α-Ç &

β-Ç ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ¹³ αβ µ³éÝ ¿, áñÁ ëï³óíáõÙ ¿ α & β µ³é»ñÇ

Ïó³·ñáõÙáí: ä³ñ½ ¿, áñ ³Ûë ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ ³ëáóÇ³ïÇí ¿ª

αβγ = αβγ = αβγ: ¸³ï³ñÏ µ³éÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù Λ-áí: ²ÏÝÑ³Ûï

¿, áñ αΛ = Λα = α Ï³Ù³Û³Ï³Ý α µ³éÇ Ñ³Ù³ñ & ¹³ï³ñÏ µ³éÁ

Ë³ÕáõÙ ¿ ËÙµÇ ÙÇ³íáñ ï³ññÇ ¹»ñÁ:

¸Çóáõù a & b ï³é»ñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý (20) å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ,

³ÛëÇÝùÝ aaaa = a4 = Λ, bb = b2 = Λ, ba = aaab = a3b: ¸³
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Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿ áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý µ³éáõÙ a4-Á Ï³ñ»ÉÇ ¿ �áË³ñÇÝ»É

¹³ï³ñÏ µ³éáí & Ñ³Ï³é³ÏÁª ¹³ï³ñÏÇ ï»ÕÁ (³ÛëÇÝùÝ µ³éÇ

Ï³Ù³Û³Ï³Ý ï»ÕáõÙ) ·ñ»É a4 Ï³Ù b2: Ü³& Ï³Ù³Û³Ï³Ý µ³éáõÙ ba

Ñ³ïí³ÍÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ �áË³ñÇÝ»É a3b-áí & Ñ³Ï³é³ÏÁ: ø³ÝÇ áñ

aa3 = a3a = Λ & bb = Λ, ³å³ a & b µ³é»ñÁ, & áõñ»ÙÝ µáÉáñ

µ³é»ñÁ a,b∗-Çó, áõÝ»Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ Áëï µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ýª a-Ç

Ñ³Ï³¹³ñÓÁ a3-Ý ¿, ÇëÏ b-Ç Ñ³Ï³¹³ñÓÁ Ñ»Ýó b-Ý ¿: ²ÛëåÇëáí

a,b∗ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³½ÙáõÙ ¿ ËáõÙµ Áëï µ³é»ñÇ Ïó³·ñÙ³Ý

·áñÍáÕáõÃÛ³Ý »Ã» a & b ï³é»ñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý (20)

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ:

¸Çï³ñÏ»Ýù ³ÛÅÙ a,b∗ ËÙµÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý µ³é: ä³ñ½ ¿, áñ

ÏÇñ³é»Éáí ba = a3b å³ÛÙ³ÝÁ (³ÛëÇÝùÝ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ba Ñ³ïí³ÍÁ

�áË³ñÇÝ»Éáí a3b-áí) Ï³ñáÕ »Ýù ³Û¹ ïñí³Í µ³éÁ Ó&³�áË»É

³ÛÝå»ë, áñ ³ÛÝ áõÝ»Ý³ anbm ï»ëùÁ: a4 = Λ & b2 = Λ

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇó ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ ËÙµÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý µ³é Ï³ñáÕ ¿

Ý»ñÏ³Û³óí»É anbm ï»ëùáí, áñï»Õ n = 0,1,2,3 & m = 0,1:

²ÛëåÇëáí ëï³ÝáõÙ »Ýù 8 ï³ñµ»ñ µ³éª

Λ,a,aa,aaa,b,ab,aab,aaab = 〈a〉 ∪ 〈a〉b:

ÜÙ³Ý »Õ³Ý³Ïáí Ï³ñáÕ »Ýù Ï³éáõó»É Ù»Ï ³ÛÉ ËáõÙµ, áñÁ

µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ (21) å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ: ´áÉáñ µ³é»ñÁ ÏÝ»ñÏ³Û³óí»Ý

anbm ï»ëùáí, áñï»Õ n = 0,1,2,3 & m = 0,1,2,3, ù³ÝÇ áñ b4 = Λ:

ê³Ï³ÛÝ b2 = a2 & anbm µ³éáõÙ b2-ÇÝ �áË³ñÇÝ»Éáí a2-áí

Ïëï³Ý³Ýù anbm ï»ëùÇ µ³é, áñáõÙ n = 0,1,2,3 & m = 0,1: àõëïÇ

ÏñÏÇÝ ËáõÙµÇ Ï³ñ·Á 8 ¿ &

Λ,a,aa,aaa,b,ab,aab,aaab = 〈a〉 ∪ 〈a〉b:

ÊÙµÇ ÝÏ³ñ³·ñÙ³Ý µ³é»ñÇ & áñáßÇã ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ((20) &

(21) å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇ) ÙÇçáóáí ³Ûë í»ñçÇÝ »Õ³Ý³ÏÁ ÏÇñ³é»ÉÇ ¿ Ý³&
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ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ËÙµÇ Ñ³Ù³ñ: ö³ëïáñ»Ý ¹³

ËÙµÇ ïñÙ³Ý ÙÇ »Õ³Ý³Ï ¿, áñÝ Ç ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝ "áõÅ»Õ" ÍÝÇãÝ»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛ³Ý ³É·áñÇÃÙ³Ï³Ý »Õ³Ý³ÏÇ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ñ³Ù³ñ»É ËÙµÇ

"³Ý³ÉÇïÇÏ" ÝÏ³ñ³·ñÙ³Ý »Õ³Ý³Ï:

¸Çóáõù S-Ý áñ&¿ µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿, áñÇ ï³ññ»ñÁ ¹Çï³ñÏáõÙ »Ýù

áñå»ë ýáñÙ³É ï³é»ñ (ÝÇß»ñ): ²Ù»Ý ÙÇ a ï³éÇ Ñ³Ù³ñ ë³ÑÙ³ÝáõÙ

»Ýù ÙÇ Ýáñ ÝÇßª a−1, áñÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù a-Ç Ñ³Ï³¹³ñÓ: Üß³Ý³Ï»Ýù

S∗-áí µáÉáñ í»ñç³íáñ »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý µ³é»ñÁ, áñáÝù Ï³½Ùí³Í »Ý S-Ç

ï³ññ»ñÇó Ï³Ù ¿É S-Ç ï³ññ»ñÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÝ»ñÇó, ³ÛëÇÝùÝ µáÉáñ

x1
1x2

2…xk
k ï»ëùÇ µ³é»ñÁ, áñï»Õ k ≥ 0 & xi ∈ S, i ∈ 1,−1,

i = 1,2,… ,k: ¼ñáÛ³Ï³Ý »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý µ³éÁ k = 0 ÏáãíáõÙ ¿

¹³ï³ñÏ µ³é & Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ Λ-áí: ºñÏáõ µ³é S∗-Çó Ñ³Ù³ñíáõÙ

»Ý Ñ³Ù³ñÅ»ù & ã»Ý ï³ñµ»ñíáõÙ Çñ³ñÇó »Ã» Ù»ÏÁ ÙÛáõëÇó Ï³ñ»ÉÇ ¿

ëï³Ý³É aa−1 Ï³Ù a−1a ï»ëùÇ (a ∈ S) »ÝÃ³µ³é»ñÁ Λ-áí

�áË³ñÇÝ»Éáí Ï³Ù ¿É Ñ³Ï³é³ÏÁª ÙÇ µ³éÇ Ñ³ñ&³Ý ï³é»ñÇ ÙÇç&

aa−1 Ï³Ù a−1a ï»ëùÇ »ÝÃ³µ³é»ñ ³í»É³óÝ»Éáí: α & β µ³é»ñÇ

Ñ³Ù³ñÅ»ùáõÃÛ³Ý �³ëïÁ Ïí³í»ñ³óÝ»Ýù ·ñ»Éáí α ≈ β: ²ÛÉ Ï»ñå

³ë³Í Ï³Ù³Û³Ï³Ý a ∈ S Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝ»Ý Ñ»ï&Û³É

³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

aa−1 = a−1a = Λ     (22)

S∗ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ïñáÑíáõÙ ¿ ãÑ³ïíáÕ ¹³ë»ñÇª ÙÇ&ÝáõÛÝ ¹³ëÇ

µ³é»ñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý, ÇëÏ ï³ñµ»ñ ¹³ë»ñÇÝÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ã»Ý:

Æñáù, ³Ù»Ý ÙÇ µ³é å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ ÇÝã áñ ÙÇ ¹³ëÇ: ºÃ» α ≈ β,

³å³ β ≈ α: ºÃ» α,β,γ ∈ S∗, ³å³ α ≈ β, β ≈ γ  α ≈ γ: ²ÛÅÙ,

»Ã» »ñÏáõ ¹³ë áõÝ»Ý ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³é, ³å³ ³Û¹ »ñÏáõ ¹³ë»ñÇ

Ï³Ù³Û³Ï³Ý µ³é»ñ Çñ³ñ Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý: α ∈ S∗ µ³éÇ

Ñ³Ù³ñÅ»ùáõÃÛ³Ý ¹³ëÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù α-áí:
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Üß³Ý³Ï»Ýù FS-áí S∗ µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñÅ»ùáõÃÛ³Ý ¹³ë»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: FS-Ç íñ³ ë³ÑÙ³Ý»Ýù µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý

·áñÍáÕáõÃÛáõÝª αβ = αβ: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ ³ÛëåÇëÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ

Ïáé»Ïï ¿ª »Ã» α1 ∈ α & β1 ∈ β, ³å³ α1β1 ∈ αβ: ¸ÛáõñÇÝ

ëïáõ·íáõÙ ¿, áñ FS-Á ËáõÙµ ¿: ØÇ³íáñ ï³ññÁ Λ-Ý ¿, ÇëÏ

x1
1x2

2…xk
k -Ç Ñ³Ï³¹³ñÓÁ xk

−k…x2
−2x1

−1 -Ý ¿:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. FS ËáõÙµÁ ÏáãíáõÙ ¿ ³½³ï ËáõÙµ S µ³½ÙáõÃÛ³Ý

ÝÏ³ïÙ³Ùµ:

ö³ëïáñ»Ý ³½³ï ËáõÙµÁ S µ³½ÙáõÃÛ³Ùµ ÍÝí³Í ³ÛÝ ËáõÙµÝ ¿,

áñÇ ï³ññ»ñÇ ÙÇç& ãÏ³ áã ÙÇ ³éÝãáõÃÛáõÝ µ³óÇ (22) ï»ëùÇ

ïñÇíÇ³É ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÇó: ²Û¹ ÇÙ³ëïáí FS-Ý "³½³ï" ¿:

¸Çóáõù ïñí³Í »Ý S ÍÝÇãÝ» ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ & S-Ç ï³ññ»ñÇ

ÙÇç& áñáßÇã ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÙÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝ: Î³Ù³Û³Ï³Ý

³éÝãáõÃÛáõÝ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·ñ»É ³ÛÝå»ë, áñ ³ÛÝ áõÝ»Ý³ α = e ï»ëùÁ:

´áÉáñ ³Û¹ ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÇó ëï³Ý³Ýù ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñ FS

³½³ï ËÙµáõÙ í»ñóÝ»Éáí α = Λ ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: ²Û¹

³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù T-áí: ²½³ï ËÙµÇ

»ñÏáõ ¹³ë (ï³ññ) ÏÑ³Ù³ñ»Ýù Ñ³í³ë³ñ, »Ã» ÙÇ ¹³ëÇ áñ&¿ µ³é

ëï³óíáõÙ ¿ ÙÛáõë ¹³ëÇ áñ&¿ µ³éÇó T µ³½ÙáõÃÛ³Ý

³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³µ³ñ ÏÇñ³éÙ³Ùµ: ²ÛÉ Ï»ñå ³ë³Í S∗-Ç

»ñÏáõ µ³é Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý (ÙÇ&ÝáõÛÝ ¹³ëÇó »Ý), »Ã» Ù»ÏÁ ÙÛáõëÇó

ëï³óíáõÙ ¿ (22) ï»ëùÇ ïñÇíÇ³É & T µ³½ÙáõÃÛ³Ý

³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÇ í»ñç³íáñ ³Ý·³Ù Ñ³çáñ¹³µ³ñ ÏÇñ³éÙ³Ùµ:

Üß³Ý³Ï»Ýù R-áí T µ³½ÙáõÃÛ³Ý ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ó³Ë Ù³ë»ñÇó

µ³ÕÏ³ó³Í µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: ä³ñ½ ¿, áñ R ⊆ FS: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ

µ³óÇ T µ³½ÙáõÃÛ³Ý ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÇó ³½³ï ËÙµáõÙ ï»ÕÇ áõÝ»Ý
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Ý³& Ñ»ï&Û³É ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÁª βαβ−1  = Λ, áñï»Õ

β ∈ FS & α ∈ R: ²í»É³óÝ»Éáí R-ÇÝ µáÉáñ βαβ−1  ï»ëùÇ

ï³ññ»ñÁ Ïëï³Ý³Ýù R-Á å³ñáõÝ³ÏáÕ ³Ù»Ý³�áùñ ÝáñÙ³É

»ÝÃ³ËáõÙµÁ FS ³½³ï ËÙµáõÙ, áñÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù NR-áí:

¸Çï³ñÏ»Ýù FS╱NR ý³Ïïáñ-ËáõÙµÁ: ºñÏáõ ï³ññ α & β

Ïå³ïÏ³Ý»Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇÝ Áëï NR-Ç ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ,

»Ã» β−1 α = β−1α ∈ NR, ÇëÏ ¹³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ

α = βγ = βγ, γ ∈ NR: àõñ»ÙÝ β-Ý ëï³óíáõÙ ¿ α-Çó

NR-Ç γ = Λ ³éÝãáõÃÛ³Ý ÏÇñ³éÙ³Ùµ: ¸Çóáõù ³ÛÅÙ

α = α1γα2 & γ ∈ NR: ø³ÝÇ áñ NR-Á ÝáñÙ³É ¿ FS-áõÙ, ³å³

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ γ1  ∈ NR, áñ

γα2  = γα2  = α2 γ1  = α2γ1 :

àõëïÇ

α = α1γα2  = α1 γα2  = α1 α2γ1  = α1α2 γ1  = α1α2 

& α1α2−1 α ∈ NR: êï³ó³Ýù, áñ α-Ý & α1α2 -Á ÙÇ&ÝáõÛÝ

Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇó »Ý Áëï NR-Ç & γ = Λ, γ ∈ NR,

³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÏÇñ³éáõÙÁ ïñí³Í Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇ ï³ññÇÝ ¹áõñë

ãÇ µ»ñáõÙ ³ñ¹ÛáõÝùÝ ³Û¹ ¹³ëÇó:

²ÛëåÇëáí ³å³óáõó»óÇÝù, áñ α-Çó β-Ý Ï³ñ»ÉÇ ¿ ëï³Ý³É T

µ³½ÙáõÃÛ³Ý ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³µ³ñ ÏÇñ³éÙ³Ùµ ÙÇ³ÛÝ &

ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ α-Ý áõ β-Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇó »Ý

Áëï NR-Ç: àõëïÇ S ÍÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ùµ & ïñí³Í

³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñáí áñáßíáõÙ ¿ ÙÇ ËáõÙµ, áñÝ Ç½áÙáñý ¿ FS╱NR

ý³Ïïáñ-ËÙµÇÝ: ²Ûë ¹»åùáõÙ ³ëáõÙ »Ý, áñ ËáõÙµÁ ïñí³Í ¿

ÍÝÇãÝ»ñáí & áñáßÇã ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñáí: ì»ñÁ ÝÏ³ñ³·ñí³Í 8

Ï³ñ·Ç áã ³µ»ÉÛ³Ý ËÙµ»ñÁ ïñí³Í »Ý S = a,b ÍÝÇãÝ»ñáí & (20)

Ï³Ù (21) áñáßÇã ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñáí:
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ì»ñç³íáñ ÍÝí³Í ³µ»ÉÛ³Ý ËÙµ»ñ

¸Çóáõù G-Ý ³µ»ÉÛ³Ý ËáõÙµ ¿, áñÝ áõÝÇ ÍÝÇãÝ»ñÇ í»ñç³íáñ

µ³½ÙáõÃÛáõÝ: ²Û¹åÇëÇ ËÙµ»ñÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù í»ñç³íáñ ÍÝí³Í
³µ»ÉÛ³Ý ËÙµ»ñ: ¸ñ³Ýó å³ñ½³·áõÛÝ ûñÇÝ³ÏÝ»ñÝ »Ý óÇÏÉÇÏ

ËÙµ»ñÁ, áñáÝù ÍÝíáõÙ »Ý Ù»Ï ÍÝÇãáí: ä³ñ½íáõÙ ¿, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý

í»ñç³íáñ ÍÝí³Í ³µ»ÉÛ³Ý ËáõÙµ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É óÇÏÉÇÏ

ËÙµ»ñÇ áõÕÇÕ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ï»ëùáí & ¹ñ³Ýáí ÇëÏ �³ëïáñ»Ý

ÝÏ³ñ³·ñ»É µáÉáñ í»ñç³íáñ ÍÝí³Í ³µ»ÉÛ³Ý ËÙµ»ñÁ:

²Ûë Ù³ëáõÙ Ïû·ïí»Ýù ³µ»ÉÛ³Ý ËÙµ»ñÇ ³¹ÇïÇí Ý»ñÏ³Û³óáõÙÇó,

³ÛëÇÝùÝ ËÙµÇ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù ·áõÙ³ñÙ³Ý + Ýß³Ýáí:

´áÉáñ ËÙµ»ñÁ ³Ûë Ù³ëáõÙ ³µ»ÉÛ³Ý »Ý: G1 ×…×Gn ³µ»ÉÛ³Ý ËÙµ»ñÇ

áõÕÇÕ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù G1 ⊕…⊕Gn Ýß³Ýáí (³Ûë

³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ÝáõÛÝå»ë ³Ýí³ÝáõÙ »Ý áõÕÇÕ ·áõÙ³ñ):

²ÛÝ �³ëïÁ, áñ G ËáõÙµÁ í»ñç³íáñ ÍÝí³Í ¿, Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ

Ï·ïÝí»Ý í»ñç³íáñ ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ ï³ññ»ñ G-Çóª g1,… ,gn, áñ

G = λ1g1 +…+λngn ∣ λi ∈ ℤ, i = 1,… , n:

Ü³Ë & ³é³ç ÏáõëáõÙÝ³ëÇñ»Ýù

ℤn =

n Ñ³ï

ℤ ⊕…⊕ℤ= λ1,… ,λn ∣ λi ∈ ℤ, i = 1,… ,n

ËáõÙµÁ:

È»ÙÙ 5. ℤn ËÙµÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý »ÝÃ³ËáõÙµ í»ñç³íáñ
ÍÝí³Í ¿ & áõÝÇ ÍÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝ, áñÇ
Ñ½áñáõÃÛáõÝÁ ≤ n:

²å³óáõÛó. ²å³óáõÛóÁ ÏÏ³ï³ñ»Ýù ÇÝ¹áõÏóÇ³Ûáí Áëï n-Ç:
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²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ n = 1 ¹»åùáõÙ ℤ-Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý »ÝÃ³ËáõÙµÁ

Ï³½Ùí³Í ¿ áñáß³ÏÇ ³ÙµáÕç ÃíÇ µáÉáñ å³ïÇÏÝ»ñÇóª áõëïÇ

í»ñç³íáñ ÍÝí³Í ¿ Ù»Ï ÍÝÇãáí: ¸Çóáõù É»ÙÙÇ åÝ¹áõÙÁ �Çßï ¿ ℤn−1

Ñ³Ù³ñ: ²å³óáõó»Ýù ³ÛÝ ℤn Ñ³Ù³ñ: ¸Çóáõù H ≤ ℤn: ê³ÑÙ³Ý»Ýù F

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª F = μ ∣ ∃λ2,… ,λn

μ,λ2,… ,λn ∈ H : ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ F ≤ ℤ: ºÃ» F ≠ 0, ³å³

Ýß³Ý³Ï»Ýù μ1-áí F »ÝÃ³ËÙµÇ �áùñ³·áõÛÝ ¹ñ³Ï³Ý ï³ññÁ, »Ã»

F = 0, ³å³ μ1 = 0: üÇùë»Ýù H »ÝÃ³ËÙµáõÙ áñ&¿ ï³ññ, áñÇ

³é³çÇÝ Ïááñ¹ÇÝ³ïÁ μ1 ¿ª μ1,μ2,… ,μn:

¸Çóáõù λ1,… ,λn ∈ H: ä³ñ½ ¿, áñ λ1 ∈ F: ºÃ» F = 0,

³å³ λ1 = 0: ì»ñóÝ»Ýù  = 0 & λ1 = μ1: ºÃ» F ≠ 0 & λ1 = 0,

³å³ í»ñóÝ»Ýù  = 0 & λ1 = μ1: ºÃ» F ≠ 0 & λ1 ≠ 0

µ³Å³Ý»Ýù λ1-Á μ1-Ç íñ³ª λ1 = νμ1 + δ, áñï»Õ 0 ≤ δ < |μ1 |:

êï³ÝáõÙ »Ýùª δ = λ1 − νμ1 ∈ F &, »Ã» δ > 0, ³å³ μ1-Á F

»ÝÃ³ËÙµÇ �áùñ³·áõÛÝ ¹ñ³Ï³Ý ï³ññÁ ã¿: àõëïÇ λ1 = νμ1:

²ÛëåÇëáí µáÉáñ ¹»åù»ñáõÙ λ1,… ,λn ∈ H Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ

ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý áñáßí³Í  ∈ ℤ, áñ λ1 = μ1 (λ1 = 0 ¹»åùáõÙ ÙÇßï

 = 0): ¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ

λ1,λ2,… ,λn = μ1,μ2,… ,μn + 0,λ2 − μ2,… ,λn − μn     (23)

& Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ λ1,λ2,… ,λn ∈ H Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óí³Í ¿

áñáß³ÏÇ λ2 − μ2,… ,λn − μn ∈ ℤn−1: Üß³Ý³Ï»Ýù µáÉáñ

λ2 − μ2,… ,λn − μn ï³ññ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ H́-áí & óáõÛó ï³Ýù,

áñ H́ ≤ ℤn−1: Æñáù, ¹Çóáõù α1,… ,αn ∈ H & β1,… ,βn ∈ H:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ (23)-Ç ëï³ÝáõÙ »Ýùª

α1,α2,… ,αn = αμ1,μ2,… ,μn + 0,α2 − αμ2,… ,αn − αμn

β1,β2,… ,βn = βμ1,μ2,… ,μn + 0,β2 − βμ2,… ,βn − βμn

ä³ñ½ ¿, áñ α2 − αμ2,… ,αn − αμn ∈ H́ &
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β2 − βμ2,… ,βn − βμn ∈ H́: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ

α1 − β1,… ,αn − βn = α1,… ,αn − β1,… ,βn ∈ H: àõÝ»Ýù áñ

α1 = αμ1,β1 = βμ1, áõëïÇ

● »Ã» α1 = β1 = 0, ³å³ α = β = 0 &
α1 − β1 = α − βμ1

● »Ã» α1 ≠ 0,β1 ≠ 0, α1 = β1, ³å³ α = β &
α1 − β1 = α − βμ1

● »Ã» α1 ≠ β1, ³å³ μ1 ≠ 0 & α1−β1

μ1
-Ý áñáßí³Í ¿

ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý & Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ α − β Ñ»ï

Ð»ï&³µ³ñ µáÉáñ ¹»åù»ñáõÙª α1 − β1 = α − βμ1 &

α1 − β1,α2 − β2,… ,αn − βn = α − βμ1,μ2,… ,μn +

0, α2 − β2 − α − βμ2,… , αn − βn − α − βμn

àõëïÇ

α2 − αμ2,… ,αn − αμn − β2 − βμ2,… ,βn − βμn =

α2 − β2 − α − βμ2,… , αn − βn − α − βμn ∈ H́

& H́ ≤ ℤn−1:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ ÇÝ¹áõÏïÇí »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ý H́-Á í»ñç³íáñ ÍÝí³Í ¿ &

áõÝÇ ÍÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝ, áñ µ³ÕÏ³ó³Í ¿ áã ³í»ÉÇ, ù³Ý n − 1

Ñ³ï ÍÝÇãÝ»ñÇó: H́-Ç ÍÝÇãÝ»ñÇ ³Û¹ µ³½ÙáõÃÛ³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇÝ

³í»É³óÝ»Ýù Ù»Ï Ýáñ ½ñáÛ³Ï³Ý ³é³çÇÝ Ïááñ¹ÇÝ³ï: ²ÛëÇÝùÝ

γ1,γ2,… ,γn−1 ∈ H́ ÍÝÇãÇó ëï³óíáõÙ ¿ 0,γ1,γ2,… ,γn−1 ∈ H

í»ÏïáñÁ: ²Ûë ½ñáÛ³Ï³Ý Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñáí ÁÝ¹É³ÛÝí³Í ÍÝÇãÝ»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù H́-Ç ÁÝ¹É³ÛÝí³Í ÍÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝ:

²ÛÅÙ ³ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ (23)-Ç 0,λ2 − μ2,… ,λn − μn í»ÏïáñÁ

Ïëï³óíÇ H́-Ç ÁÝ¹É³ÛÝí³Í ÍÝÇãÝ»ñÇ ÙÇçáóáí, áõëïÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý

λ1,λ2,… ,λn ∈ H Ïëï³óíÇ μ1,μ2,… ,μn & H́-Ç ÁÝ¹É³ÛÝí³Í

ÍÝÇãÝ»ñÇ ÙÇçáóáí, áñáÝù ÏÏ³½Ù»Ý H-Ç Ñ³Ù³ñ ÍÝÇãÝ»ñÇ í»ñç³íáñ
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µ³½ÙáõÃÛáõÝ: È»ÙÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

¸Çóáõù H ≤ ℤn & H-Ç ÍÝÇãÝ»ñÝ »Ýª

Λ1 = λ11,… ,λ1n,… ,Λm = λm1,… ,λmn: Î³½Ù»Ýù Ñ»ï&Û³É

Ù³ïñÇóÁ

Λ =

λ11 λ12 ⋯ λ1n

λ21 λ22 ⋯ λ2n

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

λm1 λm2 ⋯ λmn

²Ûë Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÁ Ï³½ÙáõÙ »Ý H-Ç ÍÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝ:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ È»ÙÙ 4a-Ç Ï³ñáÕ »Ýù Ñ³Ù³ñ»É, áñ m ≤ n: ¸Çï³ñÏ»Ýù

Λ Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ Ñ»ï&Û³É ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁª

1. »ñÏáõ ïáÕ»ñÇ ï»Õ³�áËáõÃÛáõÝ

2. ïáÕÇ µ³½Ù³å³ïÏáõÙ −1-áí

3. Ù»Ï ïáÕÇ ·áõÙ³ñáõÙÁ ÙÛáõëÇÝ

²Ûë ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ³ñ¹ÛáõÝùáõÙ ëï³óíáõÙ »Ý H-Ç ÍÝÇãÝ»ñÇ

Ýáñ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñ: ²é³çÇÝ »ñÏáõ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ

¹³ ³ÏÝÑ³Ûï ¿: ¸Çóáõù

Λ̂ =

λ11 + λ21 λ12 + λ22 ⋯ λ1n + λ2n

λ21 λ22 ⋯ λ2n

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

λm1 λm2 ⋯ λmn

ºÃ» H-Ç áñ&¿ ï³ññ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ 1Λ1 + 2Λ2 +…+mΛm

ï»ëùáí, ³å³ Λ̂ Ñ³Ù³Ï³ñ·áí ³ÛÝ ÏÝ»ñÏ³Û³óíÇ

1Λ̂1 + 2 − 1Λ̂2 + 3Λ̂3 +…+mΛ̂m ï»ëùáí:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ »Ã» ℤn-Ç µáÉáñ ï³ññ»ñáõÙ ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï
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ï»Õ»ñáí �áË»Ýù i-ñ¹ & j-ñ¹ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ, ³å³ Ïëï³Ý³Ýù

ℤn-Ç ³íïáÙáñýÇ½Ù, áñÇ ¹»åùáõÙ H-Á Ï³ÝóÝÇ Çñ»Ý Ç½áÙáñý Ù»Ï

³ÛÉ ËÙµÇ Ù»ç: ℤn-Ç ³íïáÙáñýÇ½Ù ¿ ëï³óíáõÙ Ý³&, »Ã»

ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï ℤn-Ç µáÉáñ ï³ññ»ñáõÙ µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù i-ñ¹

Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ −1-áí: Ø»Ï ³ÛÉ ³íïáÙáñýÇ½Ù Ïëï³Ý³Ýù, »Ã»

ℤn-Ç µáÉáñ ï³ññ»ñáõÙ ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï i-ñ¹ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ

·áõÙ³ñ»Ýù j-ñ¹ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇÝ: ´áÉáñ ¹»åù»ñáõÙ H-Á Ï³ÝóÝÇ

Çñ»Ý Ç½áÙáñý Ù»Ï ³ÛÉ ËÙµÇ Ù»ç: àõñ»ÙÝ, »Ã» Λ Ù³ïñÇóÇ ëÛáõÝ»ñÇÝ

ÏÇñ³é»Ýù Ñ»ï&Û³É ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ,

4. »ñÏáõ ëÛáõÝ»ñÇ ï»Õ³�áËáõÃÛáõÝ

5. ëÛ³Ý µ³½Ù³å³ïÏáõÙ −1-áí

6. Ù»Ï ëÛ³Ý ·áõÙ³ñáõÙÁ ÙÛáõëÇÝ,

³å³ Ó&³�áËí³Í Λ Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÁ ÏÏ³½Ù»Ý ÍÝÇãÝ»ñÇ

Ñ³Ù³Ï³ñ· H-ÇÝ Ç½áÙáñý ËÙµÇ Ñ³Ù³ñ:

ä³ñ½ ¿, áñ Ã» ïáÕ»ñÇ & Ã» ëÛáõÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ Ù»Ï ïáÕÁ/ëÛáõÝÁ

−1-áí µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí & Ñ»ïá ÙÛáõë ïáÕÇÝ/ëÛ³ÝÁ ·áõÙ³ñ»Éáí

Çñ³Ï³Ý³óíáõÙ ¿ Ù»Ï ïáÕÇó/ëÛáõÝÇó Ù»Ï ³ÛÉ ïáÕ/ëÛáõÝ Ñ³Ý»Éáõ

·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ:

ì»ñÁ Ýßí³Í ïáÕ»ñÇ 1.-3. & ëÛáõÝ»ñÇ 4.-6. ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

Ï³Ýí³Ý»Ýù ïáÕ»ñÇ & ëÛáõÝ»ñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ ï³ññ³Ï³Ý

·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ:

²ÛëåÇëáí, Λ Ù³ïñÇóÇÝ ÏÇñ³é»Éáí ïáÕ»ñÇ &/Ï³Ù ëÛáõÝ»ñÇ

ï³ññ³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ïëï³Ý³Ýù H ËÙµÇÝ Ç½áÙáñý ËÙµÇ

ÍÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝ: î»ÕÇ áõÝÇ Ñ»ï&Û³É Ï³ñ&áñ �³ëïÁ

Â»áñ»Ù 6. (Ø³ïñÇóÇ êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÇ Ù³ëÇÝ)
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Î³Ù³Û³Ï³Ý n × n-ã³�³ÝÇ Ù³ïñÇó, áñÇ ï³ññ»ñÝ

³ÙµáÕç Ãí»ñ »Ý, ïáÕ»ñÇ & ëÛáõÝ»ñÇ ï³ññ³ñÏ³Ý

·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí Ï³ñ»ÉÇ ¿ µ»ñ»É

n1 ⋯ 0 0 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ nr 0 ⋯ 0

0 ⋯ 0 0 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ 0 0 ⋯ 0

³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ, áñï»Õ ni > 0, i = 1,2,… , r, ÁÝ¹

áñáõÙ ni+1-Á µ³Å³ÝíáõÙ ¿ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç ni-Ç íñ³,
i = 1,2,… , r − 1:

²å³óáõÛó. ¸Çóáõù ïñí³Í ¿ A Ù³ïñÇóÁ: ¼ñáÛ³Ï³Ý A Ù³ïñÇóÇ

Ñ³Ù³ñ Ã»áñ»ÙÇ åÝ¹áõÙÝ ³ÏÝÑ³Ûïáñ»Ý �Çßï ¿, ³Û¹ å³ï�³éáí

Ï¹Çï³ñÏ»Ýù A ≠ 0 ¹»åùÁ:

²ÛÅÙ ÏÝÏ³ñ³·ñ»Ýù ÙÇ ³É·áñÇÃÙ, áñÁ µ»ñáõÙ ¿ ïñí³Í Ù³ïñÇóÁ

êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÇÝ: Ø³ïñÇóÇ ³é³çÇÝ ïáÕáõÙ & ³é³çÇÝ

ëÛáõÝáõÙ ·ïÝíáÕ ï³ññÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù Ñ»Ýù³ÛÇÝ ï³ññ & ÏÝß³Ý³Ï»Ýù

³ÛÝ α-áí: êÏ½µÇó ·ïÝ»Ýù Ù³ïñÇóÇ Ýí³½³·áõÛÝ ¹ñ³Ï³Ý

µ³ó³ñÓ³Ï ³ñÅ»ùáí ï³ññÁ & ïáÕ»ñÇ áõ ëÛáõÝ»ñÇ

ï»Õ³�áËáõÃÛáõÝÝ»ñáí &, »Ã» ³ÝÑñ³Å»ßï ¿, −1-áí

µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí ³é³çÇÝ ëÛáõÝÁ, ¹³ñÓÝ»Ýù |α| ï³ññÁ Ñ»Ýù³ÛÇÝ:

ì»ñóÝ»Ýù ³ÛÅÙ áñ&¿ áã Ñ»Ýù³ÛÇÝ áã ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññ ³é³çÇÝ

ïáÕÇó/ëÛáõÝÇó: ¸Çóáõù ¹³ β-Ý ¿: ä³ñ½ ¿, áñ |β| ≥ |α|: ´³Å³Ý»Ýù

β-Ý Ñ»Ýù³ÛÇÝ ï³ññÇ íñ³ª β = αγ + δ: ²å³ |γ| ³Ý·³Ù ·áõÙ³ñ»Ýù

(Ñ³Ý»Ýù) ³é³çÇÝ ïáÕÁ/ëÛáõÝÁ β-Ý å³ñáõÝ³ÏáÕ
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ïáÕÇÝ(ïáÕÇó)/ëÛ³ÝÁ(ëÛáõÝÇó): ²ñ¹ÛáõÝùáõÙ β-Ç ï»ÕáõÙ Ïëï³Ý³Ýù

δ-Ý: ºÃ» δ > 0, ³å³ δ < |α| & ïáÕ»ñÇ áõ ëÛáõÝ»ñÇ

ï»Õ³�áËáõÃÛáõÝÝ»ñáí &, »Ã» ³ÝÑñ³Å»ßï ¿, −1-áí

µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí ³é³çÇÝ ëÛáõÝÁ, ¹³ñÓÝ»Ýù δ-Ý Ñ»Ýù³ÛÇÝ ï³ññ:

Üßí³Í »Õ³Ý³Ïáí í³ñí»Ýù Ù³ïñÇóÇ µáÉáñ áã Ñ»Ýù³ÛÇÝ ï³ññ»ñÇ

Ñ»ï, áñáÝù ·ïÝíáõÙ »Ý ³é³çÇÝ ïáÕáõÙ/ëÛáõÝáõÙ: ø³ÝÇ áñ

Ñ»Ýù³ÛÇÝ ï³ññ»ñÇ µ³ó³ñÓ³Ï ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ËÇëï Ýí³½áõÙ »Ý, ³å³

³Ûë åñáó»ëÁ Ï³í³ñïíÇ í»ñç³íáñ ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ ù³ÛÉ»ñÇó Ñ»ïá &

³ñ¹ÛáõÝùáõÙ ³é³çÇÝ ïáÕÇ/ëÛ³Ý µáÉáñ ï³ññ»ñÁ µ³óÇ Ñ»Ýù³ÛÇÝÇó

Ï¹³éÝ³Ý ½ñáÛ³Ï³Ý: ²ÛëÇÝùÝ Ù³ïñÇóÁ Ïµ»ñíÇ Ñ»ï&Û³É ï»ëùÇª

A =

α 0 ⋯ 0

0

⋮ B

0

¸Çóáõù B Ù³ïñÇóáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ï³ññ, áñ ãÇ µ³Å³ÝíáõÙ

³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç Ñ»Ýù³ÛÇÝÇ íñ³: Üß³Ý³Ï»Ýù ³Û¹ ï³ññÁ β-áí:

ºÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ β-Ý ·ïÝíáõÙ ¿ A Ù³ïñÇóÇ i-ñ¹ ïáÕáõÙ & j-ñ¹

ëÛáõÝáõÙ, i, j > 1: ´³Å³Ý»Ýù β-Ý Ñ»Ýù³ÛÇÝ ï³ññÇ íñ³ª β = αγ + δ,

áñï»Õ 0 < δ < |α|: ²å³ |γ| ³Ý·³Ù ·áõÙ³ñ»Ýù ³é³çÇÝ ëÛáõÝÁ β-Ý

å³ñáõÝ³ÏáÕ j-ñ¹ ëÛ³ÝÁ: ²ñ¹ÛáõÝùáõÙ A Ù³ïñÇóÇ ³é³çÇÝ ïáÕÇ

j-ñ¹ ï»ÕáõÙ Ïëï³Ý³Ýù ±αγ-Ý: ²ÛÅÙ i-ñ¹ ïáÕÝ ³é³çÇÝÇÝ

·áõÙ³ñ»Éáí Ï³Ù ³é³çÇÝÇó Ñ³Ý»Éáí ¹³ñÓÝ»Ýù ³é³çÇÝ ïáÕÇ j-ñ¹

ï³ññÁ Ñ³í³ë³ñ ±δ: ²é³çÇÝ ïáÕáõÙ ëï³ÝáõÙ »Ýù ÙÇ ï³ññ, áñÇ

µ³ó³ñÓ³Ï ³ñÅ»ùÁ �áùñ ¿ Ñ»Ýù³ÛÇÝ ï³ññÇ µ³ó³ñÓ³Ï ³ñÅ»ùÇó:

îáÕ»ñÇ áõ ëÛáõÝ»ñÇ ï»Õ³�áËáõÃÛáõÝÝ»ñáí &, »Ã» ³ÝÑñ³Å»ßï ¿,

−1-áí µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí ³é³çÇÝ ëÛáõÝÁ, ¹³ñÓÝ»Ýù δ ï³ññÁ

Ñ»Ýù³ÛÇÝ & ÏñÏÝ»Ýù í»ñÁ ß³ñ³¹ñí³Í ³é³çÇÝ ïáÕÇ & ³é³çÇÝ
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ëÛ³Ý áã Ñ»Ýù³ÛÇÝ ï³ññ»ñÇ ½ñáÛ³óÙ³Ý åñáó»ëÁ: ø³ÝÇ áñ

Ñ»Ýù³ÛÇÝ ï³ññ»ñÇ µ³ó³ñÓ³Ï ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ËÇëï Ýí³½áõÙ »Ý, ³å³

³Ûë åñáó»ëÁ Ï³í³ñïíÇ í»ñç³íáñ ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ ù³ÛÉ»ñÇó Ñ»ïá &

B Ù³ïñÇóÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ï³ññ Ïµ³Å³ÝíÇ Ñ»Ýù³ÛÇÝÇ íñ³ ³é³Ýó

ÙÝ³óáñ¹Ç: ØÝáõÙ ¿ ³ÙµáÕç åñáó»ëÁ ÏÇñ³é»É B Ù³ïñÇóÇÝ:

Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

Â»áñ»Ù 7.

Ø³ïñÇóÇ êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÁ áñáßí³Í ¿

ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý:
²å³óáõÛó. ¸ÛáõñÇÝ ¿ ÝÏ³ï»É, áñ ï³ññ³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

ã»Ý �áËáõÙ Ù³ïñÇóÇ ÙÇÝáñÝ»ñÇ µ³ó³ñÓ³Ï ³ñÅ»ùÝ»ñÁ: ²Ûëï»ÕÇó

Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ ã»Ý �áËíáõÙ Ý³& µáÉáñ k-ã³�³ÝÇ ÙÇÝáñÝ»ñÇ

³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÝ»ñÁ, k ≤ n: Ð³ßí»Ýù k-ã³�³ÝÇ

ÙÇÝáñÝ»ñÇ ³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÝ»ñÁ êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É

ï»ëùÇ Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ

n1 ⋯ 0 0 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ nr 0 ⋯ 0

0 ⋯ 0 0 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ 0 0 ⋯ 0

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ 1-ã³�³ÝÇ ÙÇÝáñÝ»ñÇ ³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ

µ³Å³Ý³ñ³ñÁ ¹³ n1-Ý ¿: ¸ÛáõñÇÝ ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ k-ã³�³ÝÇ

ÙÇÝáñÝ»ñÇ ³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÁ ¹³ n1n2…nk

³ñï³¹ñÛ³ÉÝ ¿, k ≤ r: ºñµ ï»ÕÇ áõÝÇ r < k ≤ n å³ÛÙ³ÝÁ k-ã³�³ÝÇ
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ÙÇÝáñÝ»ñÁ ½ñáÛ³Ï³Ý »Ý: àõëïÇ n1, n1n2,… ,n1n2…nr

³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÁ & ¹ñ³Ýó Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁª

n1,
n1n2

n1
= n2,

n1n2n3

n1n2
= n3,… ,

n1n2…nr

n1n2…nr−1
= nr áñáßíáõÙ »Ý

ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý: Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

úñÇÝ³ÏÝ»ñ

1.
1 2

3 4
Ù³ïñÇóÇ êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÝ ¿ª

1 0

0 2

2.

1 2 3

4 5 6

7 8 9

Ù³ïñÇóÇ êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÝ ¿ª

1 0 0

0 3 0

0 0 0

ÎÇñ³é»Ýù ³ÛÅÙ êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÇ Ù³ëÇÝ Ã»áñ»ÙÁ ℤn-Ç

µáÉáñ »ÝÃ³ËÙµ»ñÇ Ç½áÙáñýÇ½ÙÇ �ßïáõÃÛ³Ùµ ÝÏ³ñ³·ñÙ³Ý Ñ³Ù³ñ:

¸Çóáõù H ≤ ℤn: ì»ñóÝ»Ýù H-Ç áñ&¿ ÍÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝ, áñ

å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ m ÍÝÇã (m ≤ n Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 5-Ç) & Ï³½Ù»Ýù

ÍÝÇãÝ»ñÇ Ù³ïñÇóÁ, Éñ³óÝ»Éáí ³ÛÝ n − m Ñ³ï ½ñáÛ³Ï³Ý ïáÕ»ñáí ª
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Λ =

λ11 λ12 ⋯ λ1n

λ21 λ22 ⋯ λ2n

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

λm1 λm2 ⋯ λmn

0 0 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 0 ⋯ 0

ä³ñ½ ¿, áñ ë³ ÝáõÛÝå»ë H-Ç ÍÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿: ´»ñ»Ýù Λ

Ù³ïñÇóÁ êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÇ & Ïëï³Ý³Ýù H-ÇÝ Ç½áÙáñý ËÙµÇ

ÍÝÇãÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý n × n Ù³ïñÇóª

n1 ⋯ 0 0 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 ⋯ nr 0 ⋯ 0

0 ⋯ 0 0 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ 0 0 ⋯ 0

¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ ³Ûë ÍÝÇãÝ»ñáí ÍÝíáõÙ ¿

γ1n1,γ2n2,… ,γrnr,

n−r

0,… , 0 γi ∈ ℤ, i = 1,2,… , r

ËáõÙµÁ, áñÝ Çñ Ñ»ñÃÇÝ Ç½áÙáñý ¿ Ñ»ï&Û³É áõÕÇÕ ·áõÙ³ñÇÝª

n1ℤ ⊕ n2ℤ ⊕⋯ ⊕ nrℤ ⊕

n−r

0 ⊕⋯ ⊕ 0 ,

áñï»Õ kℤ = kx ∣ x ∈ ℤ: ²ÛëåÇëáí ³å³óáõó»óÇÝù Ñ»ï&Û³É

Ã»áñ»ÙÁ:
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Â»áñ»Ù 8.

¸Çóáõù H ≤ ℤn: H-Ý Ç½áÙáñý ¿

n1ℤ ⊕ n2ℤ ⊕⋯ ⊕ nrℤ ⊕

n−r

0 ⊕⋯ ⊕ 0

áõÕÇÕ ·áõÙ³ñÇÝ ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý áñáßí³Í n1,n2,… ,nr

³ÛÝåÇëÇ ¹ñ³Ï³Ý ³ÙµáÕç Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ, áñ ni+1-Á

µ³Å³ÝíáõÙ ¿ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç ni-Ç íñ³,
i = 1,2,… , r − 1:

²Ûï»ÕÇó ¿É ëï³óíáõÙ ¿ í»ñç³íáñ ÍÝí³Í ³µ»ÉÛ³Ý ËÙµ»ñÇ

ÝÏ³ñ³·ñáõÃÛáõÝÁª

Â»áñ»Ù 9.

¸Çóáõù G-Ý í»ñç³íáñ ÍÝí³Í ³µ»ÉÛ³Ý ËáõÙµ ¿ &

ÍÝí³Í ¿ n Ñ³ï ÍÝÇã å³ñáõÝ³ÏáÕ ÍÝÇãÝ»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛ³Ùµ: �áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý

áñáßí³Í ³ÛÝåÇëÇ ¹ñ³Ï³Ý ³ÙµáÕç n1,n2,… ,nr Ãí»ñ, áñ

ni+1-Á µ³Å³ÝíáõÙ ¿ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç ni-Ç íñ³,

i = 1,2,… , r − 1, áñ G-Ý Ç½áÙáñý ¿

ℤn1 ⊕ ℤn2 ⊕⋯ ⊕ ℤnr ⊕ ℤn−r

áõÕÇÕ ·áõÙ³ñÇÝ, áñï»Õ ℤk = ℤ╱kℤ:
²å³óáõÛó. ¸Çóáõù G-Ç ÍÝÇãÝ»ñÝ »Ýª g1,… ,gn ï³ññ»ñÁ, áõëïÇ

G = λ1g1 +…+λngn ∣ λi ∈ ℤ, i = 1,… , n:
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¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ λ1,… ,λn  λ1g1 +…+λngn

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ ¹³ ÑáÙáÙáñýÇ½Ù ¿ ℤn-Çó G-Ç íñ³: Ð³Ù³Ó³ÛÝ

Ç½áÙáñýÇ½ÙÇ Ù³ëÇÝ Ã»áñ»ÙÇ G-Ý Ç½áÙáñý ¿ ℤn-Ç Áëï Ýßí³Í

ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ ÙÇçáõÏÇ ý³Ïïáñ-ËÙµÇÝ: ´³Ûó ÙÇçáõÏÁ ÉÇÝ»Éáí ℤn-Ç

»ÝÃ³ËáõÙµ Áëï Â»áñ»Ù 8-Ç Ç½áÙáñý ¿

n1ℤ ⊕ n2ℤ ⊕⋯ ⊕ nrℤ ⊕

n−r

0 ⊕⋯ ⊕ 0

áõÕÇÕ ·áõÙ³ñÇÝ: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ

ℤn╱n1ℤ ⊕ n2ℤ ⊕⋯ ⊕ nrℤ ⊕

n−r

0 ⊕⋯ ⊕ 0=

ℤ╱n1ℤ ⊕ ℤ╱n2ℤ ⊕⋯ ⊕ ℤ╱nrℤ ⊕

n−r

ℤ ⊕⋯ ⊕ ℤ

ÆëÏ³å»ëª λ1,… ,λn & μ1,… ,μn ï³ññ»ñÁ ℤn-Çó

Ïå³ïÏ³Ý»Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇÝ Áëï

n1ℤ ⊕ n2ℤ ⊕⋯ ⊕ nrℤ ⊕

n−r

0 ⊕⋯ ⊕ 0

ËÙµÇ, ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ, »Ã» ¹ñ³Ýó ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ å³ïÏ³ÝÇ

n1ℤ ⊕ n2ℤ ⊕⋯ ⊕ nrℤ ⊕

n−r

0 ⊕⋯ ⊕ 0

ËÙµÇÝ, ÇëÏ ¹³ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ Ñ»ï&Û³ÉÇÝª

1. λi − μi ≡ modni, i = 1,2,… , r

2. λi = μi, i = r + 1,… ,n

Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

ÜÏ³ï»Ýù, áñ í»ñç³íáñ ÍÝí³Í ³µ»ÉÛ³Ý ËáõÙµÁ ÏÉÇÝÇ í»ñç³íáñ,

ÙÇ³ÛÝ »ñµ r = n:

²ÛÅÙ ëï³Ý³Ýù í»ñç³íáñ ³µ»ÉÛ³Ý ËÙµ»ñÇ áõÕÇÕ ·áõÙ³ñÇ ³í»ÉÇ
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"Ýáõñµ" í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ:

¸Çóáõù G-Ý í»ñç³íáñ ³µ»ÉÛ³Ý ËáõÙµ ¿ & Ç½áÙáñý ¿

ℤn1 ⊕ ℤn2 ⊕⋯ ⊕ ℤnr áõÕÇÕ ·áõÙ³ñÇÝ: ì»ñóÝ»Ýù nr-Ç

í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ å³ñ½ ³ñï³¹ñÇãÝ»ñÇª nr = p1
α1p2

α2…pk
αk : ø³ÝÇ áñ

ni+1-Á µ³Å³ÝíáõÙ ¿ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç ni-Ç íñ³, i = 1,2,… , r − 1,

³å³ Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»Éª

nr = p1
α1p2

α2…pk
αk

nr−1 = p1
β1p2

β2…pk
βk

⋮

n1 = p1
1p2

2…pk
k

áñï»Õ αi ≥ βi ≥…≥ i ≥ 0, i = 1,2,… ,k: ÆÝãå»ë ·Çï»Ýùª (ï»ë»ù

áõÕÇÕ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÇÝ í»ñ³µ»ñíáÕ Ù³ëÇ ûñÇÝ³ÏÝ»ñÁ)

ℤnr = ℤp1

α1 ⊕ ℤp2

α2 ⊕…⊕ℤpk

αk

ℤnr−1 = ℤ
p1

β1 ⊕ ℤ
p2

β2 ⊕…⊕ℤ
pk

βk

⋮

ℤn1 = ℤp1

1 ⊕ ℤp2

2 ⊕…⊕ℤpk

k

& G-Ý Ç½áÙáñý ¿

ℤp1

α1 ⊕…⊕ℤpk

αk ⊕ ℤ
p1

β1 ⊕…⊕ℤ
pk

βk ⊕…⊕ℤp1

1 ⊕…⊕ℤpk

k

áõÕÇÕ ·áõÙ³ñÇÝ: ÜÏ³ï»Ýù, áñ ³í»ÉÇ "Ýáõñµ" í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ óÇÏÉÇÏ

ËÙµ»ñÇ áõÕÇÕ ·áõÙ³ñ ëï³Ý³Éáõ Ñ³Ù³ñ ÑÝ³ñ³íáñ ã¿, ù³ÝÇ áñ,

ÇÝãå»ë ·Çï»Ýù (ï»ë»ù áõÕÇÕ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÇÝ í»ñ³µ»ñíáÕ Ù³ëÇ

ûñÇÝ³ÏÝ»ñÁ), óÇÏÉÇÏ ËáõÙµÁ, áñÇ Ï³ñ·Á å³ñ½ ÃíÇ ³ëïÇ�³Ý ¿,

ÑÝ³ñ³íáñ ã¿ áã ïñÇíÇ³É Ó&áí Ý»ñÏ³Û³óÝ»É áõÕÇÕ ·áõÙ³ñÇ

ï»ëùáí:
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Â»áñ»Ù 10.

ì»ñç³íáñ ³µ»ÉÛ³Ý ËáõÙµÝ Ç½áÙáñý ¿ óÇÏÉÇÏ

ËÙµ»ñÇ áõÕÇÕ ·áõÙ³ñÇÝ, ÁÝ¹ áñáõÙ óÇÏÉÇÏ ËÙµ»ñÇ

Ï³ñ·»ñÁ å³ñ½ Ãí»ñÇ ³ëïÇ�³ÝÝ»ñ »Ý: àõÕÇÕ

·áõÙ³ñÁ áñáßí³Í ¿ ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÇ

ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ý �ßïáõÃÛ³Ùµ:

²å³óáõÛó. ØÝáõÙ ¿ ³å³óáõó»É ÙÇ³ÏáõÃÛáõÝÁ: ´³Ûó ¹³

¹³éÝáõÙ ¿ ³ÏÝÑ³Ûï, »Ã» ÝÏ³ï»Ýù, áñ

ℤp1

α1 ⊕…⊕ℤpk

αk ⊕ ℤ
p1

β1 ⊕…⊕ℤ
pk

βk ⊕…⊕ℤp1

1 ⊕…⊕ℤpk

k

áõÕÇÕ ·áõÙ³ñáí n1,… ,nr Ãí»ñÝ áñáßíáõÙ »Ý ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý:

Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

Üå³ï³Ï³Ñ³ñ ¿ µ»ñ»É Â»áñ»Ù 10-Ç ÙÇ³ÏáõÃÛ³Ý í»ñ³µ»ñÛ³É

åÝ¹Ù³Ý Ù»Ï ³ÛÉ ³å³óáõÛó, áñÁ ÑÇÙÝí³Í ã¿ ÍÝÇãÝ»ñÇ Ù³ïñÇóÇ

ÙÇÝáñÝ»ñÇ ³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÝ»ñÇ

ÇÝí³ñÇ³ÝïáõÃÛ³Ý íñ³:

¸Çóáõù G-Ý ³µ»ÉÛ³Ý ËáõÙµ ¿ & n ∈ ℤ: Üß³Ý³Ï»Ýùª

nG = ng ∣ g ∈ G: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ nG ≤ G &, »Ã» n-Á µ³Å³ÝíáõÙ

¿ m-Ç íñ³, ³å³ nG ≤ mG:

²å³óáõó»Ýù ³ÛÅÙ, áñ nℤm-Ý Ç½áÙáñý ¿ ℤ m

m,n
-ÇÝ: ÆëÏ³å»ë,

áõÝ»Ýù, áñ ℤm = 0,1, 2,… ,m − 1, áõëïÇ

nℤm = 0, nmod m, 2n modm,… , m − 1n modm: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É,

áñ Ýí³½³·áõÛÝ ¹ñ³Ï³Ý x-Á, áñÇ Ñ³Ù³ñ nx ≡ 0 modm ¹³ m

m,n

ÃÇíÝ ¿: àõëïÇ nℤm-Ý Ç½áÙáñý ¿ ℤ m

m,n
-ÇÝ:

Ø³ëÝ³íáñ³å»ë, »Ã» n-Á µ³Å³ÝíáõÙ ¿ m-Ç íñ³, ³å³
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nℤm = 0, ÇëÏ »Ã» m-Á & n-Á �áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ »Ý, ³å³

nℤm-Ý Ç½áÙáñý ¿ ℤm-ÇÝ:

¸ÛáõñÇÝ ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ

nG1 ⊕ G2 ⊕…⊕Gk = nG1 ⊕ nG2 ⊕…⊕nGk:

²ÛÅÙ, ¹Çóáõù, G-Ý í»ñç³íáñ ³µ»ÉÛ³Ý ËáõÙµ ¿ & áõÝÇ óÇÏÉÇÏ

ËÙµ»ñÇ ·áõÙ³ñÝ»ñÇ »ñÏáõ ï³ñµ»ñ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ: ²é³ÝÓÝ³óÝ»Ýù

p å³ñ½ ÃíÇ ³ëïÇ�³ÝÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÁª

G = ℤpα1 ⊕…⊕ℤpαk ⊕…= ℤpβ1 ⊕…⊕ℤpβs ⊕…

áñï»Õ α1 ≤…≤ αk & β1 ≤…≤ βs: Üß³Ý³Ï»Ýù t-áí G-Ç ³Ûë »ñÏáõ

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ»ñÇ Ù»ç Ù³ëÝ³ÏóáÕ ÙÝ³ó³Í å³ñ½ Ãí»ñÇ

³ëïÇ�³ÝÝ»ñÇ ³Ù»Ý³�áùñ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³½Ù³å³ïÇÏÁ: Ð³Ù³Ó³ÛÝ

í»ñÝ ³å³óáõóí³ÍÇª

tG = tℤpα1 ⊕…⊕tℤpαk ⊕ 0 ⊕…= tℤpβ1 ⊕…⊕tℤpβs ⊕ 0…

&

tG = ℤpα1 ⊕…⊕ℤpαk ⊕ 0 ⊕…= ℤpβ1 ⊕…⊕ℤpβs ⊕ 0…

àõëïÇ

tG = ℤpα1 ⊕…⊕ℤpαk = ℤpβ1 ⊕…⊕ℤpβs

¸Çóáõù α1 ≤…≤ αk & β1 ≤…≤ βs Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

ï³ñµ»ñ »Ý: àõñ»ÙÝ Ï·ïÝíÇ i ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ αk−j = βs−j µáÉáñ

j = 0,1,… , i − 1 Ñ³Ù³ñ & αk−i ≠ βs−i: àñáß³ÏÇáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ

»ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ αk−i > βs−i &, áõñ»ÙÝ, αk−i − 1 ≥ βs−i: Îëï³Ý³Ýùª

pαk−i−1tG =…⊕ℤp ⊕ ℤpαk−i+1−αk−i+1 ⊕…⊕ℤpαk−αk−i+1 =

0 ⊕…⊕0 ⊕ ℤpβs−i+1−αk−i+1 ⊕…⊕ℤpβs−αk−i+1

àõñ»ÙÝ pαk−i−1tG ËÙµÇ Ï³ñ·Á ÙÇ ÏáÕÙÇó
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p1+αk−i+1−αk−i+1+…+αk−αk−i+1-Çó �áùñ ã¿, ÙÛáõë ÏáÕÙÇó ¿É Ñ³í³ë³ñ ¿

pβs−i+1−αk−i+1+…+βs−αk−i+1-Ç:

àõëïÇ p1+αk−i+1−αk−i+1+…+αk−αk−i+1 ≤ pβs−i+1−αk−i+1+…+βs−αk−i+1:

ê³Ï³ÛÝ

αk−i+1 − αk−i + 1 +…+αk − αk−i + 1 =

βs−i+1 − αk−i + 1 +…+βs − αk−i + 1

& Ñ³Ý·áõÙ »Ýù Ñ³Ï³ëáõÃÛ³Ý:

úñÇÝ³Ï
Ð³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 10-Ç ëïáñ& µ»ñí³Í »Ý µáÉáñ Çñ³ñ áã

Ç½áÙáñý 1800 = 233252 Ï³ñ·Ç ³µ»ÉÛ³Ý ËÙµ»ñÁ.

ℤ2 ⊕ ℤ2 ⊕ ℤ2 ⊕ ℤ3 ⊕ ℤ3 ⊕ ℤ5 ⊕ ℤ5

ℤ2 ⊕ ℤ2 ⊕ ℤ2 ⊕ ℤ3 ⊕ ℤ3 ⊕ ℤ25

ℤ2 ⊕ ℤ2 ⊕ ℤ2 ⊕ ℤ9 ⊕ ℤ5 ⊕ ℤ5

ℤ2 ⊕ ℤ2 ⊕ ℤ2 ⊕ ℤ9 ⊕ ℤ25

ℤ2 ⊕ ℤ4 ⊕ ℤ3 ⊕ ℤ3 ⊕ ℤ5 ⊕ ℤ5

ℤ2 ⊕ ℤ4 ⊕ ℤ3 ⊕ ℤ3 ⊕ ℤ25

ℤ2 ⊕ ℤ4 ⊕ ℤ9 ⊕ ℤ5 ⊕ ℤ5

ℤ2 ⊕ ℤ4 ⊕ ℤ9 ⊕ ℤ25

ℤ8 ⊕ ℤ3 ⊕ ℤ3 ⊕ ℤ5 ⊕ ℤ5

ℤ8 ⊕ ℤ3 ⊕ ℤ3 ⊕ ℤ25

ℤ8 ⊕ ℤ9 ⊕ ℤ5 ⊕ ℤ5

ℤ8 ⊕ ℤ9 ⊕ ℤ25
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ÊÙµÇ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³

¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï&Û³É ËÝ¹ÇñÁ:

¸Çóáõù ïñí³Í ¿ ÙÇ ³ÝÇí, áñÁ µ³Å³Ýí³Í ¿ n Ñ³ï Ñ³í³ë³ñ

ë»ÏïáñÝ»ñÇ, áñáÝù å³Û³Ù³Ý³Ï³Ýáñ»Ý Ñ³Ù³ñ³Ï³Éí³Í »Ý

1,2, . . . ,n Ãí»ñáí, ÇÝãå»ë óáõÛó ¿ ïñí³Í ëïáñ& µ»ñí³Í ÝÏ³ñáõÙ.

²ÝÇíÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ åïï»É Ï»ÝïñáÝÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ: äïáõÛïÇ ÙÇ³íáñ

ù³ÛÉÁ Ù»Ï ë»ÏïáñÇ ã³�áí ¿: ²ÛëÇÝùÝ Ù»Ï ù³ÛÉáí ³é³çÇÝ ë»ÏïáñÁ

·ñ³íáõÙ ¿ »ñÏñáñ¹Ç ï»ÕÁ, »ñÏñáñ¹Áª »ññáñ¹Ç & ³ÛÉÝ, n − 1-Áª n-Ç

ï»ÕÁ, ÇëÏ n-Áª ³é³çÇÝÇ:

îñí³Í »Ý Ý³& r ï³ñµ»ñ ·áõÛÝÇ Ý»ñÏ»ñ: Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ ë»Ïïáñ

Ý»ñÏ»Éáí áñ&¿ ·áõÛÝáí ëï³ÝáõÙ »Ýù ³ÝÇíÇ Ý»ñÏáõÙ: ºñÏáõ Ý»ñÏáõÙ

Ñ³Ù³ñáõÙ »Ýù ÝáõÛÝÁ, »Ã» Ù»ÏÁ ÙÛáõëÇó ëï³óíáõÙ ¿ ³ÝÇíÇ

åïáõÛïáí: úñÇÝ³Ï, ëïáñ& µ»ñí³Í Ý»ñÏáõÙÝ»ñÁ ÝáõÛÝÝ »Ý
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ä³Ñ³ÝçíáõÙ ¿ Ñ³ßí»É ï³ñµ»ñ (Çñ³ñÇó åïáõÛïáí ãëï³óíáÕ)

Ý»ñÏáõÙÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ:

öáñÓ»Ýù ËÝ¹ñÇÝ ï³É Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý Ó&³Ï»ñåáõÙ:

Üß³Ý³Ï»Ýùª N = 1,2, . . . ,n & R = 1,2, . . . , r:

²Ù»Ý ÙÇ Ý»ñÏÙ³Ý »Õ³Ý³Ï ïñíáõÙ ¿ f : N  R ýáõÝÏóÇ³ÛÇ

ÙÇçáóáí: ²ÛëåÇëÇ ýáõÝÏóÇ³Ûáí áñáßí³Í Ý»ñÏÙ³Ý »Õ³Ý³Ïáí i-ñ¹

ë»ÏïáñÁ Ý»ñÏíáõÙ ¿ fi ·áõÛÝáí: ´áÉáñ f : N  R ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ÁÝ¹áõÝí³Í ¿ Ýß³Ý³Ï»É RN-áí:

²ÝÇíÇ åïáõÛïÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÝÏ³ñ³·ñ»É

π =
1 2 3 ⋯ n − 1 n

2 3 4 ⋯ n 1

ï»Õ³¹ñáõÃÛ³Ý ³ëïÇ�³ÝÝ»ñáí: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ π-Ý

ÝÏ³ñ³·ñáõÙ ¿ ³ÝÇíÇ ÙÇ³íáñ åïáõÛïÁ, ù³ÝÇ áñ i-ñ¹ ë»ÏïáñÁ

·ñ³íáõÙ ¿ i + 1-Ç ï»ÕÁ i ∈ 1,2,… ,n − 1 Ñ³Ù³ñ, ÇëÏ n-ñ¹

ë»ÏïáñÁ ·ñ³íáõÙ ¿ ³é³çÇÝÇ ï»ÕÁ: ä³ñ½ ¿, áñ πk

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ (π-Ç k ³Ý·³Ù Ñ³çáñ¹³µ³ñ ÏÇñ³éáõÙÁ)

Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ k Ñ³ï ÙÇ³íáñ åïáõÛïÝ»ñÇÝ: ²ÛëÇÝùÝ ³ÝÇíÇ µáÉáñ

åïáõÛïÝ»ñÁ ÝÏ³ñ³·ñíáõÙ »Ý π-áí ÍÝí³Í óÇÏÉÇÏ ËÙµáíª

〈π〉 = e,π,π2,π3, . . . ,πn−1 & 〈π〉 : 1 = n: Ü³& π ï»Õ³¹ñáõÃÛ³Ý

Ï³ñ·Á Ñ³í³ë³ñ ¿ n-Ç, ³ÛëÇÝùÝ π-Ç ³Ù»Ý³�áùñ ¹ñ³Ï³Ý

³ëïÇ�³ÝÁ, áñ Ñ³í³ë³ñ ¿ ÙÇ³íáñÇ ¹³ n-Ý ¿ (áñáíÑ»ï& n ÙÇ³íáñ
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åïáõÛïÇó Ñ»ïá ³Ù»Ý ÙÇ ë»Ïïáñ í»ñ³¹³éÝáõÙ ¿ Çñ ëÏ½µÝ³Ï³Ý

ï»ÕÇÝ):

¸Çóáõù áõÝ»Ýù »ñÏáõ Ý»ñÏÙ³Ý »Õ³Ý³Ï f,g ∈ RN & ¹ñ³Ýù

ëï³óíáõÙ »Ý Çñ³ñÇó åïáõÛïáí, áñÁ ïñíáõÙ ¿ πk-áí: ²Û¹ �³ëïÁ

Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ fi = gπki, i ∈ N: ºÃ» û·ï³·áñÍ»Ýù gπk Ýß³ÝÁ

πk ï»Õ³¹ñáõÃÛ³Ý & g ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³çáñ¹³µ³ñ ÏÇñ³éÙ³Ý

³ñ¹ÛáõÝùáõÙ ëï³óíáÕ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ýß³Ý³ÏÙ³Ý Ñ³Ù³ñ, ³å³ f & g

Ý»ñÏáõÙÝ»ñÇ Çñ³ñÇó åïáõÛïáí ëï³óí»Éáõ �³ëïÁ Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É

Ý³& Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª f = gπk: ì»ñçÇÝ å³ÛÙ³ÝÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿

fπn−k = g å³ÛÙ³ÝÇÝ: ÆëÏ³å»ë, »Ã» fi = gπki µáÉáñ i-ñÇ

Ñ³Ù³ñ N-Çó, ³å³ πki = j ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ Ù»Ï³Ï³Ý ³Ý·³Ù µáÉáñ

³ñÅ»ùÝ»ñÁ N-Çó & πn−kj = i, áõëïÇ fπn−kj = gj µáÉáñ j ∈ N:

²ÛÝ �³ëïÁ, áñ f,g ∈ RN Ý»ñÏÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÝ»ñÝ Çñ³ñÇó åïáõÛïáí

»Ý ëï³óíáõÙ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù f ∼ g Ýß³Ýáí: àõñ»ÙÝª

f ∼ g  ∃k f = gπk     (24)

î»ÕÇ áõÝ»Ý Ñ»ï&Û³É Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ.

1. f ∼ f

2. f ∼ g  g ∼ f

3. f ∼ g & g ∼ h  f ∼ h

ÆëÏ³å»ë, (24)-Ç ³ç Ù³ëÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·ñ»É Ý³& áñå»ë ∃k

fπn−k = g, áõëïÇ g ∼ f & 2. Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ ëïáõÛ· ¿:

ºÃ» f ∼ g & g ∼ h, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý k & m áñ f = gπk &

g = hπm, áñï»ÕÇó ëï³ÝáõÙ »Ýù f = hπmπk = hπm+k  f ∼ h & 3.

Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ ëïáõÛ· ¿:

²Ûë »ñ»ù Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇó Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ RN-Á ïñáÑí³Í ¿

Ñ³Ù³ñÅ»ùáõÃÛ³Ý ¹³ë»ñÇª f,g ∈ RN ÙÇ&ÝáõÛÝ ¹³ëÇó »Ý  f ∼ g:

ä³ñ½ ¿, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ f ∈ RN å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ ÇÝã-áñ ¹³ëÇ:
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ºñÏáõ ¹³ë»ñ Ï³Ù ã»Ý Ñ³ïíáõÙ Ï³Ù ¿É Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý: Æñáù, »Ã»

f-Á å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ A & B ¹³ë»ñÇÝ, ³å³ g ∈ A  f ∼ g &

h ∈ B  f ∼ h: Ð³Ù³Ó³ÛÝ 2. & 3. Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇ g ∼ f &

f ∼ h  g ∼ h, ³ÛëÇÝùÝ A ¹³ëÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ å³ïÏ³ÝáõÙ »Ý B

¹³ëÇÝ & Ñ³Ï³é³ÏÁª B ¹³ëÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ å³ïÏ³ÝáõÙ »Ý A

¹³ëÇÝ: àõëïÇ A = B:

ø³ÝÇ áñ ÙÇ&ÝáõÛÝ ¹³ëÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñáí ïñíáÕ

Ý»ñÏáõÙÝ»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý, ÇëÏ ï³ñµ»ñ ¹³ë»ñÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñáí

ïñíáÕ Ý»ñÏáõÙÝ»ñÁ ã»Ý Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ, ³å³ ï³ñµ»ñ Ý»ñÏáõÙÝ»ñÇ

ù³Ý³ÏÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ ï³ñµ»ñ ¹³ë»ñÇ ù³Ý³ÏÇÝ: ²ÛëåÇëáí ï³ñµ»ñ

Ý»ñÏáõÙÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÇ Ñ³ßíÙ³Ý ËÝ¹ÇñÁ Ñ³Ý·»óí»ó ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ

Ñ³Ù³ñÅ»ùáõÃÛ³Ý ¹³ë»ñÇ ù³Ý³ÏÇ Ñ³ßíÙ³Ý ËÝ¹ñÇÝ:

²Ûë & ³ÛÉ ÝÙ³Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñÇ ÉáõÍÙ³Ý Ñ³Ù³ñ Ñ³ñÙ³ñ ¿

û·ï³·áñÍ»É Ñ»ï&Û³É ·³Õ³�³ñÁ:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. ¸Çóáõù ïñí³Í »Ý G ËáõÙµÁ & S µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ:

²ëáõÙ »Ý, áñ G ËáõÙµÁ ·áñÍáõÙ ¿ S µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³, »Ã»

ë³ÑÙ³Ýí³Í ¿ ÙÇ G × S  S ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ (³Ù»Ý g, s ½áõÛ·ÇÝ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ï³ññÁ S-Çó Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ gs-áí), áñ

µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ.

1. es = s

2. g1g2s = g1g2s

²Ûë ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý µáí³Ý¹³Ï³ÉÇó ÇÙ³ëïÁ Ñ»ï&Û³ÉÝ ¿: ÊÙµÇ

ï³ññ»ñÁ Ù»ÏÝ³µ³ÝíáõÙ »Ý áñå»ë S µ³½ÙáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñÇ

"Ó&³�áËáõÃÛáõÝÝ»ñÇ" ËáõÙµ: ²ÛëÇÝùÝ ËÙµÇ g ï³ññÁ ³½¹»Éáí S

µ³½ÙáõÃÛ³Ý s ï³ññÇ íñ³ "Ó&³�áËáõÙ" ¿ ³ÛÝ gs ∈ S ï³ññÇ:

ê³ÑÙ³ÝÙ³Ý ³é³çÇÝ å³ÛÙ³ÝÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ÙÇ³íáñ Ï³Ù
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ÝáõÛÝ³µ³ñ "Ó&³�áËáõÃÛáõÝÁ" ³½¹»Éáí ï³ññÇ íñ³ ³ÛÝ ãÇ �áËáõÙ:

ºñÏáõ "Ó&³�áËáõÃÛáõÝÝ»ñÇ" Ñ³çáñ¹³µ³ñ ÏÇñ³éáõÙÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿

Ýñ³Ýó ³ñï³¹ñÛ³Éáí ëï³óíáÕ Ù»Ï "Ó&³�áËáõÃÛ³Ý"

³½¹»óáõÃÛ³ÝÁ:

úñÇÝ³ÏÝ»ñ

1. ¸Çóáõù G = Sn & S = N = 1,2, . . . , n: ²Ù»Ý ÙÇ α
ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ i ∈ N ÃÇíÁ ï³ÝáõÙ ¿ αi ÃíÇ Ù»ç,
³ÛëÇÝùÝ αi = αi: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ Sn-Á ·áñÍáõÙ ¿ N

µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³:

2. ¸Çóáõù G = Sn, N = 1,2, . . . , n, R = 1,2, . . . , r &
S = RN: Sn-Ç ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ RN-Ç íñ³ ë³ÑÙ³ÝáõÙ »Ýù
Ñ»ï&Û³É Ï»ñå ª α ∈ Sn, f ∈ RN Ñ³Ù³ñ αf = f ⋅ α, ³ÛëÇÝùÝ
αfx = fαx:

3. Êáñ³Ý³ñ¹Ç ·³·³ÃÝ»ñÇ (ÏáÕ»ñÇ, ÝÇëï»ñÇ)
ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñ ëï³óíáõÙ »Ý
Ëáñ³Ý³ñ¹Ç åïáõÛïÝ»ñáí ËáõÙµ »Ý Ï³½ÙáõÙ: ²Û¹ ËáõÙµÁ
·áñÍáõÙ ¿ Ëáñ³Ý³ñ¹Ç ·³·³ÃÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³:

²Û¹åÇëÇ åïáõÛïÝ»ñÁ 24-Ý »Ý.

a. ÙÇ³íáñ åïáõÛï (�³ëï³óÇ åïáõÛï ãÇ Ï³ï³ñíáõÙ)
- 1 Ñ³ï

b. 90o åïáõÛï Ëáñ³Ý³ñ¹Ç »ñÏáõ Ñ³Ý¹Çå³Ï³ó
ÝÇëï»ñÇ Ï»ÝïñáÝÝ»ñáí ³ÝóÝáÕ ³é³ÝóùÇ ßáõñç - 3

Ñ³ï

c. 180o åïáõÛï Ëáñ³Ý³ñ¹Ç »ñÏáõ Ñ³Ý¹Çå³Ï³ó
ÝÇëï»ñÇ Ï»ÝïñáÝÝ»ñáí ³ÝóÝáÕ ³é³ÝóùÇ ßáõñç - 3

Ñ³ï

d. 270o åïáõÛï Ëáñ³Ý³ñ¹Ç »ñÏáõ Ñ³Ý¹Çå³Ï³ó
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ÝÇëï»ñÇ Ï»ÝïñáÝÝ»ñáí ³ÝóÝáÕ ³é³ÝóùÇ ßáõñç - 3

Ñ³ï

e. 120o åïáõÛï Ëáñ³Ý³ñ¹Ç ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ ßáõñç - 4

Ñ³ï

f. 240o åïáõÛï Ëáñ³Ý³ñ¹Ç ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ ßáõñç - 4

Ñ³ï

g. 180o åïáõÛï Ëáñ³Ý³ñ¹Ç »ñÏáõ Ñ³Ý¹Çå³Ï³ó
ÏáÕ»ñÇ Ï»ÝïñáÝÝ»ñáí ³ÝóÝáÕ ³é³ÝóùÇ ßáõñç - 6

Ñ³ï

4. G ËáõÙµÁ ·áñÍáõÙ ¿ ÇÝùÝ Çñ íñ³ (S = G) Ñ»ï&Û³É
Ï»ñå. g ∈ G, s ∈ G ½áõÛ·ÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ gs ∈ S

5. G ËáõÙµÁ ·áñÍáõÙ ¿ ÇÝùÝ Çñ íñ³ (S = G) Ñ»ï&Û³É
Ï»ñå. g ∈ G, s ∈ G Ñ³Ù³ñ gs = g−1sg: Æñáù, e−1se = s &
g1
−1g2

−1sg2g1 = g2g1−1sg2g1:

¸Çóáõù G ËáõÙµÁ ·áñÍáõÙ ¿ S µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³: üÇùë»Ýù áñ&¿

g ∈ G: ²Û¹ g-áí áñáßíáõÙ ¿ S µ³½ÙáõÃÛ³Ý �áËÙÇ³ñÅ»ù

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ S-Ç íñ³ª Tg : S  S, Tgs = gs: ºÃ»

Tgs1 = Tgs2, ³å³ gs1 = gs2 & s1 = s2: ºÃ» s ∈ S, ³å³

Tgg−1s = s, áõëïÇ Tg ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ S µ³½ÙáõÃÛ³Ý g−1s

ï³ññÁ ï³ÝáõÙ ¿ s-Ç Ù»ç:

Tg ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ �³Ï ¿ Ñ³çáñ¹³µ³ñ

ÏÇñ³éÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ: ÆëÏ³å»ë,

Tg2Tg1s = Tg2g1s = g2g1s = g2g1s = Tg2g1s: àõëïÇ

Tg2 ⋅ Tg1 = Tg2g1

TgTg−1 = Te

ì»ñçÇÝ »ñÏáõ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý, áñ Tg

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ËáõÙµ ¿
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³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³µ³ñ ÏÇñ³éÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý

ÝÏ³ïÙ³Ùµ:

ºÃ» S µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ í»ñç³íáñ ¿, ³å³ Tg

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÝ»ñÁ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñ »Ý Sn ëÇÙ»ïñÇÏ ËÙµÇó,

áñï»Õ n = |S|: ä³ñ½ ¿, áñ g ↦ Tg ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ G-Çó Sn

ÑáÙáÙáñýÇ½Ù ¿ & G-Ç ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý �áË³ñ»Ý Ï³ñ»ÉÇ ¿

ë³ÑÙ³Ý³�³Ïí»É Tg ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ S-Ç íñ³ ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý

Ñ»ï³½áïÙ³Ùµ: ²ÛëáõÑ»ï& í»ñç³íáñ S-Ç ¹»åùáõÙ ÙÇßï

ÏÑ³Ù³ñ»Ýù, áñ G-Ý ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ËáõÙµ ¿:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. ¸Çóáõù G ËáõÙµÁ ·áñÍáõÙ ¿ S µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³:

s ∈ S ï³ññÇ ëï³µÇÉ ËáõÙµ (Ï³Ù å³ñ½³å»ë

ëï³µÇÉÇ½³ïáñ) ¿ ÏáãíáõÙ Ñ»ï&Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ.

Gs = g ∈ G ∣ gs = s,

s ∈ S ï³ññÇ áõÕ»ÍÇñ ¿ ÏáãíáõÙ Gs = ś ∣ ∃g ∈ G,

gs = ś = gs ∣ g ∈ G µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: àõÕ»ÍñÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ
áõÕ»ÍñÇ ï³ññ»ñÇ ù³Ý³ÏÝ ¿:

Ð³Ùá½í»Ýù, áñ Gs ≤ G: ºÃ» g1,g2 ∈ Gs, ³å³ g1s = s, g2s = s

& g2
−1s = s: àõñ»ÙÝ g2

−1g1s = g2
−1g1s = g2

−1s = s & g2
−1g1 ∈ Gs,

áõëïÇª Gs ≤ G: ÜÏ³ï»Ýù, áñ e ∈ Gs & Gs ≠ :

¸Çóáõù g ∈ G, s, t ∈ S & gs = t: ²Ûë ¹»åùáõÙ Gs = g−1Gtg:

²å³óáõó»Ýù ¹³: ºÃ» g1 ∈ g−1Gtg, ³å³ ∃h ∈ Gt g1 = g−1hg &

g1s = g−1hgs = g−1hgs = g−1ht = g−1ht = g−1t = s:

²ÛëÇÝùÝ g1 ∈ Gs & Gs ⊇ g−1Gtg: ø³ÝÇ áñ g−1t = s, ³å³, Áëï

³å³óáõó³ÍÇ, Gt ⊇ g−1−1Gsg−1 = gGsg−1 & g−1Gtg ⊇ Gs:
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àõëáõÙÝ³ëÇñ»Ýù ³ÛÅÙ áõÕ»Íñ»ñÁ: ¸Çóáõù s1 ∈ Gs & gs = s1:

ä³ñ½ ¿, áñ g−1s1 = s & áõñ»ÙÝ s ∈ Gs1: Ð»ï&³µ³ñª Gs = Gs1:

²ÛëÇÝùÝ Çñ³ñ Ù»ç áñ&¿ "Ó&³�áËáõÃÛ³Ùµ" ³ÝóÝáÕ µáÉáñ s-ñÇ

áõÕ»Íñ»ñÁ ÝáõÛÝÝ » Ý:

¸Çóáõù s ∈ Gs1 ∩ Gs1: àõñ»ÙÝ Gs = Gs1 & Gs = Gs2, ³ÛëÇÝùÝª

Gs1 = Gs2:

²ÛëåÇëáí S µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ïñáÑíáõÙ ¿ ãÑ³ïíáÕ áõÕ»Íñ»ñÇ:

öáñÓ»Ýù Ñ³ßí»É ³Û¹ ï³ñµ»ñ áõÕ»Íñ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ í»ñç³íáñ S

µ³½ÙáõÃÛ³Ý ¹»åùáõÙ: ºÃ» µáÉáñ áõÕ»Íñ»ñÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

Ñ³ÙÁÝÏÝ»ÇÝ, ³å³ áõÕ»Íñ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ å³ñ½³å»ë Ñ³í³ë³ñ ÏÉÇÝ»ñ

S-Ç Ñ½áñáõÃÛ³Ý & áõÕ»ÍñÇ »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý ù³Ýáñ¹ÇÝ (Ñ³ñ³ÏÇó

¹³ë»ñÇ ¹»åùÇ ÝÙ³Ý): ê³Ï³ÛÝ ï³ñµ»ñ áõÕ»Íñ»ñ Ï³ñáÕ »Ý áõÝ»Ý³É

ï³ñµ»ñ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÝ»ñ & áõÕ»Íñ»ñÇ ù³Ý³ÏÇ Ñ³ßí³ñÏÝ ³í»ÉÇ

Ýáõñµ Ù»Ãá¹Ý»ñÇ Ïñ³éáõÙ ¿ å³Ñ³ÝçáõÙ:

Ü³Ë å³ñ½»Ýù, Ã» áñ ¹»åùáõÙ ËÙµÇ ï³ñµ»ñ

"Ó&³�áËáõÃÛáõÝÝ»ñÁ" ÏÇñ³é³Í s-ÇÝ ï³ÉÇë »Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ ï³ññÁ:

êïáõÛ· ¿ Ñ³Ù³ñÅ»ùáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ»ï&Û³É ßÕÃ³Ý.

g1s = g2s  g2
−1g1s = s  g2

−1g1 ∈ Gs  g1Gs = g2Gs

ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ g1s = g2s ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ

Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý g1-Ç & g2-Ç Áëï Gs-Ç Ï³éáõóí³Í Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÁ:

àõñ»ÙÝ ï³ñµ»ñ gs-ñÇ ù³Ý³ÏÁ ïñí³Í s-Ç Ñ³Ù³ñ Ñ³í³ë³ñ ¿

Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ ù³Ý³ÏÇÝ Áëï Gs »ÝÃ³ËÙµÇª Gs-Ç ÇÝ¹»ùëÇÝ:

²ÛëÇÝùÝª

|Gs| = G : Gs     (25)

êïáñ& Ïû·ï³·áñÍ»Ýù Ñ»ï&Û³É Ýß³Ý³ÏáõÙÁª

ψg = |s ∈ S ∣ gs = s|, ³ÛëÇÝùÝ Ï³Ù³Û³Ï³Ý g ∈ G Ñ³Ù³ñ
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ψg-Ý ¹³ ³ÛÝ s-ñÇ ù³Ý³ÏÝ ¿ S-Çó, áñ gs = s: Üß³Ý³Ï»Ýù Ý³&

MG,S-áí µáÉáñ áõÕ»Íñ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ:

Â»áñ»Ù 11. (´»éÝë³Û¹Ç É»ÙÙ)

¸Çóáõù G ËáõÙµÁ ·áñÍáõÙ ¿ S í»ñç³íáñ µ³½ÙáõÃÛ³Ý

íñ³: êïáõÛ· ¿ Ñ»ï&Û³É µ³Ý³Ó&Á

MG,S = 1
G : 1 ∑

g∈G

ψg

²å³óáõÛó. Ð³ßí»Ýù µáÉáñ g, s ½áõÛ·»ñÇ ù³Ý³ÏÁ, áñáÝó Ñ³Ù³ñ

gs = s: üÇùë³Í g ∈ G Ñ³Ù³ñ µáÉáñ s-ñÇ ù³Ý³ÏÁ, áñ gs = s

Ñ³í³ë³ñ ¿ ψg-Ç, áõëïÇ ·áõÙ³ñ»Éáí Áëï µáÉáñ g-ñÇ Ïëï³Ý³Ýùª

∑
g∈G

ψg = |g, s ∣ gs = s|: ØÛáõë ÏáÕÙÇó, »Ã» ýÇùë»Ýù s ∈ S,

³å³ µáÉáñ g-ñÇ ù³Ý³ÏÁ, áñ gs = s Ñ³í³ë³ñ ¿ Gs : 1-ÇÝ:

�áõÙ³ñ»Éáí Áëï µáÉáñ s-ñÇ ëï³ÝáõÙ »Ýùª

∑
s∈S

Gs : 1 = |g, s ∣ gs = s|: Ð»ï&³µ³ñ ëïáõÛ· ¿ª

∑
g∈G

ψg = ∑
s∈S

Gs : 1: ú·ïí»Éáí È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÇó & (25)

µ³Ý³Ó&Çó Ïëï³Ý³Ýù

∑
g∈G

ψg = ∑
s∈S

G:1
G:Gs

=

G : 1∑
s∈S

1

G:Gs
= G : 1∑

s∈S

1

|Gs|
:

    (26)

²í»ÉÇ áõß³¹Çñ ¹Çï³ñÏ»Ýù ∑
s∈S

1
|Gs|

·áõÙ³ñÁ: ¸Çóáõù µáÉáñ

ï³ñµ»ñ áõÕ»Íñ»ñÁ Ñ»ï&Û³ÉÝ »Ýª Gs1, . . . , Gsk (³ÛëÇÝùÝª

MG,S = k): àõñ»ÙÝ, ∑
s∈S

1
|Gs|

= ∑
i=1

k

∑
s∈Gsi

1
|Gs|

: ´áÉáñ s ∈ Gsi
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Ñ³Ù³ñ Gs = Gsi & µÝ³Ï³Ý³µ³ñ 1
|Gs|

= 1
|Gsi |

: ²ÛëåÇëáí,

∑
s∈S

1
|Gs|

= ∑
i=1

k

∑
s∈Gsi

1
|Gs|

= ∑
i=1

k

|Gsi |
1

|Gsi |
= ∑

i=1

k

1 = k:

²ÛÅÙ (26)-Çó Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ

1
G : 1 ∑

g∈G

ψg = ∑
s∈S

1
|Gs|

= k = MG,S

& Ã»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:
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²ÝÇíÇ ËÝ¹ñÇ ÉáõÍáõÙÁ

ÎÇñ³é»Ýù Â»áñ»Ù 11-Ç µ³Ý³Ó&Á í»ñÁ ¹Çï³ñÏí³Í "³ÝÇíÇ"

ËÝ¹ñÇÝ: ä³ñ½ ¿, áñ 〈π〉 = e,π,π2,π3, . . . ,πn−1 ËáõÙµÁ ·áñÍáõÙ ¿

RN-Ç íñ³ (ï»ë ûñÇÝ³Ï 2.-Á): Ü³& ¹ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ Ý»ñÏÙ³Ý

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³ñÅ»ùáõÃÛ³Ý ¹³ë»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý ³Û¹

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ áõÕ»Íñ»ñÇ Ñ»ï: Ð»ï&³µ³ñ Çñ³ñÇó åïáõÛïáí

ãëï³óíáÕ Ý»ñÏáõÙÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ

áõó»Íñ»ñÇ ù³Ý³ÏÇÝ, áñÝ Áëï ´»éÝë³Û¹Ç É»ÙÙÇ ïñíáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É

µ³Ý³Ó&áí

M〈π〉,RN = 1
n ∑

k=0

n−1

ψπk

²ÛëåÇëáí ËÝ¹ÇñÁ Ñ³Ý·»óí»ó ψπk-Ç Ñ³ßíÙ³ÝÁ: Àëï

ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý ψπk = |f ∈ RN ∣ fπk = f|:

¸Çóáõù α-Ý áñ&¿ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝ ¿ Sn-Çó: ÜÏ³ñ³·ñ»Ýù µáÉáñ

f ∈ RN, áñ fα = f: îñáÑ»Ýù α-Ý óÇÏÉ»ñÇ: ÐÇß»óÝ»Ýù áñ

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ óÇÏÉ áõÝÇ Ñ»ï&Û³É ï»ëùÁª

i,αi,α2i, . . . ,αmi,

áñï»Õ µáÉáñ i,αi,α2i, . . . ,αmi ï³ññ»ñÁ ï³ñµ»ñ »Ý &

αm+1i = i: fα = f å³ÛÙ³ÝÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ

fi = fαi = fα2i =. . .= fαmi

µáÉáñ i ∈ N Ñ³Ù³ñ, ³ÛëÇÝùÝ f ýáõÝÏóÇ³Ý Ñ³ëï³ïáõÝ ¿ α

ï»Õ³¹ñáõÃÛ³Ý óÇÏÉ»ñÇ íñ³: àõëïÇ, »Ã» α-Ç óÇÏÉ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ

Ñ³í³ë³ñ ¿ q-Ç, ³å³ fα = f å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ

Ãí³ñÏ»Éáõ Ñ³Ù³ñ å»ïù ¿ ÁÝïñ»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÁ

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ óÇÏÉÇ Ñ³Ù³ñ: ø³ÝÇ áñ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ

ïÇñáõÛÃÁ R = 1,2, . . . , r-Ý ¿ & óÇÏÉ»ñÇ íñ³ ³ñÅ»ùÝ»ñÝ ÁÝïñíáõÙ
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»Ý Çñ³ñÇó ³ÝÏ³Ë, ³å³ fα = f å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ù³Ý³ÏÁ ÏÉÇÝÇ Ñ³í³ë³ñ rq:

²ÛÅÙ å³ñ½ ¿ ¹³éÝáõÙ, áñ ψπk-Ý Ñ³ßí»Éáõ Ñ³Ù³ñ ³ÝÑñ³Å»ßï

¿ Ñ³ßí»É πk-Ç óÇÏÉ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ: ÐÇß»Ýù, áñ πk-áí ÝÏ³ñ³·ñíáõÙ ¿

³ÝÇíÇ åïáõÛïÁ k ë»ÏïáñÝ»ñÇ ã³�áí: ¸Çï³ñÏ»Ýù 1 Ñ³Ù³ñÇ

ë»ÏïáñÇ óÇÏÉÁ: πk-ÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ åïáõÛïáí 1 Ñ³Ù³ñÇ

ë»ÏïáñÁ ³ÝóÝáõÙ ¿ k + 1 Ñ³Ù³ñÇ ë»ÏïáñÇ Ù»ç, í»ñçÇÝëª 2k + 1

Ñ³Ù³ñÇ ë»ÏïáñÇ Ù»ç & ³ÛÉÝ ÙÇÝã& áñ í»ñ³¹³éÝ³Ýù Ñ³Ù³ñ 1

ë»ÏïáñÇÝ: ´³Ûó, »Ã» í»ñ³¹³ñÓ»É »Ýù Ñ³Ù³ñ 1 ë»ÏïáñÇÝ, ³å³

ÝáõÛÝ åïáõÛïÝ»ñáí 2 Ñ³Ù³ñÇ ë»ÏïáñÁ Ïí»ñ³¹³éÝ³ Çñ ï»ÕÁ &

ÙÛáõë µáÉáñ ë»ÏïáñÝ»ñÁ ÝáõÛÝå»ë Ïí»ñ³¹³éÝ³Ý Çñ»Ýó ï»Õ»ñÁ:

àõëïÇ πk-Ç µáÉáñ óÇÏÉ»ñÝ áõÝ»Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ: ²ÏÝÑ³Ûï

¿, áñ ³Û¹ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ ³Ù»Ý³�áùñ ¹ñ³Ï³Ý l ÃÇíÝ ¿, áñ

πkl = e: ²ÛëÇÝùÝ, óÇÏÉÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ πk-Ç Ï³ñ·Ç

Ñ»ï, áñÝ ÇÝãå»ë ·Çï»Ýù Ñ³í³ë³ñ ¿ n
n,k

: ø³ÝÇ áñ óÇÏÉ»ñÇ

ÙÇ³íáñáõÙÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ N = 1,2, . . . , n µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ñ»ï, ³å³

óÇÏÉ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ n, k-ÇÝ: Ð»ï&³µ³ñ ψπk = rn,k &

M〈π〉,RN = 1
n ∑

k=0

n−1

rn,k

ì»ñçÇÝ µ³Ý³Ó&Á Ï³ñ»ÉÇ ¿ ³í»ÉÇ å³ñ½»óÝ»É: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ

n,k-Ý n-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿ & n-Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý m µ³Å³Ý³ñ³ñÇ

Ñ³Ù³ñ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÁÝïñ»É k ∈ 0,1, . . . , n − 1, áñÇ Ñ³Ù³ñ n,k = m

(ûñÇÝ³Ï k = m): Ð³ßí»Ýù Ã» ù³ÝÇ ³Ý·³Ù ¿ ÏñÏÝíáõÙ rm-Á ∑
k=0

n−1

rn,k

·áõÙ³ñáõÙ: ºÃ» n,k = m, ³å³ m-Á & n-Ç & k-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿,

áõëïÇ n
m , k

m = 1: àõñ»ÙÝ k-ñÇ ù³Ý³ÏÁ, áñáÝó Ñ³Ù³ñ

n,k = m Ñ³í³ë³ñ ¿ n
m -Çó �áùñ n

m -Ç Ñ»ï �áË³¹³ñÓ³µ³ñ
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å³ñ½ Ãí»ñÇ ù³Ý³ÏÇÝ: ²Û¹ ÃÇíÁ ïñíáõÙ ¿ Ñ³ÛïÝÇ ϕ n
m  ¾ÛÉ»ñÇ

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙÇçáóáí: (¾ÛÉ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³Ý ϕn-Á Ñ³í³ë³ñ ¿ n-Çó

�áùñ & n-Ç Ñ»ï �áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ Ãí»ñÇ ù³Ý³ÏÇÝ: ºÃ»

n = p1
α1 . . .ps

αs -Á n-Ç í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ ¿ å³ñ½ Ãí»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ

ÙÇçáóáí, ³å³ ϕn = n1 − 1
p1
. . . 1 − 1

ps
:

²ÛëåÇëáí "³ÝÇíÇ" ËÝ¹ñÇ í»ñçÝ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙÁ ïñíáõÙ ¿

Ñ»ï&Û³É µ³Ý³Ó&áí

M〈π〉,RN = 1
n ∑

m∣n

ϕ n
m rm

¸Çï³ñÏ»Ýù "³ÝÇíÇ" ËÝ¹ÇñÁ n = 5 & k = 2 ¹»åùáõÙ: ¸ÛáõñÇÝ ¿

Ãí³ñÏ»É µáÉáñ Ý»ñÏáõÙÝ»ñÁ, áñ åïáõÛïÝ»ñáí Çñ³ñÇó ã»Ý

ëï³óíáõÙ: ¸ñ³Ýù áõÃÝ »Ýª

Ð³Ù³Ó³ÛÝ ëï³óí³Í µ³Ý³Ó&Çª

1
5
ϕ125 + ϕ521 = 1

5
1 ⋅ 25 + 4 ⋅ 21 = 40

5
= 8:
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ÊÙµÇ ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý Ù»Ï ³ÛÉ ÏÇñ³éáõÃÛ³Ý ûñÇÝ³Ï

ú·ïí»Éáí ËÙµÇ ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý ·³Õ³�³ñÇó & í»ñÁ ëï³óí³Í

³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÇó, ³å³óáõó»Ýù, áñ »Ã» í»ñç³íáñ ËÙµÇ »ÝÃ³ËáõÙµÇ

¹³ëÇãÁ (ÇÝ¹»ùëÁ) ËÙµÇ Ï³ñ·Ç ³Ù»Ý³�áùñ å³ñ½ µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿,

³å³ ³Û¹ »ÝÃ³ËáõÙµÁ ÝáñÙ³É ¿: ²Ûë åÝ¹áõÙÁ Ù»Ýù ³ñ¹»Ý

³å³óáõó»É »Ýù, »ñµ ¹³ëÇãÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ 2-Ç:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. ¸Çóáõù H ≤ G: H »ÝÃ³ËÙµÇ ÝáñÙ³ÉÇ½³ïáñ ¿

ÏáãíáõÙ

NH = g ∈ G ∣ g−1Hg = H

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ ÝáñÙ³ÉÇ½³ïáñÁ »ÝÃ³ËáõÙµ ¿ G-áõÙ:

ÆëÏ³å»ë, ¹Çóáõù g1,g2 ∈ NH & g1
−1Hg1 = H,g2Hg2

−1 = H: àõëïÇ,

g2
−1g1−1Hg2

−1g1 = g1
−1g2Hg2

−1g1 = g1
−1Hg1 = H

& g2
−1g1 ∈ NH, ³ÛëÇÝùÝ NH-Ý »ÝÃ³ËáõÙµ ¿:

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ H ≤ NH ≤ G & NH-Ý ³Ù»Ý³Ù»Í »ÝÃ³ËáõÙµÝ ¿

G-áõÙ, áñÇ Ñ³Ù³ñ H-Á ÝáñÙ³É ¿: ºÃ» NH = G, ³å³ H-Á ÝáñÙ³É ¿

G-áõÙ:

¸Çóáõù S = a−1Ha ∣ a ∈ G: G ËáõÙµÁ ·áñÍáõÙ ¿ S

µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ª g ∈ G ËÙµÇ ï³ññÁ ·áñÍ»Éáí a−1Ha íñ³ ³ÛÝ

ï³ÝáõÙ ¿ g−1a−1Hag = ag−1Hag-Ç Ù»ç: ä³ñ½ ¿, áñ H ∈ S &

H-Ç áõÕ»ÍÇñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ ³ÙµáÕç S-Ç Ñ»ï, ÇëÏ ëï³µÇÉ ËáõÙµÁ

¹³ NH-Ý ¿: àõñ»ÙÝ áõÕ»ÍñÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ Ñ³í³ë³ñ ¿
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G : NH-ÇÝ:

Â»áñ»Ù 12.

¸Çóáõù H ≤ G: ºÃ» G : 1 = n, p-Ý n-Ç ³Ù»Ý³�áùñ

å³ñ½ µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿ & G : H = p, ³å³ H  G:

²å³óáõÛó. ø³ÝÇ áñ H ≤ NH ≤ G, ³å³ Ã»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í

¿, »Ã» NH = G:

¸Çóáõù NH ⊂ G: ä³ñ½ ¿, áñ H : 1 ≤ NH : 1 & áõñ»ÙÝ

1 < G : NH ≤ G : H = p: àõëïÇ, G : NH = G : H = p,

H = NH & |S| = p: ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ

ÑáÙáÙáñýÇ½Ù G ËÙµÇó Sp ëÇÙ»ïñÇÏ ËÙµÇ Ù»ç (ï»ë í»ñÁ

ÝÏ³ñ³·ñí³Í Tg ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÝ»ñÁ): Üß³Ý³Ï»Ýù ³Û¹

ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÁ f-áí: Ð³Ù³Ó³ÛÝ Ç½áÙáñýÇ½ÙÇ Ù³ëÇÝ Ã»áñ»ÙÇ

ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ G╱ker f-Á Ç½áÙáñý ¿ Im f-ÇÝ: àõñ»ÙÝ

G : ker f = Im f : 1: ø³ÝÇ áñ Im f-Á Sp ëÇÙ»ïñÇÏ ËÙµÇ

»ÝÃ³ËáõÙµ ¿, ³å³ Im f : 1-Á Sp : 1 = p!-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿:

êï³ÝáõÙ »Ýù, áñ G : ker f-Á p!-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿:

ØÛáõë ÏáÕÙÇó, »Ã» g ∈ ker f, ³å³ g-Ý Çñ³óÝáõÙ ¿ S µ³½ÙáõÃÛ³Ý

íñ³ ÝáõÛÝ³µ³ñ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ, áõëïÇª g−1Hg = H: ²Ûëï»ÕÇó

µËáõÙ ¿, áñ g ∈ NH = H & ker f ⊆ H: Ð»ï&³µ³ñ,

p = G : H ≤ G : ker f:

êï³ó³Ýù, áñ p ≤ G : ker f & G : ker f-Á p!-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ

¿: ø³ÝÇ áñ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÇ

G : 1 = G : ker fker f : 1, ³å³ G : ker f-Á ãÇ Ï³ñáÕ áõÝ»Ý³É

p-Çó �áùñ å³ñ½ µ³Å ³Ý³ñ³ñ: àõñ»ÙÝ G : ker f-Ç ³Ù»Ý³�áùñ
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å³ñ½ µ³Å³Ý³ñ³ñÁ p-Ý ¿ & G : ker f = p: àõëïÇ,

G : H = G : ker f & ker f ⊆ H: Ð» ï&³µ³ñ, H = ker f & H  G,

ù³ÝÇ áñ ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ ÙÇçáõÏÁ ÝáñÙ³É ¿ G-áõÙ:
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ÊÙµÇ óÇÏÉÇÏ ÇÝ¹»ùëÁ

¸Çï³ñÏ»Ýù n ï³ññ³ÝÇ ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: üÇùë»Ýù ½áõÛ·

³é ½áõÛ· ï»Õ³�áË»ÉÇ t1, t2, . . . , tn ³ÝÏ³Ë �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÁª

titj = tjti: Î³Ù³Û³Ï³Ý n ï³ññ³ÝÇ ï»Õ³¹ñáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ

ë³ÑÙ³Ý»Ýù Ýñ³ óÇÏÉÇÏ ï»ë³ÏÁ áñå»ë t1
b1 t2

b2 . . . tn
bn , áñï»Õ bi-Ý ¹³

ï»Õ³¹ñáõÃÛ³Ý i »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý óÇÏÉ»ñÇ ù³Ý³ÏÝ ¿: ¸ÛáõñÇÝ ¿

ÝÏ³ï»É, áñ ∑
i=1

n

ibi = n: ÆëÏ³å»ë, ibi-Ý i »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý óÇÏÉ»ñáõÙ

å³ñáõÝ³ÏíáÕ 1,2, . . . ,n µ³½ÙáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñÇ ù³Ý³ÏÝ ¿:

α ∈ Sn ï»Õ³¹ñáõÃÛ³Ý óÇÏÉÇÏ ï»ë³ÏÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù Ñ»ï&Û³É

Ï»ñå. t1
b1αt2

b2α… tn
bnα:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. î»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ G ≤ Sn ËÙµÇ óÇÏÉÇÏ

ÇÝ¹»ùë ¿ ÏáãíáõÙ Ñ»ï&Û³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ

PGt1, t2, . . . , tn = 1
G : 1 ∑

α∈G

t1
b1αt2

b2α… tn
bnα

úñÇÝ³ÏÝ»ñ

1. ¸Çóáõù G = 〈π〉 = e,π,π2,π3, . . . ,πn−1, áñï»Õ

π =
1 2 3 ⋯ n − 1 n

2 3 4 ⋯ n 1
:

ÆÝãå»ë ï»ë³Ýù "³ÝÇíÇ" ËÝ¹ñÇ ÉáõÍÙ³Ý Å³Ù³Ý³Ï πk-Ç
óÇÏÉÇÏ ï»ë³ÏÁ ¹³ t n

n,k

n,k-Ý ¿, áõëïÇ óÇÏÉÇÏ ËÙµÇ Ñ³Ù³ñ

P〈π〉t1, t2, . . . , tn = 1
n ∑

k=0

n

t n

n,k

n,k = 1
n ∑

m∣n

ϕ n
m t n

m

m
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2. ¸Çóáõù G = Sn & b1,b2, . . . , bn Ãí»ñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý

∑
i=1

n

ibi = n å³ÛÙ³ÝÇÝ: Ð³ßí»Ýù t1
b1 t2

b2 . . . tn
bn óÇÏÉÇÏ ï»ë³ÏÇ

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ: Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ α
ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝ Ý»ñÏ³Û³óÝ»Ýù óÇÏÉ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³Éáí, áñÁ
·ñí³Í ¿ Ñ»ï&Û³É Ï»ñå ª

α = i1. . . ib1
j1k1. . . jb2

kb2
p1q1s1. . . pb3

qb3
sb3

. . .     (27)

áñï»Õ i1. . . ib1
-Á 1 »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý óÇÏÉ»ñÝ »Ý,

j1k1. . . jb2
kb2

-Á 2 »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý óÇÏÉ»ñÝ »Ý,
p1q1s1. . . pb3

qb3
sb3

-Á 3 »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý óÇÏÉ»ñÝ »Ý & ³ÛÉÝ:
ö³ëïáñ»Ý (27)-áõÙ áñáß³ÏÇ Ñ»ñÃ³Ï³ÝáõÃÛ³Ùµ ·ñí³Í »Ý

µáÉáñ 1,2, . . . ,n Ãí»ñÁª ³Ù»Ý Ù»ÏÁ �Çßï Ù»Ï ³Ý·³Ù,
³ÛëÇÝùÝ (27)-áí áñáßíáõÙ ¿ 1,2, . . . ,n Ãí»ñÇ ÙÇ

ï»Õ³�áËáõÃÛáõÝ: (27)-Ç Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ óÇÏÉÇ Ãí»ñÇ

óÇÏÉÇÏ ï»Õ³�áËáõÃÛáõÝÁ óÇÏÉÇ Ù»ç ãÇ �áËáõÙ

ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ, ù³ÝÇ áñ ³Û¹ óÇÏÉÁ ãÇ �áËíáõÙ & �áËíáõÙ

¿ ÙÇ³ÛÝ óÇÏÉÇ ·ñ³éáõÙÁ: Ü³& ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ ãÇ �áËíÇ,

»Ã» ï»Õ»ñáí �áË»Ýù ÙÇ&ÝáõÛÝ »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý »ñÏáõ óÇÏÉ:
²Ù»Ý ÙÇ ³Û¹åÇëÇ óÇÏÉÇÏ ï»Õ³ß³ñÅ & óÇÏÉ»ñÇ

ï»Õ³�áËáõÃÛáõÝ (27)-áõÙ ã»Ý �áËáõÙ α-Ý, ë³Ï³ÛÝ �áËáõÙ

»Ý 1,2, . . . ,n Ãí»ñÇ ï»Õ³�áËáõÃÛáõÝÁ: òÇÏÉÇÏ

ï»Õ³ß³ñÅ»ñÇ & óÇÏÉ»ñÇ ï»Õ³�áËáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ

Ñ³í³ë³ñ ¿ ∏
i=1

n

bi!ibi : àõñ»ÙÝ α-ÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿

∏
i=1

n

bi!ibi Ñ³ï 1,2, . . . ,n Ãí»ñÇ ï»Õ³�áËáõÃÛáõÝ & ù³ÝÇ áñ

µáÉáñ ï»Õ³�áËáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ n! ¿, ³å³ (27)
óÇÏÉÇÏ ï»ë³ÏÇ α ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ
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n!

∏
i=1

n

bi!ibi

¿: àõëïÇ Sn-Ç óÇÏÉÇÏ ÇÝ¹»ùëÝ ¿ Ñ»ï&Û³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÁª

PSnt1, t2, . . . , tn = 1
n!

∑
b1,b2,...,bn

n!

∏
i=1

n

bi!ibi

t1
b1 t2

b2 . . . tn
bn ,

áñï»Õ ·áõÙ³ñÁ í»ñóíáõÙ ¿ Áëï µáÉáñ b1,b2, . . . , bn

Ñ³í³ù³ÍáõÝ»ñÇ, áñ∑
i=1

n

ibi = n:

3. ¸Çóáõù G = An: Î³Ù³Û³Ï³Ý α ∈ Sn ï»Õ³¹ñáõÃÛ³Ý
Ñ³Ù³ñ, áñÇ óÇÏÉÇÏ ï»ë³ÏÁ t1

b1 t2
b2 . . . tn

bn ¿ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù
dα-áí α ï»Õ³¹ñáõÃÛ³Ý ¹»Ïñ»Ù»ÝïÁª

dα = ∑
i=1

n

i − 1bi = n −∑
i=1

n

bi:

Ð³ÛïÝÇ ¿, áñ ¹»Ïñ»Ù»ÝïÁ ½áõÛ· ÃÇí ¿ ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ, »ñµ
α ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÁ ½áõÛ· ¿: àõëïÇ, An-Ç óÇÏÉÇÏ ÇÝ¹»ùëÁ
Ï³ñ»ÉÇ ¿ ëï³Ý³É Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª

PSnt1, t2, . . . , tn = 1
n!

∑
b1,b2,...,bn

n!1 + −1
n−∑

i=1

n

bi



∏
i=1

n

bi!ibi

t1
b1 t2

b2 . . . tn
bn ,

áñï»Õ ·áõÙ³ñÁ í»ñóíáõÙ ¿ Áëï µáÉáñ b1,b2, . . . , bn

Ñ³í³ù³ÍáõÝ»ñÇ, áñ∑
i=1

n

ibi = n:

4. ¸Çóáõù G-Ý í»ñÁ ¹Çï³ñÏí³Í Ëáñ³Ý³ñ¹Ç
·³·³ÃÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý åïáõÛïÝ»ñáí ëï³óíáÕ
ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ËáõÙµÝ ¿: ä³ñ½»Ýù ³Û¹
ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ óÇÏÉÇÏ ï»ë³ÏÝ»ñÁ.
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a. ÙÇ³íáñ åïáõÛï (�³ëï³óÇ åïáõÛï ãÇ Ï³ï³ñíáõÙ)
- 1 Ñ³ï - óÇÏÉÇÏ ï»ë³ÏÁ t1

8 ¿

b. 90o åïáõÛï Ëáñ³Ý³ñ¹Ç »ñÏáõ Ñ³Ý¹Çå³Ï³ó
ÝÇëï»ñÇ Ï»ÝïñáÝÝ»ñáí ³ÝóÝáÕ ³é³ÝóùÇ ßáõñçÁ - 3

Ñ³ï - ³Ù»Ý ÙÇ Ñ³Ý¹Çå³Ï³ó ÝÇëïÇ ·³·³ÃÝ»ñÁ
Ï³½ÙáõÙ »Ý ÙÇ óÇÏÉ - óÇÏÉÇÏ ï»ë³ÏÁ t4

2 ¿

c. 180o åïáõÛï Ëáñ³Ý³ñ¹Ç »ñÏáõ Ñ³Ý¹Çå³Ï³ó
ÝÇëï»ñÇ Ï»ÝïñáÝÝ»ñáí ³ÝóÝáÕ ³é³ÝóùÇ ßáõñçÁ - 3

Ñ³ï - ³é³ÝóùÇ íñ³ ·³·³Ã ãÏ³ª µáÉáñ óÇÏÉ»ñÁ 2

»ñÏ³ñáõÃÛ³Ý »Ý - óÇÏÉÇÏ ï»ë³ÏÁ t2
4 ¿

d. 270o åïáõÛï Ëáñ³Ý³ñ¹Ç »ñÏáõ Ñ³Ý¹Çå³Ï³ó
ÝÇëï»ñÇ Ï»ÝïñáÝÝ»ñáí ³ÝóÝáÕ ³é³ÝóùÇ ßáõñçÁ - 3

Ñ³ï - ÝáõÛÝÝ ¿ ÇÝã 90o åïáõÛïÇ Ñ³Ù³ñ - t4
2

e. 120o åïáõÛï Ëáñ³Ý³ñ¹Ç ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ ßáõñçÁ - 4

Ñ³ï - ³é³ÝóùÇ íñ³ÛÇ »ñÏáõ ·³·³ÃÝ»ñÁ 1

»ñÏ³ñáõÃÛ³Ý óÇÏÉ»ñ »Ý Ï³½ÙáõÙ, ³Û¹ ·³·³ÃÝ»ñÇó
Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÇÝ ÏÇó 3 ·³·³ÃÝ»ñÁ óÇÏÉ »Ý Ï³½ÙáõÙ
- óÇÏÉÇÏ ï»ë³ÏÁ t1

2t3
2 ¿

f. 240o åïáõÛï Ëáñ³Ý³ñ¹Ç ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ ßáõñçÁ - 4

Ñ³ï - ÝáõÛÝÝ ¿ ÇÝã 120o åïáõÛïÇ Ñ³Ù³ñ - t1
2t3

2

g. 180o åïáõÛï Ëáñ³Ý³ñ¹Ç »ñÏáõ Ñ³Ý¹Çå³Ï³ó
ÏáÕ»ñÇ Ï»ÝïñáÝÝ»ñáí ³ÝóÝáÕ ³é³ÝóùÇ ßáõñçÁ - 6

Ñ³ï - ³é³ÝóùÇ íñ³ ·³·³Ã ãÏ³ª µáÉáñ óÇÏÉ»ñÁ 2

»ñÏ³ñáõÃÛ³Ý »Ý - óÇÏÉÇÏ ï»ë³ÏÁ t2
4 ¿

òÇÏÉÇÏ ÇÝ¹»ùëÁ Ñ»ï&Û³ÉÝ ¿.

P·³·³ÃÝ»ñÇt1, . . . , t8 = 1
24

t1
8 + 6t4

2 + 8t1
2t3

2 + 9t2
4
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äáÛ³ÛÇ Ã»áñ»ÙÁ

¸Çóáõù N = 1,2,… ,n, R = 1,2,… , r & G ≤ Sn ËáõÙµÁ

·áñÍáõÙ ¿ RN-Ç íñ³ª ∀α ∈ G ∀f ∈ RN α, f ↦ f ⋅ α: êï³µÇÉ

ËáõÙµÁ ¹³ Gf = α ∈ G ∣ f = fα-Ý ¿, ÇëÏ áõÕ»ÍÇñÁ ¹³

Gf = fα ∣ α ∈ G-Ý ¿: ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù RN-Á ïñáÑíáõÙ ¿ ãÑ³ïíáÕ

áõÕ»Íñ»ñÇ:

ÀÝïñ»Ýù x1,x2,… ,xr ³ÝÏ³Ë �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁª

xixj = xjxi: Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ f ∈ RN Ñ³Ù³ñ ë³ÑÙ³Ý»Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ

ÏßÇéÁ Ñ»ï&Û³É µ³Ý³Ó&áíª ωf = ∏
i=1

n

xfi: ö³ëïáñ»Ý ýáõÝÏóÇ³ÛÇ

ÏßÇéÁ ÃáõÛÉ ¿ ï³ÉÇë ÇÙ³Ý³É, Ã» ýáõÝÏóÇ³Ý ù³ÝÇ ³Ý·³Ù ¿

ÁÝ¹áõÝáõÙ ïñí³Í ³ñÅ»ùÁ R µ³½ÙáõÃÛáõÝÇó:

¸Çóáõù g ∈ Gf, ³ÛëÇÝùÝ ∃α ∈ G áñ f = gα: ä³ñ½ ¿, áñ

ωf = ∏
i=1

n

xfi = ∏
i=1

n

xgαi: ø³ÝÇ áñ α-Ý ï»Õ³¹ñáõÃÛáõÝ ¿, ³å³

»ñµ i-Ý ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ 1-Çó n ³ñÅ»ùÝ»ñÁ αi-Ý ÝáõÛÝå»ë ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿

1-Çó n ³ñÅ»ùÝ»ñÝ (ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ Ù»Ï ³ÛÉ

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ùµ): ú·ïí»Éáí x1,x2,… ,xr �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇ

ï»Õ³�áË»ÉÇ ÉÇÝ»Éáõ Ñ³Ý·³Ù³ÝùÇó ëï³ÝáõÙ »Ýùª

ωf = ∏
i=1

n

xfi = ∏
i=1

n

xgαi = ∏
j=1

n

xgj = ωg:

²ÛëåÇëáí ³å³óáõó»óÇÝù, áñ ÙÇ&ÝáõÛÝ áõÕ»ÍñÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ

ÏßÇéÝ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý: Ð³Ï³é³ÏÁ ÙÇßï ã¿ áñ �Çßï ¿: ¸Çóáõù

n = 4, r = 2 & f1 = f3 = 1 = g1 = g2,
f2 = f4 = 2 = g3 = g4 & G = e,π, áñï»Õ
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π =
1 2 3 4

2 1 3 4
: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ ωf = x1

2x2
2 = ωg ë³Ï³ÛÝ

f-Á & g-Ý ï³ñµ»ñ áõÕ»Íñ»ñÇó »Ý, ù³ÝÇ áñ g = gπ:

Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ áõÕ»ÍñÇ Ñ³Ù³ñ ë³ÑÙ³Ý»Ýù ÏßÇéÁ áñå»ë ³Û¹

áõÕ»ÍñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÏßÇéÁ: ø³ÝÇ áñ ³Û¹ áõÕ»ÍñÇ µáÉáñ

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ áõÝ»Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ ÏßÇéÝ, ³Ûë ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ Ïáé»Ïï ¿:

öáñÓ»Ýù ³ÛÅÙ Ñ³ßí»É µáÉáñ áõÕ»Íñ»ñÇ ÏßÇéÝ»ñÇ

·áõÙ³ñÁª ∑
Áëï µáÉáñ Gf

áõÕ»Íñ»ñÇ

ωGf, áñÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù ΩN,R-áí: ²ÛëåÇëáí

ΩN,R = ∑
f∈RN

ωf
|Gf|

& û·ïí»Éáí (25) µ³Ý³Ó&Çó ëï³ÝáõÙ »Ýùª

ΩN,R = ∑
f∈RN

ωf
G : Gf

= ∑
f∈RN

ωf
G : 1

Gf : 1 =

1
G : 1 ∑

f∈RN

ωfGf : 1

(³Ûëï»Õ û·ïí»óÇÝù È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÇó): Ò&³�áË»Éáí í»ñçÇÝ

·áõÙ³ñÁ ëï³ÝáõÙ »Ýùª

∑
f∈RN

ωfGf : 1 = ∑
f∈RN

ωf|α ∈ G ∣ f = fα| =

∑
f∈RN

ωf∑
α∈G

f=fα

1 = ∑
α∈G

∑
f∈RN

f=fα

ωf :

àõëïÇ,

ΩN,R = 1
G : 1 ∑

α∈G

∑
f∈RN

f=fα

ωf     (28)
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Ü»ñÙáõÍ»Ýù Ñ»ï&Û³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ (ï³ññ³Ï³Ý ëÇÙ»ïñÇÏ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ)ª

s1 = x1 +…+xr

s2 = x1
2 +…+xr

2

s3 = x1
3 +…+xr

3

⋯

sk = x1
k +…+xr

k

⋯

î»Õ³¹ñ»Ýù s1, s2,… , sn µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ G ËÙµÇ óÇÏÉÇÏ

ÇÝ¹»ùëÇ Ù»ç t1, t2,… , tn �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇ �áË³ñ»Ý & Ïëï³Ý³Ýù

PGs1, s2,… , sn = 1
G : 1 ∑

α∈G

s1
b1αs2

b2α… sn
bnα,

áñï»Õ b1α,… ,bnα-Ý α ï»Õ³¹ñáõÃÛ³Ý ï»ë³ÏÝ ¿:

Ð³Ù³¹ñ»Éáí (28)-Á & PGs1, s2,… , sn-Á ï»ëÝáõÙ »Ýù, áñ »Ã»

∑
f∈RN

f=fα

ωf = s1
b1αs2

b2α… sn
bnα, ³å³ ΩN,R = PGs1, s2,… , sn:

¸Çï³ñÏ»Ýù s1
b1αs2

b2α… sn
bnα ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ: ²ÛÝ Ï³ñ»ÉÇ ¿

í»ñ³ñï³·ñ»É Ñ»ï&Û³É Ï»ñå.

x1 +…+xrb1αx1
2 +…+xr

2b2α… x1
n +…+xr

nbnα     (29)

²Ûë ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ �³Ï³·Í»ñÁ µ³ó»Éáõó Ñ»ïá ëï³óíáõÙ ¿ ÙÇ

µ³½Ù³Ý¹³Ù, áñÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ³Ý¹³Ù Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý³& ëï³Ý³É

(29)-Ç �³Ï³·Í»ñÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÇó Ù»Ï³Ï³Ý ·áõÙ³ñ»ÉÇ

ÁÝïñ»Éáí: Üß³Ý³Ï»Ýù α ï»Õ³¹ñáõÃÛ³Ý óÇÏÉ»ñÁ (¹Çï³ñÏ»Éáí

¹ñ³Ýù áñå»ë N-Ç »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñ) Ñ»ï&Û³É Ï»ñå.
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A1,A2,… ,Ab1α - 1 »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý óÇÏÉ»ñÁ

B1,B2,… ,Bb2α - 2 »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý óÇÏÉ»ñÁ

C1,C2,… ,Cb3α - 3 »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý óÇÏÉ»ñÁ

…

ÆÝãå»ë ³ñ¹»Ý å³ñ½»É ¿ÇÝù, ïñí³Í α ï»Õ³¹ñáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ

f ∈ R N ýáõÝÏóÇ³Ý µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ f = fα å³ÛÙ³ÝÇÝ ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ

³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ f ýáõÝÏóÇ³Ý Ñ³ëï³ïáõÝ ¿ α ï»Õ³¹ñáõÃÛ³Ý

óÇÏÉ»ñÇ íñ³: àõëïÇ, Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ëáë»É f ýáõÝÏóÇ³ÛÇ óÇÏÉÇ íñ³

³ñÅ»ùÇ Ù³ëÇÝ, ³ÛëÇÝùÝ ·ñ»Éáí fA1 Ñ³ëÏ³ÝáõÙ »Ýù fi, i ∈ A1:

ºÃ» f ∈ R N & f = fα, ³å³

ωf = xfA1…xfAb1α
xfB1

2 …xfBb2α


2 xfC1
3 …xfCb3α


3 …     (30)

áñï»Õ xfA1…xfAb1α
-Ý ¹³ 1 »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý óÇÏÉ»ñáõÙ

å³ñáõÝ³ÏíáÕ Ãí»ñÇ íñ³ f ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇÝ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ÏßéÇ Ù³ëÝ ¿, xfB1
2 …xfBb2α


2 -Áª 2

»ñÏ³ñáõÃÛ³Ý óÇÏÉ»ñáõÙ å³ñáõÝ³ÏíáÕ Ãí»ñÇ íñ³ f ýáõÝÏóÇ³ÛÇ

³ñÅ»ùÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ÏßéÇ Ù³ëÝ ¿ (ù³ÝÇ áñ Bi-Ý »ñÏáõ

ÃíÇó ¿ µ³ÕÏ³ó³Í, áõëïÇ ³Û¹ Ù³ëÇ ÏßÇéÝ ¿ xfBixfBi = xfBi
2 ) &

³ÛÉÝ: ²ÛÅÙ óáõÛó ï³Ýù, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ (29)-Ç �³Ï³·Í»ñÇó

³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ÁÝïñÙ³Ý ÙÇ »Õ³Ý³Ï, áñÇ ³ñ¹ÛáõÝùáõÙ ëï³óíáõÙ ¿

(30)-Á: (29)-áõÙ áõÝ»Ýù b1α Ñ³ï x1 +…+xr �³Ï³·ÇÍ,

³é³çÇÝÇó ÁÝïñ»Ýù xfA1-Ý, »ñÏñáñ¹Çóª xfA2-Á, & ³ÛÉÝ & í»ñçÇÝÇóª

xfAb1α
-Ý: ²ÛÝáõÑ»ï&, b2α Ñ³ï x1

2 +…+xr
2 �³Ï³·Í»ñÇó ëÏ½µÇó

ÏÁÝïñ»Ýù ³é³çÇÝ �³Ï³·ÍÇó xfB1
2 -Á, »ñÏñáñ¹Çóª xfB2

2 -Á & ³ÛÉÝ &

í»ñçÇÝÇóª xfBb2α


2 : ÜÙ³Ý Ó&áí Ïëï³Ý³Ýù ³ÙµáÕç (30)-Á:

²ÛëåÇëáí, Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ f ∈ R N f = fα Ñ³Ù³ñ, (29)-Ç
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�³Ï³·Í»ñÁ µ³ó»Éáí Ïëï³Ý³Ýù ωf-Á: ØÛáõë ÏáÕÙÇó å³ñ½ ¿, áñ

(29)-Ç �³Ï³·Í»ñÇó ³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ÁÝïñÙ³Ý Ï³Ù³Û³Ï³Ý »Õ³Ý³Ï

Ñ³Ý·»óÝáõÙ ¿ áñ&¿ f ∈ R N f = fα ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÏßéÇ ëï³óÙ³ÝÁ:

ÆëÏ³å»ë, ¹Çóáõù ³é³çÇÝ b1α Ñ³ï x1 +…+xr �³Ï³·Í»ñÇó

ÁÝïñí»É »Ý xi1 , . . . ,xib1α
, Ñ³çáñ¹ b2α Ñ³ï x1

2 +…+xr
2

�³Ï³·Í»ñÇó ÁÝïñí»É »Ý xj1

2 , . . . , xjb2α
2 & ³ÛÉÝ: ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ

fA1 = i1, . . . , fAb1α = ib1α, fB1 = j1, . . . , fBb2α = jb2α

& ³ÛÉÝ: ºÃ» ·áÝ» Ù»Ï �³Ï³·ÍÇó ÁÝïñ»Ýù Ù»Ï ³ÛÉ ³Ý¹³Ù, ³å³

³ÏÝÑ³Ûïáñ»Ý Ïëï³Ý³Ýù Ù»Ï ³ÛÉ ýáõÝÏóÇ³, ù³ÝÇ áñ Ï�áËíÇ

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý óÇÏÉÇ íñ³: ²ÛëåÇëáí

³å³óáõóí»ó áñ

∑
f∈RN

f=fα

ωf = s1
b1αs2

b2α… sn
bnα

& Ñ»ï&³µ³ñª

ΩN,R = PGs1, s2,… , sn

ì»ñçÇÝ µ³Ý³Ó&Á Ñ³ÛïÝÇ ¿ áñå»ë äáÛ³ÛÇ Ã»áñ»Ù:

Â»áñ»Ù 13. (äáÛ³)

¸Çóáõù N = 1,2,… ,n, R = 1,2,… , r & G ≤ Sn ËáõÙµÁ

·áñÍáõÙ ¿ RN-Ç íñ³: RN-Ç µáÉáñ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ

ÏßÇéÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÁª ΩN,R-Á Ñ³í³ë³ñ ¿

PGs1, s2,… , sn-ÇÝ:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ÝÏ³ï»É, áñ ï»Õ³¹ñ»Éáí xi = 1 µáÉáñ i ∈ R Ñ³Ù³ñ
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ëï³óíáõÙ ¿ ωf = 1, áõëïÇ

ΩN,R = ∑
Áëï µáÉáñ Gf

áõÕ»Íñ»ñÇ

ωGf

Ñ³í³ë³ñ ¿ ¹³éÝáõÙ áõÕ»Íñ»ñÇ ù³Ý³ÏÇÝ:

¸Çóáõù Ñ³ñÏ³íáñ ¿ ·ïÝ»É áõÕ»Íñ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ, áñáÝó ÏßÇéÁ

Ñ³í³ë³ñ ¿ x1
m1x2

m2…xr
mr , áñï»Õ ∑

i=1

r

mi = n: ä³ñ½ ¿, áñ ³Û¹

ù³Ý³ÏÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ PGs1, s2,… , sn µ³½Ù³Ý¹³ÙáõÙ x1
m1x2

m2…xr
mr

³Ý¹³ÙÇ ·áñÍ³ÏóÇÝ:

úñÇÝ³ÏÝ»ñ

1. ¸Çóáõù Ñ³ñÏ³íáñ ¿ ·ïÝ»É Ëáñ³Ý³ñ¹Ç ·³·³ÃÝ»ñÇ
Çñ³ñÇó åïáõÛïáí ãëï³óíáÕ »ñ»ù ·áõÛÝ»ñáí Ý»ñÏáõÙÝ»ñÇ
ù³Ý³ÏÁ: ä³ñ½ ¿, áñ Ý»ñÏáõÙÝ»ñÁ ïñíáõÙ »Ý f : N  R

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñáí, áñï»Õ N = 1,2, . . . , 8, R = 1,2,3:
äïáõÛïÝ»ñÁ ÝÏ³ñ³·ñí³Í »Ý Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏÝ»ñÇó
Ù»ÏáõÙ, áñï»Õ Ï³éáõóí³Í ¿ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý 24 ï³ññ
å³ñáõÝ³ÏáÕ ËÙµÇ óÇÏÉÇÏ ÇÝ¹»ùëÁª
Pt1, . . . , t8 = 1

24
t1

8 + 6t4
2 + 8t1

2t3
2 + 9t2

4: ²Û¹ ËáõÙµÁ
·áñÍáõÙ ¿ RN-Ç íñ³ & Ñ³Ù³Ó³ÛÝ äáÛ³ÛÇ Ã»áñ»ÙÇ Çñ³ñÇó
åïáõÛïáí ãëï³óíáÕ Ý»ñÏáõÙÝ»ñÇ (ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ï³ñµ»ñ
áõÕ»ÍÇñÝ»ñÇ) ù³Ý³ÏÁ Ïëï³óíÇ »Ã»

1
24

x1 + x2 + x38 + 6x1
4 + x2

4 + x3
42 +

8x1 + x2 + x32x1
3 + x2

3 + x3
32 + 9x1

2 + x2
2 + x3

24

µ³½Ù³Ý¹³ÙáõÙ ï»Õ³¹ñ»Ýù Ù»Ï»ñ �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇ

�áË³ñ»Ý: ²Û¹ ù³Ý³ÏÁ ÏÉÇÝÇ Ñ³í³ë³ñ
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1

24
38 + 6 × 32 + 8 × 32 × 32 + 9 × 34 = 333:

2. ¸Çóáõù Ñ³ñÏ³íáñ ¿ ·ïÝ»É Ëáñ³Ý³ñ¹Ç ·³·³ÃÝ»ñÇ
Çñ³ñÇó åïáõÛïáí ãëï³óíáÕ »ñ»ù ·áõÛÝ»ñáí ³ÛÝåÇëÇ
Ý»ñÏáõÙÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ, áñ ³é³çÇÝ ·áõÛÝáí Ý»ñÏí³Í ¿ »ñÏáõ
·³·³Ã, »ñÏñáñ¹áíª &ë »ñÏáõ ·³·³Ã, ÇëÏ ÙÝ³ó³Í ãáñë
·³·³ÃÝ»ñÁ Ý»ñÏí³Í »Ý »ññáñ¹ ·áõÛÝáí: ä³ñ½ ¿, áñ
Ñ³ñÏ³íáñ ¿ ·ïÝ»É x1

2x2
2x3

4 ³Ý¹³ÙÇ ·áñÍ³ÏÇóÁ
1

24
x1 + x2 + x38 + 6x1

4 + x2
4 + x3

42 +

8x1 + x2 + x32x1
3 + x2

3 + x3
32 + 9x1

2 + x2
2 + x3

24

µ³½Ù³Ý¹³ÙáõÙ: x1 + x2 + x38-áõÙ x1
2x2

2x3
4 ³Ý¹³ÙÇ

·áñÍ³ÏÇóÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ 8

2

6

2
= 420:

6x1
4 + x2

4 + x3
42 + 8x1 + x2 + x32x1

3 + x2
3 + x3

32-áõÙ x1
2x2

2x3
4

³Ý¹³ÙÇ ·áñÍ³ÏÇóÁ ½ñá ¿, ÇëÏ 9x1
2 + x2

2 + x3
24-áõÙ ª

9 × 4

1

3

1
= 108: àõëïÇ ËÝ¹ñÇ å³ï³ëË³ÝÝ ¿

420+108

24
= 22:
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êÇÉáíÛ³Ý ËÙµ»ñ

ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù È³Ý·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÇó, í»ñç³íáñ ËÙµáõÙ

Ï³Ù³Û³Ï³Ý »ÝÃ³ËÙµÇ Ï³ñ·Á ËÙµÇ Ï³ñ·Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿: ²Ûë

Ù³ëáõÙ Ù»Ýù Ï³å³óáõó»Ýù ÇÝã áñ ÇÙ³ëïáí Ñ³Ï³¹³ñÓ åÝ¹áõÙª

»Ã» ËÙµÇ Ï³ñ·Á µ³Å³ÝíáõÙ ¿ pn-Ç íñ³, áñï»Õ p-Ý å³ñ½ ÃÇí ¿,

³å³ Ï³Ù³Û³Ï³Ý s ≤ n Ñ³Ù³ñ ËÙµáõÙ Ï·ïÝíÇ ps Ï³ñ·Ç

»ÝÃ³ËáõÙµ:

Ü³Ë ³å³óáõó»Ýù ÙÇ ù³ÝÇ ¿É»Ù»Ýï³ñ åÝ¹áõÙ:

È»ÙÙ 14.

¸Çóáõù H-Á & K-Ý G í»ñç³íáñ ËÙµÇ »ÝÃ³ËÙµ»ñ »Ý

& HK = hk ∣ h ∈ H, k ∈ K: HK µ³½ÙáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñÇ

ù³Ý³ÏÇª |HK|-Ç Ñ³Ù³ñ ëïáõÛ· ¿ ª

|HK| = |H||K|

|H ∩ K|

²å³óáõÛó. ¸Çóáõù h ∈ H, k ∈ K : àñáß»Ýù ³ÛÝ h1,k1 ∈ H × K

½áõÛ·»ñÇ ù³Ý³ÏÁ, áñ hk = h1k1: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ

hk = h1k1  h1
−1h = k1k−1 ∈ H ∩ K: Üß³Ý³Ï»Ýù t = h1

−1h = k1k−1:

êï³ÝáõÙ »Ýùª h1 = ht−1 & k1 = tk: ²ÛëÇÝùÝ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ

t ∈ H ∩ K ï³ññÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ ÙÇ h1,k1 ∈ H × K

½áõÛ·, áñ hk = h1k1: àõëïÇ, HK-Ç ï³ññ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Ñ³í³ë³ñ ¿

|H × K|

|H ∩ K|

& É»ÙÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

ÜÏ³ï»Ýù, áñ ³Ûë É»ÙÙÇ åÝ¹áõÙÇó Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ »Ã»
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H ∩ K = e, ³å³ |HK| = |H||K| & HK-Ç ï³ññ»ñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ

hk ï»ëùáí, áñï»Õ h ∈ H, k ∈ K, ÙÇ³ÏÝ ¿: ê³ Ù»Ýù å³ñ½»É ¿ÇÝù

áõÕÇÕ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ áõëáõÙÝ³ëÇñÙ³Ý Å³Ù³Ý³Ï:

È»ÙÙ 15.

¸Çóáõù m-Á ³ÙµáÕç ¹ñ³Ï³Ý ÃÇí ¿, ÇëÏ pα-Ý å³ñ½

ÃíÇ áã µ³ó³ë³Ï³Ý ³ÙµáÕç ³ëïÇ�³Ý ¿:
mpα − 1

pα − 1
µÇÝáÙÇ³É ·áñÍ³ÏÇóÁ ÉÇÝ»Éáí ³ÙµáÕç ÃÇí

ãÇ µ³Å³ÝíáõÙ p-Ç íñ³:

²å³óáõÛó. Àëï ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý áõÝ»Ýùª

mpα − 1

pα − 1
=

mpα − 1mpα − 2… mpα − pα − 1
pα − pα − 1pα − pα − 2… pα − 1

= ∏
k=1

pα−1

mpα − k

k

²å³óáõó»Ýù, áñ µáÉáñ 1 ≤ k ≤ pα − 1 Ñ³Ù³ñ k & mpα − k Ãí»ñÁ

ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï Ï³Ù µ³Å³ÝíáõÙ Ï³Ù ¿É ã»Ý µ³Å³ÝíáõÙ ps-Ç íñ³:

¸Çóáõù k-Ý µ³Å³ÝíáõÙ ¿ ps-Ç íñ³: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ ps < pα &

s < α: àõëïÇ k = nps & mpα − k = mpα − nps = psmpα−s − n:

¸Çóáõù mpα − k-Ý µ³Å³ÝíáõÙ ¿ ps-Ç íñ³ & mpα − k = nps: ºÃ»

s ≥ α, ³å³ pαm − nps−α = k ≥ pα ù³ÝÇ áñ m − nps−α ≥ 1: àõëïÇ,

s < α & k = psmpα−s − n:

²ÛëåÇëáí, ∏
k=1

pα−1
mpα − k

k
³ñï³¹ñÛ³ÉáõÙ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ

mpα − k

k

Ïáïáñ³ÏÇ Ñ³Ù³ñÇãÇ & Ñ³Ûï³ñ³ñÇ ps ï»ëùÇ µ³Å³Ý³ñ³ñÝ»ñÁ

ÙÇÙÛ³Ýó ã»½áù³óÝáõÙ »Ý & áõñ»ÙÝ
mpα − 1

pα − 1
-Á ãÇ µ³Å³ÝíáõÙ p-Ç

íñ³: È»ÙÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:
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È»ÙÙ 16.

ºÃ» H-Á & K-Ý G ËÙµÇ »ÝÃ³ËÙµ»ñ »Ý & µáÉáñ h ∈ H

Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ h−1Kh = K å³ÛÙ³ÝÁ, ³å³

HK = hk ∣ h ∈ H, k ∈ K-Ý ÝáõÛÝå»ë G ËÙµÇ »ÝÃ³ËáõÙµ
¿:

²å³óáõÛó. ´³í³Ï³Ý ¿ ëïáõ·»É, áñ h2k2−1h1k1 ∈ HK: ä³ñ½

¿, áñ h2
−1h1 = h3 ∈ H & h3

−1k2
−1h3 = k3 ∈ K: àõëïÇ, k2

−1h3 = h3k3 &

h2k2−1h1k1 = k2
−1h2

−1h1k1 = k2
−1h3k1 = h3k3k1 ∈ HK:

È»ÙÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. ¸Çóáõù G-Ý í»ñç³íáñ ËáõÙµ ¿ & pα-Ý p å³ñ½ ÃíÇ

³Ù»Ý³Ù»Í ³ ճëïÇ ³ÝÝ ¿, áñÇ íñ³ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç µ³Å³ÝíáõÙ ¿

ËÙµÇ G : 1 Ï³ñ·Á: G ËÙµÇ H »ÝÃ³ËáõÙµÁ ÏáãíáõÙ ¿

p-»ÝÃ³ËáõÙµ, »Ã» H : 1 = pβ, β ≤ α:

pα Ï³ñ·Ç p-»ÝÃ³ËáõÙµÁ ÏáãíáõÙ ¿ êÇÉáíÛ³Ý p-»ÝÃ³ËáõÙµ
G-áõÙ:

G ËÙµÇ H1 & H2 »ÝÃ³ËÙµ»ñÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù Ñ³Ù³ÉáõÍ, »Ã»

Ï·ïÝíÇ g ∈ G, áñ g−1H1g = H2: Ð»ßïáõÃÛ³Ùµ ëïáõ·íáõÙ ¿, áñ

Ñ³Ù³ÉáõÍ »ÝÃ³ËÙµ»ñÝ Ç½áÙáñý »Ý:

Â»áñ»Ù 17. (êÇÉáíÇ Ã»áñ»ÙÁ)

¸Çóáõù G-Ý í»ñç³íáñ ËáõÙµ ¿, p-Ý å³ñ½ ÃÇí ¿,

G : 1 = mpα & m,p = 1, ³ÛëÇÝùÝª G : 1-Á ãÇ
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µ³Å³ÝíáõÙ pα+1-Ç íñ³, ³å³

1. Ï³Ù³Û³Ï³Ý β-Ç Ñ³Ù³ñ, áñ 1 ≤ β ≤ α, G-áõÙ
·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ pβ Ï³ñ·Ç p-»ÝÃ³ËáõÙµ

2. êÇÉáíÛ³Ý p-»ÝÃ³ËÙµ»ñÇ np ù³Ý³ÏÁ
µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ np ≡ 1modp µ³Õ¹³ïÙ³ÝÁ

3. Ï³Ù³Û³Ï³Ý »ñÏáõ êÇÉáíÛ³Ý p-»ÝÃ³ËÙµ»ñ
Çñ³ñ Ñ³Ù³ÉáõÍ »Ý

4. Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ p-»ÝÃ³ËáõÙµ å³ñáõÝ³ÏíáõÙ
¿ êÇÉáíÛ³Ý p-»ÝÃ³ËÙµÇ Ù»ç:

²å³óáõÛó. ¸Çóáõù S = s ⊆ G ∣ |s| = pβ (ÇÝãå»ë ÙÇßï |s|-Á

µ³½ÙáõÃÛáõÝ ï³ññ»ñÇ ù³Ý³ÏÝ ¿): G ËáõÙµÁ ·áñÍáõÙ ¿ S

µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª g ∈ G & s ∈ S Ñ³Ù³ñ

gs = gx ∣ x ∈ s: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ |gs| = |s| & es = s,

g1g2s = g1g2s: Üß³Ý³Ï»Ýù m̃ = mpα−β & G : 1 = m̃pβ:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ |S| =
m̃pβ

pβ = m̃
m̃pβ − 1

pβ − 1
: Ð³Ù³Ó³ÛÝ

È»ÙÙ 15-Ç p ÃíÇ ³Ù»Ý³Ù»Í ³ëïÇ�³ÝÁ, áñÇ íñ³ µ³Å³ÝíáõÙ ¿

|S|-Á, Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ p ÃíÇ ³Ù»Ý³Ù»Í ³ëïÇ�³ÝÇÝ, áñÇ íñ³

µ³Å³ÝíáõÙ ¿ m̃-Á: ä³ñ½ ¿, áñ p-Ç ³Û¹åÇëÇ ³ëïÇ�³ÝÁ pα−β-Ý ¿: G

ËÙµÇ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ S µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ ïñáÑáõÙ ¿ í»ñçÇÝë

ãÑ³ïíáÕ áõÕ»Íñ»ñÇ: ºÃ» µáÉáñ áõÕ»Íñ»ñÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

µ³Å³ÝíáõÙ »Ý p ÃíÇ ³í»ÉÇ Ù»Í ù³Ý pα−β-Ý ³ëïÇ�³ÝÇ íñ³, ³å³

|S|-Ý ¿É Ïµ³Å³ÝíÇ p-Ç ³Û¹ ³ëïÇ�³ÝÇ íñ³, ÇÝãÝ ³ÝÑÝ³ñ ¿: àõëïÇ

Ï·ïÝíÇ ÙÇ áõÕ»ÍÇñ, áñÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ ãÇ µ³Å³ÝíáõÙ pα−β-Çó Ù»Í

p-Ç ³ëïÇ�³ÝÇ íñ³: üÇùë»Ýù áñ&¿ s ¿É»Ù»Ýï ³Û¹ áõÕ»ÍñÇó (³Û¹
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áõÕ»ÍÇñÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù ëï³Ý¹³ñï Gs Ýß³Ýáí) & ¹Çï³ñÏ»Ýù ¹ñ³

ëï³µÇÉ ËáõÙµÁª Gs = g ∈ G ∣ gs = s: Ð³Ù³Ó³ÛÝ (25)-Çª

|Gs| = G : Gs & È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÇª

mpα = G : 1 = G : GsGs : 1 = |Gs|Gs : 1

ø³ÝÇ áñ |Gs|-Á ãÇ µ³Å³ÝíáõÙ pα−β-Çó Ù»Í p-Ç ³ëïÇ�³ÝÇ íñ³,

ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ Gs : 1-Á µ³Å³ÝíáõÙ ¿ pβ-Ç íñ³ & áõñ»ÙÝ

pβ ≤ Gs : 1:

ØÛáõë ÏáÕÙÇó áõÝ»Ýù, áñ Gs : 1 ≤ pβ: ÆëÏ³å»ë, í»ñóÝ»Ýù

áñ&¿ x̃ ï³ññ s µ³½ÙáõÃÛáõÝÇó: ä³ñ½ ¿, áñ gx̃ ∈ s µáÉáñ g ∈ Gs

Ñ³Ù³ñ, ù³ÝÇ áñ gs = gx ∣ x ∈ s = s: ºÃ» g1x̃ = g2x̃ áñ&¿

g1,g2 ∈ Gs Ñ³Ù³ñ, ³å³ µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí g1x̃ = g2x̃ ³éÝãáõÃÛáõÝÝ

³çÇó x̃−1-áí ëï³ÝáõÙ »Ýùª g1 = g2: àõñ»ÙÝ µáÉáñ gx̃

³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÁ, áñï»Õ g ∈ Gs, ï³ñµ»ñ »Ý & å³ïÏ³ÝáõÙ »Ý s

µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ: àõëïÇ pβ = |s| ≥ Gs : 1:

²ÛëåÇëáí Gs »ÝÃ³ËáõÙµÁ pβ Ï³ñ·Ç p-»ÝÃ³ËáõÙµ ¿ G-áõÙ &

Ã»áñ»ÙÇ 1. åÝ¹áõÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

¸Çóáõù H-Á êÇÉáíÛ³Ý p-»ÝÃ³ËáõÙµ ¿ G-áõÙ: Üß³Ý³Ï»Ýù H-áí

H-Ý Ñ³Ù³ÉáõÍ µáÉáñ »ÝÃ³ËÙµ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁª

H = g−1Hg ∣ g ∈ G: H-Á ·áñÍáõÙ ¿ H-Ç íñ³ Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª

h ∈ H ï³ññÁ ï³ÝáõÙ ¿ H̃ ∈ H »ÝÃ³ËáõÙµÁ

h−1H̃h = h−1g−1Hgh = gh−1Hgh ∈ H »ÝÃ³ËÙµÇ Ù»ç: îñÇíÇ³É

ëïáõ·íáõÙ ¿, áñ ¹³ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ ¿: Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ áõÕ»ÍñÇ

»ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ p-Ç ³ëïÇ�³Ý ¿, ù³ÝÇ áñ ³ÛÝ Ñ³í³ë³ñ ¿

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ëï³µÇÉ ËÙµÇ ÇÝ¹»ùëÇÝ H-áõÙ: Ð³Ù³Ó³ÛÝ

È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÇ, p-»ÝÃ³ËÙµÇ »ÝÃ³ËÙµ»ñÇ Ã» Ï³ñ·»ñÁ, Ã»

ÇÝ¹»ùëÝ»ñÁ, ÉÇÝ»Éáí p-»ÝÃ³ËÙµÇ Ï³ñ·Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ»ñ, p-Ç

³ëïÇ�³ÝÝ»ñ »Ý:
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ä³ñ½ ¿, áñ H ∈ H: ¸Çï³ñÏ»Ýù H-Ç áõÕ»ÍÇñÁª

h−1Hh ∣ h ∈ H = H: ²å³óáõó»Ýù, áñ ÙÇ³ÛÝ H-Ç áõÕ»ÍÇñÝ ¿

Ï³½Ùí³Í Ù»Ï ï³ññÇó, ³ÛëÇÝùÝ áõÝÇ 1 »ñÏ³ñáõÃÛáõÝ: ¸Çóáõù

Ï·ïÝíÇ Ù»Ï ³ÛÉ K ∈ H, áñ h−1Kh ∣ h ∈ H = K, ³ÛëÇÝùÝ

h−1Kh = K µáÉáñ h ∈ H: Ð³Ù³Ó³ÛÝ È»ÙÙ 16-Ç HK = hk ∣ h ∈ H,

k ∈ K-Ý »ÝÃ³ËáõÙµ ¿ G-áõÙ: Ð³Ù³Ó³ÛÝ È»ÙÙ 14-Ç

HK : 1 =
H : 1K : 1
H ∩ K : 1

: ê³Ï³ÛÝ áõÝ»Ýù, áñ H : 1 = pα &

ù³ÝÇ áñ K-Ý H-Ç Ñ³Ù³ÉáõÍÝ ¿, ³å³ K : 1 = pα: ºÝÃ³ËÙµ»ñÇ

Ñ³ïáõÙÁ ÝáñÇó »ÝÃ³ËáõÙµ ¿: àõëïÇª H ∩ K ≤ H &

H ∩ K : 1 = pβ, áñï»Õ 0 ≤ β ≤ α: àõñ»ÙÝ, HK-Ý ÝáõÛÝå»ë

p-»ÝÃ³ËáõÙµ ¿ G-áõÙ, HK : 1 = p2α−β: ø³ÝÇ áñ HK ≤ G, ³å³

HK : 1-Ý pα-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿ & p2α−β ≤ pα: Ð»ï&³µ³ñ, pα ≤ pβ

& α = β: êï³ÝáõÙ »Ýù, áñ H ∩ K : 1 = pα = H : 1 = K : 1 &

H = K:

²ÛëåÇëáí µáÉáñ áõÕ»Íñ»ñÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, µ³óÇ Ù»ÏÇó, p-Ç

¹ñ³Ï³Ý ³ëïÇ�³ÝÝ»ñ »Ý: Ð»ï&³µ³ñ áõÕ»Íñ»ñÇ

»ñÏ³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÁª |H|-Á 1 + pq ï»ëùÇ ÃÇí ¿, ³ÛëÇÝùÝª

|H| ≡ 1 modp:

¸Çóáõù Ï³Ù³Û³Ï³Ý p-»ÝÃ³ËáõÙµ å³ñáõÝ³ÏíáõÙ ¿ H-Ç

»ÝÃ³ËÙµ»ñÇó Ù»ÏáõÙ: ²Ûëï»ÕÇó êÇÉáíÛ³Ý p-»ÝÃ³ËÙµÇ ¹»åùáõÙ

ÏµËÇ, áñ µáÉáñ êÇÉáíÛ³Ý p-»ÝÃ³ËÙµ»ñÁ Ñ³Ù³ÉáõÍ »Ý H-ÇÝ & áõëïÇ

ÙÇÙÛ³Ýó (Ã»áñ»ÙÇ 3. åÝ¹áõÙÁ): Ü³& Ïëï³óíÇ, áñ H-Á ¹³ µáÉáñ

êÇÉáíÛ³Ý p-»ÝÃ³ËÙµ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¿ & |H| = np ≡ 1mod p

(Ã»áñ»ÙÇ 2. åÝ¹áõÙÁ): ì»ñç³å»ë Ï³å³óáõóíÇ Ý³& Ã»áñ»ÙÇ 4.

åÝ¹áõÙÁ:

²å³óáõó»Ýù ³ÛÅÙ, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý p-»ÝÃ³ËáõÙµ å³ñáõÝ³ÏíáõÙ

¿ H-Ç »ÝÃ³ËÙµ»ñÇó Ù»ÏáõÙ: ¸Çóáõù K-Ý p-»ÝÃ³ËáõÙµ ¿, áñÁ ãÇ

å³ñáõÝ³ÏíáõÙ H-Ç »ÝÃ³ËÙµ»ñÇó áã Ù»ÏáõÙ: K-Ý ·áñÍáõÙ ¿ H-Ç
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íñ³ �Çßï ³ÛÝå»ë, ÇÝãå»ë H-Áª k ∈ K ï³ññÁ ï³ÝáõÙ ¿ H̃ ∈ H

»ÝÃ³ËáõÙµÁ

k−1H̃k = k−1g−1Hgk = gk−1Hgk ∈ H

»ÝÃ³ËÙµÇ Ù»ç: ¸Çóáõù ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 1 »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý áõÕ»ÍÇñ,

³ÛëÇÝùÝ H̃ ∈ H, áñ k−1H̃k = H̃ µáÉáñ k ∈ K: ÆÝãå»ë í»ñÁ µ»ñí³Í

¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙª KH̃-Ý »ÝÃ³ËáõÙµ ¿,

KH̃ : 1 =
K : 1H̃ : 1
H̃ ∩ K : 1

& KH̃-Á p-»ÝÃ³ËáõÙµ ¿: ê³Ï³ÛÝ H̃ : 1 = pα &

K : 1
H̃ ∩ K : 1

≥ 1,

Ñ»ï&³µ³ñ KH̃ : 1 ≥ pα: àõñ»ÙÝ, KH̃ : 1 = pα &

K : 1 = H̃ ∩ K : 1: ì»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó µËáõÙ ¿, áñ

K ⊆ H̃, ÇÝãÝ ³ÝÑÝ³ñ ¿: ²ÛëåÇëáí, µáÉáñ áõÕ»Íñ»ñÇ

»ñÏ³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ p-Ç ¹ñ³Ï³Ý ³ëïÇ�³ÝÝ»ñ »Ý & |H| ≡ 0 modp,

ÇÝãÁ ÝáõÛÝå»ë ³ÝÑÝ³ñ ¿: Ð»ï&³µ³ñ, µáÉáñ p-»ÝÃ³ËÙµ»ñÁ

å³ñáõÝ³ÏíáõÙ »Ý H-Ç »ÝÃ³ËÙµ»ñÇó Ù»ÏáõÙ:

Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

úñÇÝ³ÏÝ»ñ
1. ²å³óáõó»Ýù, áñ Â»áñ»Ù 17-áõÙ ë³ÑÙ³Ýí³Í np ÃÇíÁ

m-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿: ¸Çóáõù G ËáõÙµÁ ·áñÍáõÙ ¿ Çñ
»ÝÃ³ËÙµ»ñÇ íñ³ Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª g ∈ G ï³ññÁ ï³ÝáõÙ ¿ H

»ÝÃ³ËáõÙµÁ g−1Hg »ÝÃ³ËÙµÇ Ù»ç: Â»áñ»Ù 17-Çó
³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿, áñ µáÉáñ êÇÉáíÛ³Ý p-»ÝÃ³ËÙµ»ñÁ
Ï³½ÙáõÙ »Ý Ù»Ï áõÕ»ÍÇñ, ÇëÏ Ï³Ù³Û³Ï³Ý H êÇÉáíÛ³Ý
p-»ÝÃ³ËÙµÇ ëï³µÇÉ ËáõÙµÁ ¹³ Ýñ³ ÝáñÙ³ÉÇ½³ïáñÝ ¿ª
NH = g ∈ G ∣ g−1Hg = H: àõñ»ÙÝ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ (25)-Ç
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np = G : NH: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ
m = G : H = G : NHNH : H &, Ñ»ï&³µ³ñ, m-Á
µ³Å³ÝíáõÙ ¿ np-Ç íñ³:

2. ²å³óáõó»Ýù, áñ »Ã» G : 1 = 15, ³å³ G ËáõÙµÁ
óÇÏÉÇÏ ¿: ¸Çóáõù G ËáõÙµÁ ·áñÍáõÙ ¿ Çñ »ÝÃ³ËÙµ»ñÇ íñ³
³ÛÝå»ë, ÇÝãå»ë 1. ûñÇÝ³ÏáõÙ: ¸Çóáõù H-Á êÇÉáíÛ³Ý
5-»ÝÃ³ËáõÙµÝ ¿, ÇëÏ K-Ý êÇÉáíÛ³Ý 3-»ÝÃ³ËáõÙµÁ:
Ð»ï&³µ³ñ K : 1 = 3, H : 1 = 5 & H-Ý áõ K-Ý óÇÏÉÇÏ
»Ý: Ð³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 12-Ç H-Á ÝáñÙ³É ¿ G-áõÙ, áõëïÇ
NH = G & G : NH = 1, ³ÛëÇÝùÝ êÇÉáíÛ³Ý 5-»ÝÃ³ËÙµ»ñÇ
áõÕ»ÍÇñÁ µ³ÕÏ³ó³Í ¿ ÙÇ³ÛÝ H-Çó & H-Á ÙÇ³Ï
5-»ÝÃ³ËáõÙµÝ ¿: êÇÉáíÛ³Ý 3-»ÝÃ³ËÙµ»ñÇ áõÕ»ÍñÇ
»ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ G : NK-ÇÝ: ä³ñ½ ¿, áñ
G : NK ∈ 1,3,5,15 & Â»áñ»Ù 17-Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ
G : NK ≡ 1 mod3, áõëïÇ G : NK ∉ 3,5,15:
Ð»ï&³µ³ñ K-Ý ÙÇ³Ï 3-»ÝÃ³ËáõÙµÝ ¿: ¸Çóáõù k-Ý K-Ç
ÍÝÇãÝ ¿, ÇëÏ h-Á H-Ç: ¸Çï³ñÏ»Ýù kh-áí ÍÝí³Í 〈kh〉 óÇÏÉÇÏ
»ÝÃ³ËáõÙµÁ G-áõÙ: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ kh ∉ H ∪ K, áõëïÇ kh-Á

ãÇ å³ïÏ³ÝáõÙ G-Ç & áã ÙÇ ë»�³Ï³Ý »ÝÃ³ËÙµÇ, áõñ»ÙÝ
〈kh〉 = G:
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úÔ²ÎÜºð ºì ¸²Þîºð

ê³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñ
¸Çóáõù A µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ ïñí³Í »Ý »ñÏáõ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ,

áñáÝóÇó ³é³çÇÝÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù "·áõÙ³ñáõÙ ", ÇëÏ »ñÏñáñ¹Áª

"µ³½Ù³å³ïÏáõÙ ": Ð³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ Ïû·ïí»Ýù + & ⋅

Ýß³ÝÝ»ñÇó:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. A,+, ⋅ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÏáãíáõÙ ¿ ûÕ³Ï, »Ã»

1. A,+ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ï»Õ³�áË»ÉÇ ËáõÙµ ¿ (ÙÇ³íáñ
ï³ññÁ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ 0-áí)

2. abc = abc

3. A-áõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ï³ññ, áñÁ Ýß³Ý³ÏíáõÙ 1-áí,
³ÛÝåÇëÇÝ, áñ ∀a ∈ A Ñ³Ù³ñ a1 = 1a = a

4. a + bc = ac + bc & ab + c = ab + ac

ºÃ» ï»ÕÇ áõÝÇ Ý³& ab = ba å³ÛÙ³ÝÁ A-Ç µáÉáñ ï³ññ»ñÇ

Ñ³Ù³ñ, ³å³ ûÕ³ÏÁ ÏáãíáõÙ ¿ ï»Õ³�áË»ÉÇ:

î»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³ÏÁ ÏáãíáõÙ ¿ ¹³ßï, »Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ áã

½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññ áõÝÇ Ñ³Ï³¹³ñÓ Áëï µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý, ³ÛëÇÝùÝª

∀a ≠ 0 ∃b ab = ba = 1:

Üß»Ýù ûÕ³ÏÝ»ñÇ ÙÇ ù³ÝÇ ï³ññ³Ï³Ý, µ³Ûó Ï³ñ&áñ

Ñ³ïÏáõÃÛáõÝ.

a) a0 = 0a = 0

ÇëÏ³å»ë, a + a0 = a1 + a0

Ñ³Ù³Ó³ÛÝ 4

= a1 + 0 = a1 = a, áõëïÇ
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a0 = 0

b) −1a = −a

a + −1a = 1a + −1a

Ñ³Ù³Ó³ÛÝ 4

= 1 + −1a = 0a = 0, áõëïÇ

−1a = −a

²ÛëáõÑ»ï& ÙÇßï ÏÑ³Ù³ñ»Ýù, áñ 0 ≠ 1, ù³ÝÇ áñ Ñ³Ï³é³Ï

¹»åùáõÙ a = a1 = a0 = 0 & ûÕ³ÏÇ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý

0-Ç, ³ÛëÇÝùÝª A = 0:

²Ù�á�»Éáí í»ñÁ Ýßí³ÍÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ³ë»É, áñ ûÕ³ÏÁ ¹³ ³ÛÝ

Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ¿, áñáõÙ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·áõÙ³ñ»É, Ñ³Ý»É &

µ³½Ù³å³ïÏ»É, ÇëÏ ¹³ßïáõÙ Ý³& µ³Å³Ý»É:

úñÇÝ³ÏÝ»ñ

1. ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ ℤ,+, ⋅-Á ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³Ï ¿
(¹³ßï ã¿), ÇëÏ ℚ,+, ⋅, ℝ,+, ⋅ & ℂ,+, ⋅-Á ¹³ßï»ñ »Ý:

2. ¸Çï³ñÏ»Ýù ℤn,+, ⋅-Á, áñï»Õ ℤn-Ý ÇÝãå»ë ÙÇßï Áëï
modn-Ç ÙÝ³óùÝ»ñÇ ¹³ë»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¿: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ

ℤn,+, ⋅-Á ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³Ï ¿: ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù, ℤn-áõÙ
Áëï µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ áõÝ»Ý ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ áã

½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññ»ñÁ, áñáÝù �áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ »Ý
Ùá¹áõÉÇ Ñ»ï:

3. àõñ»ÙÝ ℤn,+, ⋅-Á ¹³ßï ¿ ÙÇ³ÛÝ, »ñµ n-Á å³ñ½ ÃÇí ¿:
Üß»Ýù ℤn,+, ⋅ ûÕ³ÏÇ ÙÇ Ï³ñ&áñ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝ &ë: ¸Çóáõù
n = 6, ³å³ 2 ⋅ 3 ≡ 0 mod6: ê³Ï³ÛÝ áã 2 ≡ 0 mod6 áã ¿É
3 ≡ 0mod6, ³ÛëÇÝùÝ ³ÛÝ µ³ÝÇó, áñ ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ
Ñ³í³ë³ñ ¿ ½ñáÛÇ ãÇ Ñ»ï&áõÙ, áñ ³ñï³¹ñÇãÝ»ñÇó áñ&¿

117



Ù»ÏÁ ½ñáÛ³Ï³Ý ¿:

4. Üß³Ý³Ï»Ýù Ax-áí x �á�áË³Ï³ÝÇ A ï»Õ³�áË»ÉÇ
ûÕ³ÏÇó ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí µáÉáñ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: Ax-Á ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³Ï ¿ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ
ëáíáñ³Ï³Ý ·áõÙ³ñÙ³Ý & µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ:

5. n × n ã³�³ÝÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝó

ï³ññ»ñÁ A ûÕ³ÏÇó »Ý, ûÕ³Ï ¿ (áã ï»Õ³�áË»ÉÇ)
Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÙ³Ý & µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ:

6. ¸Çï³ñÏ»Ýù a + b 2 ï»ëùÇ µáÉáñ Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ,
áñï»Õ a-Ý & b-Ý é³óÇáÝ³É Ãí»ñ »Ý: ¸ÛáõñÇÝ ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ
³Ûë µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ¹³ßï ¿, »Ã» ·áõÙ³ñáõÙÁ &
µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ ë³ÑÙ³Ý»Ýù Ñ»ï&Û³É Ï»ñå.

a + b 2  + c + d 2  = a + c + b + d 2

a + b 2 c + d 2  = ac + 2bd + ad + bc 2

7. ¸Çï³ñÏ»Ýù 0,1 Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ µáÉáñ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: ²Ûë µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ

ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³Ï ¿ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ·áõÙ³ñÙ³Ý &
µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ:
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ºÝÃ³ûÕ³ÏÝ»ñ & ûÕ³Ï³ÛÇÝ ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÝ»ñ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. A ûÕ³ÏÇ B »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿

»ÝÃ³ûÕ³Ï, »Ã» ª

1. B,+ ≤ A,+ - ³ÛëÇÝùÝ, Áëï ·áõÙ³ñÙ³Ý B-Ý A-Ç
»ÝÃ³ËáõÙµÝ ¿

2. 1 ∈ B

3. a,b ∈ B  ab ∈ B - ³ÛëÇÝùÝ, B-Ý �³Ï ¿
µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ:

²ÛÉ Ï»ñå ³ë³Í, ûÕ³ÏÇ áñ&¿ »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝ »ÝÃ³ûÕ³Ï ¿,

»Ã» ûÕ³ÏÇ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ë³ÑÙ³Ý³�³ÏáõÙÁ ïíÛ³É

»ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ ³ÛÝ ¹³ñÓÝáõÙ ¿ ûÕ³Ï:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. ¸Çóáõù A1-Á & A2-Ý ûÕ³ÏÝ»ñ »Ý: f : A1  A2

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ ÏáãíáõÙ ¿ ûÕ³Ï³ÛÇÝ ÑáÙáÙáñýÇ½Ù (Ï³Ù

áõÕÕ³ÏÇ ÑáÙáÙáñýÇ½Ù) »Ã»

1. f0 = 0, f1 = 1

2. fa + b = fa + fb

3. fab = fafb

ºÃ» í»ñÁ Ýßí³Í f ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ �áËÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ ¿ A1-Á A2-Ç íñ³, ³å³ ³ëáõÙ »Ý, áñ ûÕ³ÏÝ»ñÝ

Çñ³ñ Ç½áÙáñý »Ý & f-Á ÏáãíáõÙ ¿ ûÕ³Ï³ÛÇÝ Ç½áÙáñýÇ½Ù:

ö³ëïáñ»Ý, »Ã» ¹Ç³ïñÏ»Ýù ÙÇ³ÛÝ ·áõÙ³ñÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ,

ûÕ³Ï³ÛÇÝ ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÁ Ïí»ñ³ÍíÇ ËÙµ»ñÇ ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ:

ÆÝãå»ë & ËÙµ»ñÇ ¹»åùáõÙ ³ÛëáõÑ»ï& Ù»Ýù Çñ³ñÇó ã»Ýù
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ï³ñµ»ñÇ Ç½áÙáñý ûÕ³ÏÝ»ñÁ:

Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ Ñ»ï Ï³åíáõÙ »Ý Ñ»ï&Û³É »ñÏáõ

µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ÙÇçáõÏÁª

ker f = a ∈ A1 ∣ fa = 0

& å³ïÏ»ñÁª

Im f = b ∈ A2 ∣ ∃a ∈ A1fa = b:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ å³ïÏ»ñÁ »ÝÃ³ûÕ³Ï ¿: ÆëÏ³å»ë, ù³ÝÇ

áñ ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÁ ËÙµ»ñÇ ÑáÙáÙáñýÇ½Ù ¿ ·áõÙ³ñÙ³Ý

·áñÍáÕáõÃÛ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ, ³å³ å³ïÏ»ñÁ Ý³& ËÙµ»ñÇ

ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ å³ïÏ»ñ ¿, áõëïÇ & ³ÛÝ »ÝÃ³ËáõÙµ ¿ &

Im f,+ ≤ A2,+: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ f1 = 1 ∈ Im f: ºÃ»

b1,b2 ∈ Im f, ³å³ Ï·ïÝí»Ý a1 & a2 ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ b1 = fa1,

b2 = fa2: ä³ñ½ ¿, áñ fa1a2 = fa1fa2 = b1b2, áõñ»ÙÝ

b1b2 ∈ Im f & å³ïÏ»ñÁ »ÝÃ³ûÕ³Ï ¿: ÆÝãå»ë & ËÙµ»ñÇ ¹»åùáõÙ,

³é³Ýó ÁÝ¹Ñ³ÝñáõÃÛáõÝÁ Ë³Ëï»Éáõ, Ñ³ñÙ³ñáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ Ï³ñáÕ

»Ýù Ñ³Ù³ñ»É, áñ Im f = A2:

ØÇçáõÏÁ ãÇ Ï³ñáÕ ÉÇÝ»É »ÝÃ³ûÕ³Ï A1-áõÙ, áñáíÑ»ï& f1 = 1 &

1 ∉ ker f: ê³Ï³ÛÝ ker f,+ ≤ A1,+, ù³ÝÇ áñ ÙÇçáõÏÁ Ý³&

ËÙµ»ñÇ ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ ÙÇçáõÏÝ ¿ & »ÝÃ³ËáõÙµ ¿ A1-áõÙ: ØÇçáõÏÇ

Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ ÙÇ ß³ï Ï³ñ&áñ å³ÛÙ³Ý, áñÝ ³í»ÉÇ áõÅ»Õ ¿ ù³Ý

»ÝÃ³ûÕ³ÏÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý 3-ñ¹ å³ÛÙ³ÝÁ (�³Ï ÉÇÝ»ÉÝ Áëï

µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý).

a ∈ ker f, x ∈ A1  ax ∈ ker f, xa ∈ ker f     (31)

ÆëÏ³å»ë, fax = fafx = 0 ⋅ fx = 0: ²ÛÉ Ï»ñå ³ë³Í,
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ÙÇçáõÏÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ Çñ ï³ññ»ñÇ µáÉáñ å³ïÇÏÝ»ñÁ:

²Ý¹ñ³¹³éÝ³Ýù ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ Ï³éáõóí³ÍùÇÝ:

¸Çóáõù f : A  Im f ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÝ ûÕ³Ï³ÛÇÝ ÑáÙáÙáñýÇ½Ù

¿: ø³ÝÇ áñ ³ÛÝ Ý³& ËÙµ³ÛÇÝ ÑáÙáÙáñýÇ½Ù ¿ ·áõÙ³ñÙ³Ý

·áñÍáÕáõÃÛ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ, ³å³ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Ç½áÙáñýÇ½ÙÇ Ù³ëÇÝ

Ã»áñ»ÙÇ ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ A╱ker f,+ ý³Ïïáñ-ËáõÙµÝ Ç½áÙáñý ¿

Im f,+ å³ïÏ»ñÇÝ: ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù, A╱ker f ý³Ïïáñ-ËÙµÇ

ï³ññ»ñÝ Áëï ker f-Ç Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÝ »Ý, ³ÛëÇÝùÝª

a + ker f = a + x ∣ x ∈ ker f

µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: òáõÛó ï³Ýù, áñ ³Û¹ ¹³ë»ñÁ áã ÙÇ³ÛÝ Ï³ñ»ÉÇ ¿

·áõÙ³ñ»É, ³ÛÉ Ý³& Ï³ñ»ÉÇ ¿ µ³½Ù³å³ïÏ»É:

ê³ÑÙ³Ý»Ýù Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ñ»ï&Û³É µÝ³Ï³Ý

»Õ³Ý³Ïáí. a + ker fb + ker f ≡ ab + ker f: êïáõ·»Ýù ³Ûë

ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ïáé»ÏïáõÃÛáõÝÁ: ¸Çóáõù a1 ∈ a + ker f, b1 ∈ b + ker f:

²å³óáõó»Ýù, áñ a1b1 ∈ ab + ker f: àõÝ»Ýù, áñ a1 − a ∈ ker f &

b1 − b ∈ ker f: Ð»ï&³µ³ñ,

a1b1 − ab = a1b1 − a1b + a1b − ab = a1b1 − b + a1 − ab

& Ñ³Ù³Ó³ÛÝ (31)-Ç a1b1 − b ∈ ker f, a1 − ab ∈ ker f: àõëïÇª

a1b1 − ab = a1b1 − b + a1 − ab ∈ ker f

&

a1b1 ∈ ab + ker f:

²ÛåÇëáí (31) å³ÛÙ³ÝÁ ÃáõÛÉ ïí»ó ë³ÑÙ³Ý»É Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ

µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ: Ð³ë³ñ³Ï í³ñÅáõÃÛáõÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ A╱ker f

ý³Ïïáñ-ËáõÙµÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ ûÕ³Ï Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ

·áõÙ³ñÙ³Ý & µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ: ²Û¹ ûÕ³ÏÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù

ý³Ïïáñ-ûÕ³Ï & å³ñ½ ¿, áñ ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññÁ ¹³
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0 + ker f = ker f-Ý ¿, ÇëÏ Ù»ÏÁª 1 + ker f-Ý ¿:

ÐÇß»Ýù, áñ A╱ker f,+ ý³Ïïáñ-ËÙµÇ & Im f,+ å³ïÏ»ñÇ

Ç½áÙáñýÇ½ÙÝ Çñ³Ï³Ý³óíáõÙ ¿ ÙÇ g ³ñï³å³ïÏ»ñÙ³Ùµ, áñÁ

ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É Ï»ñå. ga + ker f = fa: ø³ÝÇ áñ ë³

ËÙµ»ñÇ Ç½áÙáñýÇÙ½ ¿, ³å³

ga1 + ker f + a2 + ker f = ga1 + ker f + ga2 + ker f,

g0 + ker f = gker f = f0 = 0:

Ð³Ùá½í»Ýù ³ÛÅÙ, áñ g-Ý Ý³& ûÕ³Ï³ÛÇÝ Ç½áÙáñýÇ½Ù ¿ª

g1 + ker f = f1 = 1 &

ga1 + ker fa2 + ker f = ga1a2 + ker f =

fa1a2 = fa1fa2 = ga1 + ker fga2 + ker f:

²ÛëåÇëáí ³å³óáõó»óÇÝù Ñ»ï&Û³É åÝ¹áõÙÁ.

Â»áñ»Ù 18.

f : A1  A2 ûÕ³Ï³ÛÇÝ ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ ¹»åùáõÙ A1╱ker f

ý³Ïïáñ-ûÕ³ÏÝ Ç½áÙáñý ¿ Im f å³ïÏ»ñÇÝ:
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Æ¹»³ÉÝ»ñ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. A ûÕ³ÏÇ B »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ Ó³Ë

Ç¹»³É, »Ã»

1. B,+ ≤ A,+ - ³ÛëÇÝùÝ, Áëï ·áõÙ³ñÙ³Ý B-Ý A-Ç
»ÝÃ³ËáõÙµÝ ¿

2. BA ⊆ B , áñï»Õ BA ≡ ax ∣ a ∈ B, x ∈ A

ÜÙ³Ý »Õ³Ý³Ïáí ë³ÑÙ³ÝíáõÙ »Ý ³ç & »ñÏÏáÕÙ³ÝÇ Ç¹»³ÉÝ»ñÁ:

àã ¿³Ï³Ý Ù³Ýñ³Ù³ëÝ»ñÇ Ù»ç ãËáñ³Ý³Éáõ Ñ³Ù³ñ ³ÛëáõÑ»ï&

Ï¹Çï³ñÏ»Ýù ÙÇ³ÛÝ ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³ÏÝ»ñÁ & ûÕ³Ï ³Ýí³ÝáõÙÁ

ÏÝß³Ý³ÏÇ ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³Ï: ¸³ Ù»½ ÃáõÛÉ Ïï³ ÙÇ³íáñ»É

Ó³Ë, ³ç & »ñÏÏáÕÙ³ÝÇ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ¹»åù»ñÁ, ù³ÝÇ áñ ï»Õ³�áË»ÉÇ

ûÕ³ÏÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ³Û¹ »ñ»ù ·³Õ³�³ñÝ»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý: ²Û¹

å³ï�³éáí ³ÛëáõÑ»ï& Ïû·ï³·áñÍ»Ýù Ç¹»³É ³Ýí³ÝáõÙÁ:

Î³Ù³Û³Ï³Ý A ûÕ³Ï áõÝÇ ³éÝí³½Ý »ñÏáõ Ç¹»³Éª A-Ý & 0-Ý:

²Ûë Ç¹»³ÉÝ»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý ïñÇíÇ³É Ç¹»³ÉÝ»ñ, ÙÝ³ó³Í µáÉáñÁª áã

ïñÇíÇ³É:

äÝ¹áõÙ 19.

¸Çóáõù B-Ý A oÕ³ÏÇ Ç¹»³ÉÝ ¿ & ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ

a ∈ B, áñÝ áõÝÇ Ñ³Ï³¹³ñÓ Áëï µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý: ²Û¹

¹»åùáõÙ B = A:
Æñáù, 1 = aa−1 ∈ B Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Ç¹»³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý 2. Ï»ïÇ,

áõñ»ÙÝ, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ ÝáõÛÝ 2. Ï»ïÇ, B-ÇÝ ¿ å³ïÏ³ÝáõÙ Ý³& 1-Ç
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Ï³Ù³Û³Ï³Ý å³ïÇÏÁ, ³ÛëÇÝùÝ Ï³Ù³Û³Ï³Ý x ∈ A Ñ³Ù³ñ

x = 1 ⋅ x ∈ B, áõëïÇ & B = A:

Ð»ï&³Ýù.

¸³ßïÝ áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ ïñÇíÇ³É Ç¹»³ÉÝ»ñ:

úñÇÝ³ÏÝ»ñ

1. ¸Çï³ñÏ»Ýù ³ÙµáÕç Ãí»ñÇ ℤ ûÕ³ÏÁ: ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù,
Áëï ·áõÙ³ñÙ³Ý »ÝÃ³ËÙµ»ñÝ »Ý µáÉáñ mℤ ≡ mx ∣ x ∈ ℤ
ï»ëùÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: ºÃ» mx ∈ mℤ & n ∈ ℤ, ³å³
mxn = mxn, áñï»Õ xn ∈ ℤ: àõñ»ÙÝ, mℤ-Á Ç¹»³É ¿:

2. ¸Çóáõù A-Ý ¹³ßï ¿: Üß³Ý³Ï»Ýù Ax-áí x

�á�áË³Ï³ÝÇ ³ÛÝ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ûÕ³ÏÁ, áñáÝó
·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ A-Çó »Ý: ¸Çóáõù α ∈ A: Üß³Ý³Ï»Ýù
Fα ≡ f ∈ Ax ∣ fα = 0: ²ÛëÇÝùÝ, Fα-Ý µáÉáñ
µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¿, áñáÝó Ñ³Ù³ñ α-Ý ³ñÙ³ï
¿: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ Fα-Ý Ç¹»³É ¿ Ax-áõÙ:

3. ¸Çóáõù A-Ý ûÕ³Ï ¿ & a1, a2, . . . , an ∈ A: Üß³Ý³Ï»Ýù
a1,a2, . . . ,an-áí Ñ»ï&Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÁª

a1x1 + a2x2 +. . .+anxn ∣ x1,x2, . . . , xn ∈ A:

a1,a2, . . . ,an-Á Ç¹»³É ¿ A-áõÙ:

ÆÝãå»ë ï»ë³Ýù Ý³Ëáñ¹ µ³ÅÝáõÙ ûÕ³Ï³ÛÇÝ ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ

ÙÇçáõÏÝ Ç¹»³É ¿: ö³ëïáñ»Ý Ç¹»³É ÉÇÝ»ÉÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿

ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ ÙÇçáõÏ ÉÇÝ»ÉáõÝ (³ÛëÇÝùÝ Ç¹»³ÉÝ»ñÁ Ë³ÕáõÙ »Ý

ÝáñÙ³É »ÝÃ³ËÙµ»ñÇ ¹»ñÝ ûÕ³ÏÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ):

¸Çóáõù B-Ý A ûÕ³ÏÇ Ç¹»³ÉÝ ¿: ¸Çï³ñÏ»Ýù A╱B,+

ý³Ïïáñ-ËáõÙµÁ (¹Çï³ñÏ»Éáí ÙÇ³ÛÝ ·áõÙ³ñÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ):

ÖÇßï ³ÛÝå»ë, ÇÝãå»ë í³ñí»óÇÝù ÙÇçáõÏÇ áõëáõÙÝ³ëÇñÙ³Ý
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¹»åùáõÙ Ý³Ëáñ¹ µ³ÅÝáõÙ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ

³ñï³¹ñÛ³ÉÁª a + Bb + B ≡ ab + B & ëïáõ·íáõÙ ¿ ³Û¹

ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ïáé»ÏïáõÃÛáõÝÁ: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ A╱B-Ý ¹³éÝáõÙ ¿

ûÕ³Ï (ï»Õ³�áË»ÉÇ): ²ÛëåÇëáí ï»ëÝáõÙ »Ýù, áñ »Ã» B-Ý A ûÕ³ÏÇ

Ç¹»³ÉÝ ¿, ³å³ A╱B-Ý ûÕ³Ï ¿, ³ÛëÇÝùÝ a + Bb + B ≡ ab + B

µ³Ý³Ó&áí ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ A╱B-áõÙ: î»ÕÇ áõÝÇ

Ý³& Ñ³Ï³é³Ï åÝ¹áõÙÁ. »Ã» A ûÕ³ÏÇ áñ&¿ B »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛ³Ý

Ñ³Ù³ñ (áñÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ »ÝÃ³ËáõÙµ Áëï µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý)

a + Bb + B ≡ ab + B µ³Ý³Ó&Á ë³ÑÙ³ÝáõÙ ¿ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ

³ñï³¹ñÛ³É & A╱B-Ý ûÕ³Ï ¿, ³å³ B-Ý A ûÕ³ÏÇ Ç¹»³ÉÝ ¿:

´³í³Ï³Ý ¿ ëïáõ·»É Ç¹»³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý 2. Ï»ïÁ: ¸Çóáõù a ∈ B &

x ∈ A: àõÝ»Ýù, áñ a + Bx + B ≡ ax + B: ê³Ï³ÛÝ a + B = B ¹³ëÁ

A╱B ûÕ³ÏÇ ½ñáÝ ¿, Ñ»ï&³µ³ñ ax + B-Ý ¿É Ñ³í³ë³ñ ¿ ½ñáÛÇ,

³ÛëÇÝùÝª ax + B = B: ø³ÝÇ áñ ax + B = B  ax ∈ B ëï³ÝáõÙ

»Ýù, áñ a ∈ B & x ∈ A  ax ∈ B & Ç¹»³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý 2. Ï»ïÁ

ëïáõÛ· ¿:

¸Çóáõù ³ÛÅÙ B-Ý A ûÕ³ÏÇ Ç¹»³ÉÝ ¿: ÊÙµ»ñÇ ¹»åùÇ ÝÙ³Ý

Ï³éáõó»Ýù Ñ»ï&Û³É Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÁ.

f : A  A╱B

fa = a + B

�ïÝ»Ýù f-Ç ÙÇçáõÏÁ.

a ∈ ker f  fa = 0 + B  a + B = B  a ∈ B:

²ÛëåÇëáí, ker f = B & Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Ç¹»³É Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿

ûÕ³Ï³ÛÇÝ ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÇ ÙÇçáõÏ:
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Ø³ùëÇÙ³É & å³ñ½ Ç¹»³ÉÝ»ñ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. A ûÕ³ÏÇ B Ç¹»³ÉÁ ÏáãíáõÙ ¿ Ù³ùëÇÙ³É, »Ã» ³ÛÝ

µ³ÝÇó, áñ C-Ý ÝáõÛÝå»ë Ç¹»³É ¿ A-áõÙ & B ⊂ C Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ

C = A:

A ûÕ³ÏÇ B Ç¹»³ÉÁ ÏáãíáõÙ ¿ å³ñ½, »Ã» ï»ÕÇ áõÝÇ Ñ»ï&³ÉÁª

ab ∈ B  a ∈ B Ï³Ù b ∈ B:

ö³ëïáñ»Ý Ù³ùëÇÙ³É Ç¹»³ÉÁ ¹³ ³ÛÝåÇëÇ Ç¹»³É ¿, áñÁ

ÑÝ³ñ³íáñ ã¿ ÁÝ¹·ñÏ»É Ù»Ï ³ÛÉ áã ïñÇíÇ³É Ç¹»³ÉÇ Ù»ç:

ä³ñ½ Ç¹»³ÉÇ ·³Õ³�³ñÁ µ³ó³Ñ³Ûï»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ý»ñÙáõÍ»Ýù ÙÇ

Ýáñ & ß³ï Ï³ñ&áñ ûÕ³ÏÝ»ñÇ ¹³ë:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. A ûÕ³ÏÁ ÏáãíáõÙ ¿ ³ÙµáÕç, »Ã» ab = 0  a = 0

Ï³Ù b = 0:

Î³Ù³Û³Ï³Ý ¹³ßï ³ÙµáÕç ûÕ³Ï ¿: ²ÙµáÕç Ãí»ñÇ & áñ&¿

¹³ßïÇó ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ûÕ³ÏÝ»ñÝ ³ÙµáÕç »Ý:

²ÙµáÕç ã»Ý ÙÝ³óùÝ»ñÇ ¹³ë»ñÇ ûÕ³ÏÝ»ñÁ µ³Õ³¹ñÛ³É Ùá¹áõÉÇ

¹»åùáõÙ (ï»ë»ù ûñÇÝ³Ï 2-Á ûÕ³ÏÝ»ñÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó Ñ»ïá µ»ñí³Í

ûñÇÝ³ÏÝ»ñáõÙ ): ²ÙµáÕç ã»Ý Ý³& Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ûÕ³ÏÝ»ñÁª

0 1

0 0

0 1

0 0
=

0 0

0 0

²ñï³·ñ»Ýù ³ÛÅÙ å³ñ½ Ç¹»³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý å³ÛÙ³ÝÁ Ñ»ï&Û³É

Ï»ñå.

ab + B = B  a + B = B Ï³Ù b + B = B

ê³ Çñ Ñ»ñÃÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿
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a + Bb + B = 0 + B  a + B = 0 + B Ï³Ù b + B = 0 + B

å³ÛÙ³ÝÇÝ: ²ÝóÝ»Éáí A╱B ý³Ïïáñ-ûÕ³ÏÇÝ ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ B-Ý

å³ñ½ Ç¹»³É ¿ ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ »ñµ A╱B-Ý ³ÙµáÕç ¿:

Â»áñ»Ù 20.

Ø³ùëÇÙ³É Ç¹»³ÉÁ å³ñ½ ¿:
²å³óáõÛó. ¸Çóáõù B-Ý A ûÕ³ÏÇ Ù³ùëÇÙ³É Ç¹»³ÉÝ ¿ & ab ∈ B:

ºÃ» a ∈ B, áõñ»ÙÝ B-Ý å³ñ½ ¿: ¸Çóáõù a ∉ B: òáõÛó ï³Ýù, áñ

³Û¹ ¹»åùáõÙ b ∈ B:

Î³éáõó»Ýù a ∪ B µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ å³ñáõÝ³ÏáÕ �áùñ³·áõÛÝ

Ç¹»³ÉÁ A-áõÙ: ²Û¹ Ç¹»³ÉÁ å»ïù ¿ ³éÝí³½Ý å³ñáõÝ³ÏÇ µáÉáñ ax

ï»ëùÇ ï³ññ»ñÁ Ï³Ù³Û³Ï³Ý x ∈ A Ñ³Ù³ñ: Ü³& ³ÛÝ å»ïù ¿

å³ñáõÝ³ÏÇ µáÉáñ ax + y ï»ëùÇ ï³ññ»ñÁ, áñï»Õ y ∈ B:

¸Çï³ñÏ»Ýù ax + y ∣ x ∈ A, y ∈ B µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñÁ

ÏÝß³Ý³Ï»Ýù C-áí: êïáõ·»Ýù, áñ C-Ý Ç¹»³É ¿ A-áõÙ: Ü³Ë

ëïáõ·»Ýù, áñ C-Ý »ÝÃ³ËáõÙµ ¿ Áëï ·áõÙ³ñÙ³Ýª

ax1 + y1 − ax2 + y2 = ax1 − x2 + y1 − y2 ∈ C,

ù³ÝÇ áñ y1 − y2 ∈ B (B-Ý Ç¹»³É ¿): Æ¹»³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý »ñÏñáñ¹

å³ÛÙ³ÝÁ ëïáõ·»Éáõ Ñ³Ù³ñ ¹Çï³ñÏ»Ýù ax + yz, áñï»Õ

ax + y ∈ C ÇëÏ z ∈ A: àõÝ»Ýùª ax + yz = axz + yz: ê³Ï³ÛÝ

³ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ xz ∈ A & yz ∈ B, ù³ÝÇ áñ B-Ý Ç¹»³É ¿ & y ∈ B:

àõëïÇ, ax + yz ∈ C & C-Ý Ç¹»³É ¿ A-áõÙ:

ä³ñ½ ¿, áñ B ⊆ C, ù³ÝÇ áñ B-Ç µáÉáñ ï³ññ»ñÁ ëï³óíáõÙ »Ý,

»Ã» ax + y-Ç Ù»ç ï»Õ³¹ñ»Ýù x = 0 µáÉáñ y ∈ B Ñ³Ù³ñ: Ü³& å³ñ½

¿, áñ a ∈ C, ù³Ý½Ç a ⋅ 1 + 0 ∈ C: Àëï »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ý a ∉ B,

áõñ»ÙÝ B ⊂ C: ´³Ûó B-Ý Ù³ùëÇÙ³É Ç¹»³É ¿, Ñ»ï&³µ³ñ C = A &

1 ∈ C: Î·ïÝí»Ý x0 ∈ A & y0 ∈ B ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 1 = ax0 + y0:
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´³½Ù³å³ïÏ»Ýù í»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ b-áíª b = abx0 + by0:

àõÝ»Ýù, áñ ab ∈ B, áõñ»ÙÝ abx0 ∈ B, ù³ÝÇ áñ B-Ý Ç¹»³É ¿: ÜáõÛÝ

å³ï�³éáí ¿É by0 ∈ B & b = abx0 + by0 ∈ B: êï³ó³Ýù, áñ b ∈ B

& Ã»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

Â»áñ»Ù 21.

àñå»ë½Ç A ûÕ³ÏÇ B Ç¹»³ÉÁ ÉÇÝÇ Ù³ùëÇÙ³É,

³ÝÑñ³Å»ßï ¿ & µ³í³ñ³ñ, áñ A╱B ý³Ïïáñ-ûÕ³ÏÁ

ÉÇÝÇ ¹³ßï:

²å³óáõÛó. Ü³Ë �ßï»Ýù, Ã» ÇÝã ¿ Ýß³Ý³ÏáõÙ A╱B-Ç ¹³ßï

ÉÇÝ»ÉÁ: A╱B-Ý ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³Ï ¿, áõëïÇ ³ÛÝ ¹³ßï ¿ ÙÇ³ÛÝ »Ã»

³Ù»Ý ÙÇ áã ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññ áõÝÇ Ñ³Ï³¹³ñÓ Áëï

µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý: A╱B-Ç áã ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññ»ñÝ »Ý a + B ï»ëùÇ

³ÛÝ Ñ³ñ³ÏÇó ï³ññ»ñÁ, áñáÝó Ñ³Ù³ñ a ∉ B: ²ÛÝ, áñ a + B-Ý áõÝÇ

Ñ³Ï³¹³ñÓ, Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ Ï·ïÝíÇ Ù»Ï ³ÛÉ b + B Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë,

áñ a + Bb + B = 1 + B: ê³Ï³ÛÝ a + Bb + B = ab + B, áõñ»ÙÝ

ab + B = 1 + B & ë³ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ Ñ»ï&Û³É å³ÛÙ³ÝÇÝª

∀a ∉ B∃b ab − 1 ∈ B:

²ÛëåÇëáí Ã»áñ»ÙÇ åÝ¹áõÙÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ Ñ»ï&Û³ÉÇÝ.

B Ç¹»³ÉÁ Ù³ùëÇÙ³É ¿  ∀a ∉ B∃b ab − 1 ∈ B

êÏ½µÇó ³å³óáõó»Ýù ³é³çÇÝ Ù³ëÁª B Ç¹»³ÉÁ Ù³ùëÇÙ³É ¿
 ∀a ∉ B∃b ab − 1 ∈ B:

¸Çóáõù a ∉ B: Î³éáõó»Ýù Ñ»ï&Û³É Ç¹»³ÉÁª

C = ax + y ∣ x ∈ A,y ∈ B:

Â»áñ»Ù 20-áõÙ ³å³óáõó»É »Ýù, áñ C-Ý Ç¹»³É ¿ & B ⊂ C: ø³ÝÇ

áñ B-Ý Ù³ùëÇÙ³É ¿, ³å³ C = A & Ï·ïí»Ý x0 ∈ A, y0 ∈ B, ³ÛÝå»ë
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áñ 1 = ax0 + y0 : Ð»ï&³µ³ñ, ax0 − 1 = −y0 ∈ B & í»ñóÝ»Éáí

b = x0 ³å³óáõóáõÙ »Ýù Ã»áñ»ÙÇ åÝ¹Ù³Ý ³é³çÇÝ Ù³ëÁ:

²ÛÅÙ ³å³óáõó»Ýù Ã»áñ»ÙÇ åÝ¹Ù³Ý »ñÏñáñ¹ Ù³ëÁª

∀a ∉ B∃b ab − 1 ∈ B  B Ç¹»³ÉÁ Ù³ùëÇÙ³É ¿:

¸Çóáõù ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ³ÛÝåÇëÇ C Ç¹»³É, áñ B ⊂ C &

a ∈ C╲B: ø³ÝÇ áñ a ∉ B ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ b, áñ ab − 1 ∈ B:

ê³Ï³ÛÝ B ⊂ C, áõëïÇ ab − 1 ∈ C: C-Ý Ç¹»³É ¿ & a ∈ C, áõñ»ÙÝ

ab ∈ C & í»ñç³å»ë, 1 ∈ C: Ð³Ù³Ó³ÛÝ äÝ¹áõÙ 19-Ç C = A & B-Ý

Ù³ùëÇÙ³É Ç¹»³É ¿:

¸Çï³ñÏ»Ýù Â»áñ»Ù 21-Ç ÙÇ ß³ï Ï³ñ&áñ Ù³ëÝ³íáñ ¹»åù:

Ü³Ë å³ñ½»Ýù µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ûÕ³ÏÝ»ñÇ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ

Ï³éáõóí³ÍùÁ:

¸Çóáõù K-Ý ¹³ßï ¿: Üß³Ý³Ï»Ýù Kx-áí x �á�áË³Ï³ÝÇ µáÉáñ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝó ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ K ¹³ßïÇó

»Ý: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ Kx-Á ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³Ï ¿: fx µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ

³ëïÇ�³ÝÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù ÇÝãå»ë ÙÇßï deg fx-áí: ºÃ» M-Ý Ç¹»³É ¿

Kx-áõÙ & å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ ·áÝ» Ù»Ï Ñ³ï ½ñá ³ëïÇ�³ÝÇ

µ³½Ù³Ý¹³Ù, ³å³, Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ Áëï µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý

Ñ³Ï³¹³ñÓ áõÝ»Ý ÙÇ³ÛÝ ½ñáÛ³Ï³Ý ³ëïÇ�³ÝÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ,

Ñ³Ù³Ó³ÛÝ äÝ¹áõÙ 19-Ç ëï³óíáõÙ ¿, áñ M = Kx: ØÛáõë

Í³Ûñ³Ñ»Õ ¹»åùÝ ¿, »ñµ M = 0: ¸Çóáõù M ≠ Kx & M ≠ 0: ²Ûë

¹»åùáõÙ M-áõÙ Ï·ïÝíÇ ¹ñ³Ï³Ý ³ëïÇ�³ÝÇ µ³½Ù³Ý¹³Ù &,

Ñ»ï&³µ³ñ, ³Ù»Ý³�áùñ ¹ñ³Ï³Ý ³ëïÇ�³ÝÇ µ³½Ù³Ý¹³Ù:

²Ù»Ý³�áùñ ¹ñ³Ï³Ý ³ëïÇ�³ÝÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ÙÇ³ÏÁ ã¿, ³ÛÝ
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áñáßí³Í ¿ Ñ³ëï³ïáõÝ ·áñÍ³ÏóÇ �ßïáõÃÛ³Ùµ: ÆëÏ³å»ë Ç¹»³ÉÇ

ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó Ñ»ï»õáõÙ ¿, áñ fx ∈ M  λfx ∈ M, λ ≠ 0:

àñå»ë½Ç áñáß³ÏÇ ¹³ñÓÝ»Ýù ³Ù»Ý³�áùñ ¹ñ³Ï³Ý ³ëïÇ�³ÝÇ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ÁÝïñáõÃÛáõÝÁ, Ïå³ÛÙ³Ý³íáñí»Ýù í»ñóÝ»É

ÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ, ³ÛëÇÝùÝ ³ÛÝ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ, áñÇ x

�á�áË³Ï³ÝÇ ³Ù»Ý³µ³ñÓñ ³ëïÇ�³ÝÇ ·áñÍ³ÏÇóÁ 1 ¿: Üß³Ý³Ï»Ýù

fx-áí M Ç¹»³ÉÇ ³Ù»Ý³�áùñ ¹ñ³Ï³Ý ³ëïÇ�³ÝÇ ÝáñÙ³íáñí³Í

µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ: ºÃ» 0 ≠ gx ∈ M, ³å³ deg gx ≥ deg fx:

´³Å³Ý»Ýù gx-Á fx-Ç íñ³ª gx = fxhx + rx: ¸ÛáõñÇÝ ¿

ï»ëÝ»É, áñ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Ç¹»³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý 2-ñ¹ å³ÛÙ³ÝÇ

fxhx ∈ M & Ñ³Ù³Ó³ÛÝ 1-ÇÝ å³ÛÙ³ÝÇ

rx = gx − fxhx ∈ M: ºÃ» deg rx > 0, ³å³

deg rx < deg fx & M-Á Ïå³ñáõÝ³ÏÇ fx-Ç ³ëïÇ�³ÝÇó �áùñ

¹ñ³Ï³Ý ³ëïÇ�³ÝÇ µ³½Ù³Ý¹³Ù, ÇÝãÝ ³ÝÑÝ³ñ ¿: àõëïÇ, rx = 0

& gx-Á µ³Å³ÝíáõÙ ¿ fx-Ç íñ³ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç: àõñ»ÙÝ,

M = fxhx ∣ hx ∈ Kx,

³ÛëÇÝùÝ Ç¹»³ÉÁ µ³ÕÏ³ó³Í ¿ ³Ù»Ý³�áùñ ¹ñ³Ï³Ý ³ëïÇ�³ÝÇ

ÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ å³ïÇÏÝ»ñÇó: ²ÛëåÇëÇ Ç¹»³ÉÝ»ñÁ

(»ñµ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ Ù»Ï ï³ññÇ å³ïÇÏÝ»ñÝ »Ý) ÏáãíáõÙ »Ý

·ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÝ»ñ, ÇëÏ fx µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ÏáãíáõÙ ¿ Ç¹»³ÉÇ

ÍÝáñ¹ Ï³Ù ÍÝÇã: ²ÛÝ ¹»åù»ñáõÙ »ñµ M = Kx Ï³Ù M = 0,

Ç¹»³ÉÝ»ñÁ ÝáõÛÝå»ë ·ÉË³íáñ »Ý, ù³ÝÇ áñ ÍÝí³Í »Ý

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ 1 & 0 µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñáí:

ì»ñ³¹³éÝ³Ýù Â»áñ»Ù 21-Ç Ù³ëÝ³íáñ ¹»åùÇÝ: ¸Çóáõù fx-Ý

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ µ³½Ù³Ý¹³Ù ¿ (³ÛëÇÝùÝª

fx = gxhx  deggx = 0 Ï³Ù deghx = 0) Kx-Çó: ¸ÛáõñÇÝ
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¿ ï»ëÝ»É, áñ Ñ»ï&Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÁª f ≡ fxgx ∣ gx ∈ Kx

Ù³ùëÇÙ³É Ç¹»³É ¿ Kx-áõÙ: ÆëÏ³å»ë ïñÇíÇ³É ¿, áñ f-Á Ç¹»³É ¿:

¸Çóáõù ³ÛÝ å³ñáõÝ³ÏíáõÙ ¿ Ù»Ï ³ÛÉ Ç¹»³ÉÇ Ù»çª f ⊂ M ⊆ Kx:

Üß³Ý³Ï»Ýù gx-áí M Ç¹»³ÉÇ ÍÝáñ¹Áª M = g: ä³ñ½ ¿, áñ

fx ∈ g = M, áõñ»ÙÝ fx = gxhx: ê³Ï³ÛÝ fx-Ý ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ

¿ & Ï³Ù deg gx = 0 Ï³Ù deghx = 0: ºÃ» deghx = 0, ³å³

gx = fxh−1x ∈ f & gx-ÇÝ å³ïÇÏ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ÏÉÇÝÇ

å³ïÇÏ Ý³& fx-ÇÝ, ÇëÏ ¹³ ÏÝß³Ý³ÏÇ, áñ f = M, ÇÝãÝ ³ÝÑÝ³ñ ¿:

àõñ»ÙÝ, deggx = 0: Ð³Ù³Ó³ÛÝ åÝ¹áõÙ 12-Ç g = M = Kx &

f Ç¹»³ÉÁ Ù³ùëÇÙ³É ¿: ÎÇñ³é»Ýù ³ÛÅÙ Â»áñ»Ù 14-Á f

Ù³ùëÇÙ³É Ç¹»³ÉÇÝª Kx╱f ý³Ïïáñ-ûÕ³ÏÁ ¹³ßï ¿: ²í»ÉÇ

Ù³Ýñ³Ù³ëÝ áõëáõÙÝ³ëÇñ»Ýù Kx╱f ¹³ßïÁ: ²Ù»Ý ÙÇ Ñ³ñ³ÏÇó

¹³ë Kx╱f-Çó áõÝÇ Ñ»ï&Û³É ï»ëùÁ

gx + f = gx + fxhx ∣ hx ∈ Kx:

ä³ñ½ ¿, áñ »Ã» rx-Á gx-Ç fx-Ç íñ³ µ³Å³Ý»Éáõó ëï³óí³Í

ÙÝ³óáñ¹Ý ¿, ³å³ gx = fxsx + rx &

gx + fxhx = fxsx + rx + fxhx =

rx + fxsx + hx:

àõñ»ÙÝ, gx + f = rx + f & Kx╱f-Çó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ

Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëáõÙ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÁÝïñ»É ³ÛÝåÇëÇ Ý»ñÏ³Û³óáõóÇã, áñÁ

Ï³Ù 0-Ý ¿ (f-Ç ¹»åùáõÙ ), Ï³Ù ¿É ÙÇ µ³½Ù³Ý¹³Ù ¿, áñÇ

³ëïÇ�³ÝÁ fx-Ç ³ëïÇ�³ÝÇó �áùñ ¿: ²ÛëåÇëáí Kx╱f ¹³ßïÇ

ï³ññ»ñÝ »Ý rx + f Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÁ, áñï»Õ rx-Á Ï³Ù 0-Ý ¿

Ï³Ù ¿É Kx-Ç fx-Ç ³ëïÇ�³ÝÇó �áùñ ³ëïÇ�³Ý áõÝ»óáÕ

Ï³Ù³Û³Ï³Ý µ³½Ù³Ý¹³Ù ¿: ²Û¹ ¹³ßïÝ ³ÏÝÑ³Ûïáñ»Ý Ç½áÙáñý ¿

Ñ»ï&Û³É ³í»ÉÇ Ù³ïã»ÉÇ ÝÏ³ñ³·ñáõÃÛáõÝ áõÝ»óáÕ ¹³ßïÇÝ: ¸Çóáõù

n = deg fx: Üß³Ý³Ï»Ýù Knx-áí Kx-Ç µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ
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µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝó ³ëïÇ�³ÝÝ»ñÁ �áùñ »Ý n-Çó: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ

Kx╱f ¹³ßïÇ ï³ññ»ñÇ & Knx-Ç ÙÇç& Ï³ñ»ÉÇ ¿ Çñ³Ï³Ý³óÝ»É

�áËÙÇ³ñÅ»ù Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óáõÙ ÝáõÛÝ³óÝ»Éáí rx + f

Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÁ rx µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇÝ: Knx-Ç íñ³ µÝ³Ï³Ýáñ»Ý

áñáßíáõÙ »Ý µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Áëï mod fx-Ç ·áõÙ³ñÙ³Ý &

µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, áñáÝù ûÕ³ÏÇ Ï³éáõóí³Íù »Ý

ë³ÑÙ³ÝáõÙ Knx-Ç íñ³: ì»ñÁ Ýßí³Í �áËÙÇ³ñÅ»ù

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óáõÙÝ Çñ³Ï³Ý³óÝáõÙ ¿ Ç½áÙáñýÇ½Ù Kx╱f-Ç

& Knx-Ç ÙÇç&: àõëïÇ, Knx-Á ¹³ßï ¿:

ÎáÝÏñ»ï³óÝ»Éáí Â»áñ»Ù 21-Ç í»ñÁ ÝÏ³ñ³·ñí³Í Ù³ëÝ³íáñ

¹»åùÇ ·ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÇ ÍÝáñ¹Çª fx ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ

ï»ëùÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÉáõÍ»É ÙÇ ß³ñù Ï³ñ&áñ³·áõÛÝ ËÝ¹ÇñÝ»ñ: êïáñ»õ

Ï¹Çï³ñÏ»Ýù ³Û¹åÇëÇ »ñ»ù ûñÇÝ³Ï:

úñÇÝ³Ï 1
ÆÝãå»ë Ñ³ÛïÝÇ ¿ fx = x2 + 1 ∈ ℝx µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ (ÑÇß»Ýù, áñ

ℝ-áí Ýß³Ý³Ï»É »Ýù Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ÇëÏ ℂ-áí ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ

¹³ßï»ñÁ) ãáõÝÇ Çñ³Ï³Ý ³ñÙ³ï: öáñÓ»Ýù Â»áñ»Ù 21-Ç

û·ÝáõÃÛ³Ùµ Ï³éáõó»É Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïÇ ³ÛÝåÇëÇ ÁÝ¹É³ÛÝáõÙ,

áñáõÙ x2 + 1 µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ÏáõÝ»Ý³ ³ñÙ³ï: ²Û¹ Ýå³ï³Ïáí

Ï³éáõó»Ýù Kx╱f & Knx ¹³ßï»ñÁ, áñáÝù ïíÛ³É ¹»åùáõÙ

ÏÉÇÝ»Ý ℝx╱x2 + 1 & ℝ2x ¹³ßï»ñÁ: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ÝÏ³ñ³·ñ»É

ℝ2x-Ç ï³ññ»ñÁ: ℝ2x = a + bx ∣ a,b ∈ ℝ & Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí

x2 ≡ −1 modx2 + 1 ³éÝãáõÃÛáõÝÁ ûÕ³Ï³ÛÇÝ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÝ

Áëï modx2 + 1-Ç Ï³ï³ñíáõÙ »Ý Ñ»ï&Û³É Ï»ñå.

a1 + b1x + a2 + b2x = a1 + a2 + b1 + b2x

a1 + b1xa2 + b2x = a1a2 − b1b2 + a1b2 + a2b1x

    (32)
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ØÛáõë ÏáÕÙÇó å³ñ½ ¿, áñ ℝ-Ý Ç½áÙáñý ¿ ℝ2x-Ç a + 0x ï»ëùÇ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ »ÝÃ³¹³ßïÇÝ: ²ÛëÇÝùÝ ℝ2x ¹³ßïÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿

¹Çï³ñÏ»É áñå»ë Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïÇ ÁÝ¹É³ÛÝáõÙ &

y2 + 1 ∈ ℝ2xy: ²Ûë Ýáñ ¹³ßïáõÙ y2 + 1 µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ áõÝÇ »ñÏáõ

³ñÙ³ï (å³ñ½ ¿, áñ ³í»ÉÇ ß³ï ³ñÙ³ï ÉÇÝ»É ãÇ Ï³ñáÕ): ÆëÏ³å»ë,

¹Çï³ñÏ»Ýù ℝ2x-Ç Ñ»ï&Û³É ï³ññÁª 0 + 1x: ÖÇßï ¿, áñ

0 + 1x2 = 0 + 1x0 + 1x

Ñ³Ù³Ó³ÛÝ (31)

= −1

& 0 + 1x2 + 1 = 0, ³ÛëÇÝùÝ 0 + 1x-Á y2 + 1 (å³ñ½ ¿ áñ Ý³& x2 + 1)

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ñÙ³ïÝ ¿: ØÛáõë ³ñÙ³ïÁ ¹³ 0 − 1x-Ý ¿:

ö³ëïáñ»Ý Ù»Ýù Ï³éáõó»óÇÝù ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ ℂ ¹³ßïÁ, ù³ÝÇ áñ

³ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ a + bi  a + bx Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óáõÙÁ

ë³ÑÙ³ÝáõÙ ¿ Ç½áÙáñýÇ½Ù ℂ-Ç & ℝ2x-Ç ÙÇç&: öáË³ñÇÝ»Éáí x

Ýß³ÝÁ Ï»ÕÍ ÙÇ³íáñÇ i Ýß³Ýáí (32)-Á í»ñ³ÍíáõÙ ¿ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ

·áõÙ³ñÙ³Ý & µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý µ³Ý³Ó&»ñÇÝ: ²Ûë ûñÇÝ³ÏÁ ß³ï

áõë³Ý»ÉÇ ¿ ³ÛÝ ³éáõÙáí, áñ Ù»½ Ñ³çáÕí»ó µÝ³Ï³Ý Ó&áí (³é³Ýó

Ï»ÕÍ ÙÇ³íáñÇ áñ&¿ í»ñ³ó³Ï³Ý ·³Õ³�³ñ Ý»ñÙáõÍ»Éáõ & áñå»ë

¹ñ³ ÑÇÙÝ³íáñáõÙ µáí³Ý¹³Ï³ÉÇó Ù»ÏÝ³µ³ÝáõÃÛáõÝ �Ýïñ»Éáõ)

ÁÝ¹É³ÛÝ»É Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïÁ, ëï³Ý³Éáí ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ

¹³ßïÁ: ²ÛëåÇëáí, Ù»Ýù ëï³ó³Ýù ÙÇ³É³ñ »Õ³Ý³Ï Ãí³ÛÇÝ ¹³ßïÇ

³ÛÝåÇëÇ ÁÝ¹É³ÛÝÙ³Ý Ï³éáõóÙ³Ý Ñ³Ù³ñ, áñáõÙ ïíÛ³É ³ñÙ³ï

ãáõÝ»óáÕ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ áõÝÇ ³ñÙ³ïÝ»ñ:

úñÇÝ³Ï 2
²Ûë ûñÇÝ³ÏáõÙ fx = x2 − 2 ∈ ℚx (³Ûëï»Õ ℚ-Ý é³óÇáÝ³É

Ãí»ñÇ ¹³ßïÝ ¿): ä³ñ½ ¿, áñ x2 − 2-Á ãáõÝÇ é³óÇáÝ³É ³ñÙ³ï:

ÎÇñ³é»Éáí Â»áñ»Ù 21-Á ëï³ÝáõÙ »Ýù ℚ-Ç

ℚ2x = a + bx ∣ a,b ∈ ℚ ÁÝ¹É³ÛÝáõÙÁ: ²Ûë ¹³ßïáõÙ
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·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ï³ï³ñíáõÙ »Ý Ñ»ï&Û³É Ï»ñå (Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí

x2 ≡ 2 modx2 − 2 ³éÝãáõÃÛáõÝÁ).

a1 + b1x + a2 + b2x = a1 + a2 + b1 + b2x

a1 + b1xa2 + b2x = a1a2 + 2b1b2 + a1b2 + a2b1x

    (33)

¸Çï³ñÏ»Ýù y2 − 2 µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ: ²ÛÝ áõÝÇ ³ñÙ³ï ℚ2x-áõÙª

0 + 1x ï³ññÁ: ÆëÏ³å»ë

0 + 1x0 + 1x

Ñ³Ù³Ó³ÛÝ (33)

= 2

& 0 + 1x2 − 2 = 0:

ö³ëïáñ»Ý, Ù»Ýù Ï³éáõó»óÇÝù a + b 2 , a,b ∈ ℚ Ãí»ñÇ

ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ¹³ßïÁ (x-Á Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ 2 Ýß³ÝÇÝ):

²Ûë ûñÇÝ³ÏáõÙ &ë, û·ïí»Éáí ÙÇ³É³ñ »Õ³Ý³ÏÇó, Ï³ñáÕ³ó³Ýù

ÁÝ¹É³ÛÝ»É é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ ¹³ßïÝ ³ÛÝå»ë, áñ x2 − 2 µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ

áõÝ»Ý³ ³ñÙ³ï & »ÉÝ»Éáí é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇó Ý»ñÙáõÍ»óÇÝù 2

Çé³óÇáÝ³É ÃÇíÁ:

úñÇÝ³Ï 3
Â»áñ»Ù 21-Ç Ù»Ï ³ÛÉ Ï³ñ&áñ ÏÇñ³éáõÃÛ³Ý ûñÇÝ³Ï Ïï»ëÝ»Ýù

í»ñç³íáñ ¹³ßï»ñÇ Ï³éáõóÙ³Ý Å³Ù³Ý³Ï:
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ø³Ýáñ¹Ý»ñÇ ûÕ³ÏÝ»ñ & ¹³ßï»ñ

Ü³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏÝ»ñáõÙ ï»ë³Ýù, Ã» ÇÝãå»ë »ÉÝ»Éáí ïñí³Í

ûÕ³ÏÇó Ï³Ù ¹³ßïÇó Â»áñ»Ù 21-Ç û·ÝáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¿

Ï³éáõó»É í»ñçÇÝÝ»ñÇë ÁÝ¹É³ÛÝáõÙÝ»ñÁ: ¸Çï³ñÏ»Ýù ÝÙ³Ý ÙÇ

Çñ³í�Ç³Ï: ¸Çóáõù ïñí³Í ¿ 2x − 3 ∈ ℤx µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ: ²ÏÝÑ³Ûï

¿, áñ ³Û¹ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ãáõÝÇ ³ñÙ³ï ℤ-áõÙ: ê³Ï³ÛÝ ³ÛÝ áõÝÇ

é³óÇáÝ³É ³ñÙ³ïª 3

2
: ²ÛÅÙ ï»ëÝ»Ýù, Ã» ÇÝãå»ë Ï³ñ»ÉÇ ¿

ëï³Ý¹³ñï »Õ³Ý³Ïáí Ï³éáõó»É ïñí³Í ûÕ³ÏÇ ÁÝ¹É³ÛÝáõÙÁ ÙÇÝã&

¹³ßï, Ù³ëÝ³íáñ³å»ë Ï³éáõó»É é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ ¹³ßïÁ:

¸Çóáõù A-Ý ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³Ï ¿ & S-Ý ûÕ³ÏÇ ³ÛÝåÇëÇ

»ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿, áñÇ Ñ³Ù³ñ 0 ∉ S, 1 ∈ S &

a, b ∈ S  ab ∈ S

å³ÛÙ³ÝÁ, ³ÛëÇÝùÝ S-Á �³Ï ¿ µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ

(³Û¹åÇëÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÝ ÁÝ¹áõÝí³Í ¿ ³Ýí³Ý»É ÙáÝáÇ¹Ý»ñ

Ï³Ù ÏÇë³ËÙµ»ñ): A × S ¹»Ï³ñïÛ³Ý ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ íñ³

Ý»ñÙáõÍ»Ýù Ñ»ï&Û³É ≃ Ñ³Ù³ñÅ»ùáõÃÛ³Ý Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝÁ.

a, s ≃ b, t  ∃p ∈ S, áñ pat − bs = 0

ê³ ÇëÏ³å»ë Ñ³Ù³ñÅ»ùáõÃÛ³Ý Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝ ¿, ù³ÝÇ áñ

1. a, s ≃ a, s

2. a, s ≃ b, t  b, t ≃ a, s

3. a, s ≃ b, t & b, t ≃ c, r  a, s ≃ c, r

²é³çÇÝ »ñÏáõ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÝ ³ÏÝÑ³Ûï »Ý: ²å³óáõó»Ýù

»ññáñ¹Á, áõÝ»Ýù a, s ≃ b, t & b, t ≃ c, r  ∃p, q ∈ S, áñ

pat − bs = 0 & qbr − ct = 0: ²Ûëï»ÕÇó µËáõÙ ¿, áñ
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prqat − bs = 0 & qspbr − ct = 0: �áõÙ³ñ»Éáí í»ñçÇÝ »ñÏáõ

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ëï³ÝáõÙ »Ýùª

pqtar − cs = 0  a, s ≃ c, r:

Üß³Ý³Ï»Ýù a
s -áí a, s-Ç Ñ³Ù³ñÅ»ùáõÃÛ³Ý ¹³ëÁ, ÇëÏ S−1A-áí

Ñ³Ù³ñÅ»ùáõÃÛ³Ý ¹³ë»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ:

S−1A µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ¹³ñÓÝ»É ûÕ³Ï, ë³ÑÙ³Ý»Éáí

·áõÙ³ñÙ³Ý & µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ:

ê³ÑÙ³Ý»Ýù ·áõÙ³ñáõÙÁ & µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ Ñ»ï»õÛ³É µÝ³Ï³Ý

µ³Ý³Ó&»ñáí.

a
s + b

t
= at + bs

st

a
s ⋅ b

t
= ab

st

ø³ÝÇ áñ ·áñÍ áõÝ»Ýù Ñ³Ù³ñÅ»ùáõÃÛ³Ý ¹³ë»ñÇ Ñ»ï,

³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ëïáõ·»É ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ïáé»ÏïáõÃÛáõÝÁ:

êÏë»Ýù ·áõÙ³ñáõÙÇó: ¸Çóáõù a
s = a1

s1
& b

t
= b1

t1
: ²å³óáõó»Ýù,

áñ a
s + b

t
= a1

s1
+ b1

t1
, ³ÛëÇÝùÝ at + bs

st
= a1t1 + b1s1

s1t1
: àõÝ»Ýù,

áñ ∃p,q ∈ S áñ pas1 − a1s = 0 & qbt1 − b1t = 0: Ð»ï&³µ³ñ,

pqtt1as1 − a1s = 0 & pqss1bt1 − b1t = 0: �áõÙ³ñ»Éáí í»ñçÇÝ

Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ ³ç & Ó³Ë Ù³ë»ñÁ Ïëï³Ý³Ýùª

0 = pqtt1as1 − pqtt1a1s + pqss1bt1 − pqss1b1t =

pqat + bss1t1 − a1t1 + b1s1st  at + bs
st

= a1t1 + b1s1

s1t1

´³½Ù³å³ïÏÙ³Ý Ñ³Ù³ñª a
s = a1

s1
& b

t
= b1

t1
å ³ÛÙ³ÝÝ»ñÇó

ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ

∃p,q ∈ S,áñ pas1 − a1s = 0 & qbt1 − b1t = 0:

136



Ð»ï&³µ³ñ pqbt1as1 − a1s = 0 & pqa1sbt1 − b1t = 0:

�áõÙ³ñ»Éáí í»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ ³ç & Ó³Ë Ù³ë»ñÁ ëï³ÝáõÙ

»Ýùª

0 = pqabs1t1 − pqa1bst1 + pqa1bst1 − pqa1b1st =

pqabs1t1 − a1b1st  a
s

b
t

= a1

s1

b1

t1
:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý Ñ³Ù³ñ ëïáõÛ· ¿
at
st

= a
s Ïáïáñ³ÏÝ»ñÇ Ïñ�³ïÙ³Ý µ³Ý³Ó&Á:

ì»ñóÝ»Éáí 0
1

& 1
1

¹³ë»ñÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ áñå»ë ½ñá

& Ù»Ï, ¹ÛáõñÇÝ ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ S−1A-Ý ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³Ï ¿: ²ÛÝ

ÏáãíáõÙ ¿ ù³Ýáñ¹Ý»ñÇ ûÕ³Ï:

¸Çï³ñÏ»Ýù a
1

ï»ëùÇ ï³ññ»ñÇó Ï³½Ùí³Í »ÝÃ³ûÕ³ÏÁ

S−1A-áõÙ: ê³ÑÙ³Ý»Ýù ϕ ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÁ A-Çó ¹»åÇ ³Û¹ »ÝÃ³ûÕ³ÏÁ

áñå»ë ϕa = a
1

: ²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ A ûÕ³ÏÝ ³ÙµáÕç ¿

ϕa = ϕb  a
1

= b
1

 a = b & ϕ ÑáÙáÙáñýÇ½ÙÁ

�áËÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý Ý»ñ¹ÝáõÙ ¿ A-Ý S−1A-Ç Ù»ç: ²ÛëÇÝùÝ ³ÙµáÕç

ûÕ³ÏÇ ¹»åùáõÙ A-Ý Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÝáõÛÝ³óÝ»É S−1A-áõÙ a
1

ï»ëùÇ

ï³ññ»ñÇó Ï³½Ùí³Í »ÝÃ³ûÕ³ÏÇ Ñ»ï & �³ëïáñ»Ý S−1A-Ý

Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ A ûÕ³ÏÇ ÁÝ¹É³ÛÝáõÙ:

ºÃ» A ³ÙµáÕç ûÕ³ÏáõÙ í»ñóÝ»Ýù S = A ∖ 0, ³å³ S−1A-Ç

µáÉáñ áã ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññ»ñÁ ÏáõÝ»Ý³Ý Ñ³Ï³¹³ñÓÝ»ñ Áëï

µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ýª a
s ⋅ s

a = as
as = 1

1
: êï³ÝáõÙ »Ýù, áñ ³Ûë

¹»åùáõÙ S−1A-Ý ¹³ßï ¿ª ù³Ýáñ¹Ý»ñÇ ¹³ßï, áñÁ A ûÕ³ÏÇ

ÁÝ¹É³ÛÝáõÙ ¿: Ø³ëÝ³íáñ ¹»åùáõÙ, »ñµ A = ℤ ù³Ýáñ¹Ý»ñÇ ¹³ßïÁ
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é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ ¹³ßïÝ ¿:
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�áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ

¸Çóáõù A-Ý ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³Ï ¿ ÇëÏ B1-Á & B2-Á Ç¹»³ÉÝ»ñ »Ý

A-áõÙ:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ B1 ∩ B2-Á Ç¹»³É ¿ A-áõÙ: ²í»ÉÇÝ,

Ç¹»³ÉÝ»ñÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý Bi, i ∈ I ÁÝï³ÝÇùÇ Ñ³Ù³ñ ⋂
i∈I

Bi-Ý Ç¹»³É ¿:

Æ¹»³ÉÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³É ¿ ÏáãíáõÙ Ñ»ï&Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÁª

B1B2 = x1y1 +…+xnyn ∣ n ∈ ℕ, xi ∈ B1, yi ∈ B2, i = 1,… ,n,

áñï»Õ ℕ-Á µÝ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¿: êïáõ·»Ýù, áñ B1B2-Á

Ç¹»³É ¿: ºÃ» x1y1 +…+xnyn ∈ B1B2 & z1w1 +…+zmwm ∈ B1B2,

³å³ Ýß³Ý³Ï»Éáí

x̄i =
xi, i = 1,… ,n

−zi−n, i = n + 1,… , n + m

&

ȳi =
yi, i = 1,… , n

−wi−n, i = n + 1,… ,n + m

ëï³ÝáõÙ »Ýùª

x1y1 +…+xnyn − z1w1 +…+zmwm = x̄1ȳ1 +…+x̄n+mȳn+m,

áñï»Õ x̄i ∈ B1, ȳi ∈ B2, i = 1,… ,n + m: àõëïÇª

x1y1 +…+xnyn − z1w1 +…+zmwm ∈ B1B2:

ØÛáõë ÏáÕÙÇó, »Ã»

x1y1 +…+xnyn ∈ B1B2

& z ∈ A, ³å³

zx1y1 +…+xnyn = zx1y1 +…+zxnyn:
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ø³ÝÇ áñ B1-Á Ç¹»³É ¿ª zxi ∈ B1, i = 1, ,… , n: àõñ»ÙÝª

zx1y1 +…+xnyn = zx1y1 +…+zxnyn ∈ B1B2:

Æ¹»³ÉÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ÙÇßï ÁÝÏ³Í ¿ Ñ³ïÙ³Ý Ù»ç.

B1B2 ⊆ B1 ∩ B2     (34)

ÆëÏ³å»ë, »Ã» x1y1 +…+xnyn ∈ B1B2 & xi ∈ B1, yi ∈ B2,

i = 1,… ,n, ³å³ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ xiyi ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿

Ã» B1-Ý & Ã» B2-Ý: àõëïÇ x1y1 +…+xnyn-Á å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ & B1-Ý &

B2-Ý, áõñ»ÙÝ & B1 ∩ B2-Ý: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ (34) µ³Ý³Ó&Á ï»ÕÇ áõÝÇ

Ý³& Ç¹»³ÉÝ»ñÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý í»ñç³íáñ ÁÝï³ÝÇùÇ Ñ³Ù³ñ:

Æ¹»³ÉÝ»ñÇ ·áõÙ³ñ ¿ ÏáãíáõÙ Ñ»ï&Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÁª

B1 + B2 = x + y ∣ x ∈ B1, y ∈ B2

áñÝ Ç¹»³É ¿: ÆëÏ³å»ë, »Ã» x1 + y1-Á & x2 + y2-Á å³ïÏ³ÝáõÙ »Ý

B1 + B2-ÇÝ, ³å³

x1 + y1 − x2 + y2 =

∈B1

x1 − x2 +

∈B2

y1 − y2∈ B1 + B2:

Ü³& »Ã» x + y ∈ B1 + B2, ³å³ zx + y =
∈B1


zx +

∈B2


zy ∈ B1 + B2:
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ØÝ³óùÝ»ñÇ Ù³ëÇÝ "ãÇÝ³Ï³Ý" Ã»áñ»ÙÁ

Â»áñ»Ù 22.

¸Çóáõù A-Ý ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³Ï ¿ & B1,… , Bm

Ç¹»³ÉÝ»ñÁ �áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ »Ýª ³ÛëÇÝùÝ

i ≠ j  Bi + Bj = A: Ü³Ë³å»ë ÁÝïñí³Í Ï³Ù³Û³Ï³Ý m

Ñ³ï y1,… ,ym ∈ A ï³ññ»ñÇó Ï³½Ùí³Í Ñ³í³ù³ÍáõÇ

Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ x ∈ A ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ

x − yi ∈ Bi, i = 1,2,… ,m:
²å³óáõÛó. Â»áñ»ÙÁ Ï³å³óáõó»Ýù ÇÝ¹áõÏóÇ³Ûáí Áëï m-Ç:

¸Çóáõù m = 2: ø³ÝÇ áñ B1 + B2 = A ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý x1 ∈ B1

& x2 ∈ B2 áñ x1 + x2 = 1: Î³éáõó»Ýù x = x1y2 + x2y1 ï³ññÁ &

Ñ³Ùá½í»Ýù, áñ x-Á µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ Ã»áñ»ÙÇ åÝ¹Ù³ÝÁ: ÆëÏ³å»ë,

x − y1 = x1y2 + x2 − 1y1 = x1y2 − y1 ∈ B1:

êÇÙ»ïñÇÏáõÃÛáõÝÇó µËáõÙ ¿, áñ x − y2 ∈ B2:

¸Çóáõù Ã»áñ»ÙÇ åÝ¹áõÙÁ �Çßï ¿, »Ã» Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ �áùñ

¿ m-Çó (m > 2): ²å³óáõó»Ýù Ã»áñ»ÙÁ m Ñ³ï Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ Ã»áñ»ÙÇ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇ áõÝ»Ýùª

B1 + B2 = A

B1 + B3 = A

⋮

B1 + Bm = A

& Ï·ïÝí»Ý a1,… ,am−1 ∈ B1, b1 ∈ B2, b2 ∈ B3,… ,bm−1 ∈ Bm

³ÛÝåÇëÇÝ, áñ
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a1 + b1 = 1

a2 + b2 = 1

⋮

am−1 + bm−1 = 1

´³½Ù³å³ïÏ»Éáí í»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ³ç & Ó³Ë

Ù³ë»ñÁ ëï³ÝáõÙ »Ýùª 1 = ∏
i=1

m−1

ai + bi: ì»ñçÇÝ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ

�³Ï³·Í»ñÁ µ³ó»Éáí Ïëï³Ý³Ýù ai & bj ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÇ

·áõÙ³ñ, ÁÝ¹ áñáõÙ µáÉáñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÁ, µ³óÇ Ù»ÏÇóª

b1b2…bm−1-Çó Ïå³ñáõÝ³Ï»Ý ³éÝí³½Ý Ù»Ï Ñ³ï ai: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ

µáÉáñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÁ, áñ å³ñáõÝ³ÏáõÙ »Ý áñ&¿ ai ï³ññ &,

Ñ»ï»õ³µ³ñ, ¹ñ³Ýó ·áõÙ³ñÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ B1 Ç¹»³ÉÇÝ:

Üß³Ý³Ï»Ýù ³Û¹ ·áõÙ³ñÁ a-áí: ØÛáõë ÏáÕÙÇó b1b2…bm−1

³ñï³¹ñ³ÛÉÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ B2B3…Bm Ç¹»³ÉÇÝ, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ

Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý: Ð³Ù³Ó³ÛÝ (34) µ³Ý³Ó&Ç

B2B3…Bm ⊆ B2 ∩ B3 ∩…∩Bm

&

b1b2…bm−1 ∈ B2 ∩ B3 ∩…∩Bm:

Üß³Ý³Ï»Ýù b1b2…bm−1 ³ñï³¹ñ³ÛÉÁ b-áí: ì»ñÁ ß³ñ³¹ñí³ÍÇó

ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ 1 = a + b, a ∈ B1, b ∈ B2 ∩ B3 ∩…∩Bm: êñ³ÝÇó

µËáõÙ ¿, áñ B1 + B2 ∩ B3 ∩…∩Bm = A & Ã»áñ»ÙÇ åÝ¹áõÙÁ

ÏÇñ³é»ÉÇ ¿ B1 & B2 ∩ B3 ∩…∩Bm Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ, ù³ÝÇ áñ

ÇÝ¹áõÏïÇí »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ùµ Ã»áñ»ÙÁ �Çßï ¿, »Ã» �áË³¹³ñÓ³µ³ñ

å³ñ½ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁª ïíÛ³É ¹»åùáõÙ 2-Á �áùñ ¿ m-Çó:

ÀÝïñ»Ýù y1 = 1 & y2 = 0 ï³ññ»ñÁ & ÏÇñ³é»Ýù Ã»áñ»ÙÁ 2

�áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ B1 & B2 ∩ B3 ∩…∩Bm Ç¹»³ÉÝ»ñÇ
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¹»åùáõÙª Ï·ïÝíÇ x1 ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ x1 − 1 ∈ B1 &

x1 − 0 = x1 ∈ B2 ∩ B3 ∩…∩Bm: ²ÛëåÇëáí, Ù»Ýù Ï³éáõó»óÇÝù

³ÛÝåÇëÇ x1 ï³ññ, áñ

x1 − 1 ∈ B1

x1 ∈ B2

x1 ∈ B3

⋮

x1 ∈ Bm

öáË³ñÇÝ»Éáí Ñ³çáñ¹³µ³ñ B1-Á B2-áí, B3-áí … í»ñÁ

ÏÇñ³éí³Í »Õ³Ý³Ïáí ÏÏ³éáõó»Ýù x2, x3,… ,xm ï³ññ»ñÁ, ³ÛÝå»ë

áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ i = 1,2,… , m Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ.

xi − 1 ∈ Bi

∀j ≠ i xi ∈ Bj

    (35)

ì»ñ³¹³éÝ³Ýù Ã»áñ»ÙÇ ³å³óáõóÙ³ÝÁ m Ñ³ï Ç¹»³ÉÝ»ñÇ

¹»åùáõÙ: ú·ïí»Éáí Ï³éáõóí³Í x1,x2,x3,… ,xm & Ã»áñ»ÙÇ

å³ÛÙ³ÝÝ»ñáõÙ ïñí³Í y1,y2,y3,… ,ym ï³ññ»ñÇó Ï³éáõó»Ýù

x = x1y1 + x2y2 +…+xmym ï³ññÁ & Ñ³ßí»Ýù

x − yi = x1y1 + x2y2 +…+xmym − yi = ∑
j=1

j≠i

m

xjyj + xi − 1yi

Ð³Ù³Ó³ÛÝ (35)-Ç xj ∈ Bi, ∀j ≠ i & áõñ»ÙÝ ∑
j=1

j≠i

m

xjyj ∈ Bi: Ü³&

Ñ³Ù³Ó³ÛÝ (35)-Ç xi − 1 ∈ Bi & xi − 1yi ∈ Bi: ²ÛëÇÝùÝ x − yi ∈ Bi

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ i ∈ 1,2,… , m Ñ³Ù³ñ & Ã»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:
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Ð»ï&³Ýù 1.
ÜÏ³ï»Ýù áñ

m

A × A × ⋯ × A= Am ¹»Ï³ñïÛ³Ý ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ

Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ¹³ñÓÝ»É ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³Ï, ë³ÑÙ³Ý»Éáí

¹ñ³ ï³ññ»ñÇª y1,y2,… ,ym Ñ³í³ù³ÍáõÝ»ñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ

Ïáñ¹ÇÝ³ï ³é Ïáñ¹ÇÝ³ï ·áõÙ³ñÙ³Ý & µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý

·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ.

y1,y2,… ,ym + z1, z2,… , zm = y1 + z1,y2 + z2,… ,ym + zm

y1,y2,… ,ym ⋅ z1, z2,… , zm = y1z1,y2z2,… ,ymzm

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ µ³í³ñ³ñí³Í »Ý ûÕ³ÏÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý

µáÉáñ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ & Am ûÕ³ÏÇ Ù»ÏÝ áõ ½ñáÝ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ 1,1,… , 1 & 0,0,… , 0 Ñ³í³ù³ÍáõÝ»ñÝ

»Ý:

¸Çï³ñÏ»Ýù ³ÛÅÙ A╱⋂
i=1

m

Bi ý³Ïïáñ-ûÕ³ÏÁ: ¸Çóáõù ïñí³Í

y1,y2,… ,ym Ñ³í³ù³ÍáõÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ »Ý »ñÏáõ

ï³ññ»ñ x1 & x2, áñ µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý Ã»áñ»ÙÇ åÝ¹Ù³ÝÁ.

x1 − yi ∈ Bi, i = 1,2,… ,m

x2 − yi ∈ Bi, i = 1,2,… ,m

²ÝÙÇç³å»ë å³ñ½ ¿, áñ x1 − x2 ∈ Bi, i = 1,2,… , m & áõñ»ÙÝª

x1 − x2 ∈ ⋂
i=1

m

Bi: ²ÛëÇÝùÝ, x1-Á & x2-Á Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ »Ý

ïñí³Í y1,y2,… ,ym-ÇÝ, ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ x1-Á &

x2-Á å³ïÏ³ÝáõÙ »Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇÝ Áëï ⋂
i=1

m

Bi-Ç: ØÛáõë

ÏáÕÙÇó

x − yi ∈ Bi, i = 1,2,… ,m  x − zi ∈ Bi, i = 1,2,… ,m,
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áñï»Õ yi − zi ∈ Bi, i = 1,2,… , m, ³ÛëÇÝùÝ yi-Ý & zi-Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ

Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇó »Ý Áëï Bi:

²ÛëåÇëáí, ëï³ÝáõÙ »Ýù �áËÙÇ³ñÅ»ù Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óáõÙ

A╱⋂
i=1

m

Bi &

A╱B1 ×…×A╱Bm = ∏
i=1

m

A╱Bi

ûÕ³ÏÝ»ñÇ ÙÇç&: ²Û¹ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙÝ Ç½áÙáñýÇ½Ù ¿:

ÆëÏ³å»ë, ¹Çóáõù

f : A╱⋂
i=1

m

Bi  ∏
i=1

m

A╱Bi,

áñï»Õ

fx +⋂
i=1

m

Bi = x + B1,… ,x + Bm:

Î³Ù³Û³Ï³Ý

y1 + B1,… ,ym + Bm ∈ ∏
i=1

m

A╱Bi

Ñ³Ù³ñ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 22-Ç ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ x ∈ A ³ÛÝåÇëÇÝ,

áñ x + Bi = yi + Bi, i = 1,2,… ,m: Ð»ï&³µ³ñ,

fx +⋂
i=1

m

Bi = x + B1,… ,x + Bm = y1 + B1,… ,ym + Bm:

²ÛëåÇëáí, Ï³Ù³Û³Ï³Ý ï³ññ ∏
i=1

m

A╱Bi-Çó áõÝÇ Ý³Ë³å³ïÏ»ñ

(³Û¹åÇëÇ ¹»åù»ñáõÙ ³ëáõÙ »Ý, áñ f ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ

ëáõñÛ»ÏïÇí ¿):

¸Çóáõù fx +⋂
i=1

m

Bi = B1,… ,Bm: ä³ñ½ ¿, áñ
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x + B1,… ,x + Bm = B1,… , Bm

& x + Bi = Bi, i = 1,2,… ,m: àõëïÇ, x ∈ Bi, i = 1,2,… , m &

x ∈ ⋂
i=1

m

Bi: Ð»ï»õ³µ³ñ, ker f = ⋂
i=1

m

Bi & f ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ

�áËÙÇ³ñÅ»ù ¿ (ÇÝÛ»ÏïÇí ¿): ²å³óáõó»óÇÝù, áñ f-Á

�áËÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ ¿ A╱⋂
i=1

m

Bi-Á ∏
i=1

m

A╱Bi-Ç íñ³:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ

fx1 +⋂
i=1

m

Bi + x2 +⋂
i=1

m

Bi = fx1 + x2 +⋂
i=1

m

Bi =

x1 + x2 + B1,… , x1 + x2 + Bm =

x1 + B1 + x2 + B1,… , x1 + Bm + x2 + Bm =

x1 + B1,… ,x1 + Bm + x2 + B1,… ,x2 + Bm =

fx1 +⋂
i=1

m

Bi + fx2 +⋂
i=1

m

Bi

& ÝÙ³Ý³å»ëª

fx1 +⋂
i=1

m

Bix2 +⋂
i=1

m

Bi = fx1 +⋂
i=1

m

Bifx2 +⋂
i=1

m

Bi:

²ÛëåÇëáí ³å³óáõó»óÇÝù, áñ í»ñÁ Ýßí³Í f ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ

A╱⋂
i=1

m

Bi & ∏
i=1

m

A╱Bi ûÕ³ÏÝ»ñÇ Ç½áÙáñýÇ½Ù ¿:

Ð»ï&³Ýù 2.
Ü³Ëáñ¹ Ñ»ï&³ÝùáõÙ ë³ÑÙ³Ý³Í f ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ

ÏÇñ³é»Ýù xk +⋂
i=1

m

Bi ï³ññÇÝ.
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fxk +⋂
i=1

m

Bi = fx +⋂
i=1

m

Bik = fx +⋂
i=1

m

Bik =

x + B1,… ,x + Bmk = xk + B1,… , xk + Bm:

²ÛëÇÝùÝ, »Ã» y1,y2,… ,ym Ñ³í³ù³ÍáõÇÝ, Áëï Â»áñ»Ù 22-Ç,

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ x ï³ññÁ, ³å³ y1
k ,y2

k ,… ,ym
k 

Ñ³í³ù³ÍáõÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ xk-Ý: ²Ûë �³ëïÝ áõÝÇ Ý³&

áõÕÕ³ÏÇ ³å³óáõÛó: àõÝ»Ýù x − yi ∈ Bi, i = 1,2,… , m: ú·ïí»Ýù

Ñ³ÛïÝÇ µ³Ý³Ó&Çóª

xk − yi
k = x − yi∑

j=1

k−1

xk−jyi
j−1

ø³ÝÇ áñ x − yi ∈ Bi, ³å³ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó Ñ»ï»õáõÙ ¿,

áñ

xk − yi
k = x − yi∑

j=1

k−1

xk−jyi
j−1 ∈ Bi, i = 1,2,… ,m:
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ØÝ³óùÝ»ñÇ Ù³ëÇÝ "ãÇÝ³Ï³Ý" Ã»áñ»ÙÇ áñáß
Ù³ëÝ³íáñ ¹»åù»ñ

Â»áñ»Ù 22-Ç Ù³ëÝ³íáñ ¹»åù»ñÝ »Ý ³ÙµáÕç Ãí»ñÇ &

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ Ñ³ÛïÝÇ Ã»áñ»ÙÝ»ñÁ:

¸Çóáõù A ûÕ³ÏÁ ¹³ ³ÙµáÕç Ãí»ñÇ ℤ ûÕ³ÏÝ ¿: ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Ç¹»³É ℤ-áõÙ ÍÝí³Í ¿ Ù»Ï ï³ññáí, ³ÛëÇÝùÝ

µ³ÕÏ³ó³Í ¿ áñáß³ÏÇ ³ÙµáÕç ÃíÇ µáÉáñ å³ïÇÏÝ»ñÇó: ºñÏáõ

Ç¹»³ÉÝ»ñÇ �áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ ÉÇÝ»ÉÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ

ÍÝÇãÝ»ñÇ �áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ ÉÇÝ»ÉáõÝ: Ð»ï&³µ³ñ, »Ã»

Bi = kix ∣ x ∈ ℤ, i = 1,2,… ,m, ³å³ Â»áñ»Ù 22-Ç

i ≠ j  Bi + Bj = A å³ÛÙ³ÝÝ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ i ≠ j  ∃x1,x2 ∈ ℤ

kixi + kjxj = 1 ï»ëùÁ, áñÝ Çñ Ñ»ñÃÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿

i ≠ j  ki, kj = 1 å³ÛÙ³ÝÇÝ (³Ûëï»Õ ki,kj-Ý ³Ù»Ý³Ù»Í

ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿): àõëïÇ, ³ÙµáÕç Ãí»ñÇ ¹»åùáõÙ

Â»áñ»Ù 22-Ý ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É ï»ëùÁ.

¸Çóáõù k1,k2,… ,km Ãí»ñÁ �áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½

»Ý: Î³Ù³Û³Ï³Ý y1, y2,… ,ym Ãí»ñÇ Ñ³í³ù³ÍáõÇ Ñ³Ù³ñ

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ³ÛÝåÇëÇ x ÃÇí, áñ x ≡ yi modki,
i = 1,2,… ,m:

ø³ÝÇ áñ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ (áñáÝó ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÝ K ¹³ßïÇó »Ý)

Kx ûÕ³ÏáõÙ Ç¹»³ÉÝ»ñÁ ÍÝíáõÙ »Ý Ù»Ï ï³ññÇ ÙÇçáóáí (Ç¹»³ÉÇ

³Ù»Ý³�áùñ ¹ñ³Ï³Ý ³ëïÇ�³ÝÇ µ³½Ù³Ý¹³Ùáí), ³å³ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ

�áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ ÉÇÝ»ÉÁ ³Ûë ¹»åùáõÙ &ë Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿
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Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ÍÝÇãÝ»ñÇ �áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ ÉÇÝ»ÉáõÝ: Â»áñ»Ù

22-Á ß³ñ³¹ñíáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É Ï»ñå.

¸Çóáõù f1x, f2x,… , fmx �áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñ »Ý Kx ûÕ³ÏáõÙ: Î³Ù³Û³Ï³Ý

h1x,h2x,… , hmx ∈ Kx µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ³ÛÝåÇëÇ gx ∈ Kx µ³½Ù³Ý¹³Ù, áñ

gx ≡ hixmod fix, i = 1,2,… , m:

¸Çï³ñÏ»Ýù Â»áñ»Ù 22-Ç Ù»Ï ³ÛÉ áõß³·ñ³í Ù³ëÝ³íáñ ¹»åù

Kx ûÕ³ÏÇ Ñ³Ù³ñ: üÇùë»Ýù Çñ³ñÇó ï³ñµ»ñ m Ñ³ï K ¹³ßïÇ

ï³ññ»ñª a1,a2,… ,an: Üß³Ý³Ï»Ýù fix = x − ai, i = 1,2,… , m &

fx = ∏
i=1

m

x − ai: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ µáÉáñ fix µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ

�áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ »Ý: üÇùë»Ýù ³ÛÅÙ K ¹³ßïÇ áñ&¿

b1,b2,… ,bm ï³ññ»ñ, áñáÝó Ï¹Çï³ñÏ»Ýù áñå»ë µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñ:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 22-Ç ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ gx ∈ Kx, áñ

gx ≡ bi modx − ai, i = 1,2,… ,m: ê³Ï³ÛÝ å³ñ½ ¿ Ý³& (´»½áõÇ

Ã»áñ»ÙÇó), áñ gx ≡ gaimodx − ai, áõëïÇ

gai = bi, i = 1,2,… , m     (36)

²Ûë ¹»åùáõÙ Ð»ï&³Ýù 1-áõÙ ¹Çï³ñÏí³Í ⋂
i=1

m

Bi Ç¹»³ÉÁ ¹³

fx = ∏
i=1

m

x − ai µ³½Ù³Ý¹³Ùáí ÍÝí³Í Ç¹»³ÉÝ ¿, ³ÛëÇÝùÝ

⋂
i=1

m

Bi = fxqx ∣ qx ∈ Kx
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& Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Ð»ï&³Ýù 1-Ç gx-Á ÙÇ³ÏÝ ¿ ⋂
i=1

m

Bi �ßïáõÃÛ³Ùµ,

³ÛëÇÝùÝ µáÉáñ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ, áñáÝù µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý (36)

å³ÛÙ³ÝÇÝ Ñ»ï&Û³É ï»ëùÇ »Ýª gx + fxqx & å³ïÏ³ÝáõÙ »Ý

gx-Ç Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇÝ Áëï fx-Ç Kx ûÕ³ÏáõÙ: ì»ñóÝ»Éáí ³Û¹

Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý µ³Ù³Ý¹³Ù & µ³Å³Ý»Éáí ³ÛÝ fx-Ç

íñ³ ÙÝ³óáñ¹áõÙ Ïëï³Ý³Ýù ÝáõÛÝ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇ Ù»Ï ³ÛÉ

µ³½Ù³Ý¹³Ù, áñÇ ³ëïÇ�³ÝÁ �áùñ ¿ fx-Ç ³ëïÇ�³ÝÇóª m-Çó: ²Û¹

µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ (36) å³ÛÙ³ÝÇÝ & gx-Ç Ñ³ñ³ÏÇó

¹³ëÇ ÙÇ³Ï m-Çó �áùñ ³ëïÇ�³ÝÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ¿ (»Ã» ÉÇÝ»ÇÝ

³Û¹åÇëÇ »ñÏáõ ï³ñµ»ñ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñ, ³å³ fx-Ç íñ³

µ³Å³Ý»Éáõó ëï³óí³Í ¹ñ³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ý»ñÁ å»ïù ¿ Çñ³ñ

Ñ³ÙÁÝÏÝ»ÇÝ, µ³Ûó ³Û¹ ÙÝ³óáñ¹Ý»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý Ñ»Ýó ¹ñ³Ýó

Ñ»ï, ù³ÝÇ áñ ¹ñ³Ýó ³ëïÇ�³ÝÝ»ñÁ �áùñ »Ý fx-Ç ³ëïÇ�³ÝÇó):

àõëïÇ (36) å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ m-Çó �áùñ ³ëïÇ�³ÝÇ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ÙÇ³ÏÝ ¿: ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ m ï³ñµ»ñ Ï»ï»ñáõÙ

ïñí³Í ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ÁÝ¹áõÝáÕ m-Çó �áùñ ³ëïÇ�³ÝÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ

ÙÇ³ÏÝ ¿:
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ØÝ³óùÝ»ñÇ Ù³ëÇÝ "ãÇÝ³Ï³Ý" Ã»áñ»ÙÇ ÙÇ
ÏÇñ³éáõÃÛ³Ý Ù³ëÇÝ

¸Çóáõù Kx-Á x �á�áË³Ï³ÝÇó Ï³Ëí³Í K ¹³ßïÇó

·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ûÕ³ÏÝ ¿: ¸Çóáõù xm − 1

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ áõÝÇ K ¹³ßïáõÙ m Ñ³ï ï³ñµ»ñ ³ñÙ³ïÝ»ñ: Ð³ÛïÝÇ

¿, áñ ³Û¹ ¹»åùáõÙ µáÉáñ ³Û¹ ³ñÙ³ïÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³½ÙáõÙ ¿

óÇÏÉÇÏ ËáõÙµ Áëï µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý, ³ÛëÇÝùÝ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Ù»Ï ω

³ñÙ³ï, áñ xm − 1 µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ µáÉáñ ï³ñµ»ñ ³ñÙ³ïÝ»ñÁ ¹³ ω-Ç

³ëïÇ�³ÝÝ»ñÝ »Ýª 1,ω,ω2,… ,ωm−1 & xm − 1 = ∏
i=0

m−1

x − ωi:

Üß³Ý³Ï»Ýù Kmx-áí Kx-Ç ³ÛÝ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ

»ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝó ³ëïÇ�³ÝÁ �áùñ ¿ m ÃíÇó: ê³ÑÙ³Ý»Ýù

ℱ ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ Kmx-Çó Km = K × K ×…×K ¹»Ï³ñïÛ³Ý

³ñï³¹ñÛ³ÉÇ íñ³ Ñ»ï&Û³É Ï»ñå.

ℱfx = f1, fω,… , fωm−1     (37)

ì»ñÁ ÝÏ³ñ³·ñí³Í Â»áñ»Ù 22-Ç µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ

Ù³ëÝ³íáñ ¹»åùÇó Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ ℱ ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ

�áËÙÇ³ñÅ»ù ¿: ê³ ÃáõÛÉ ¿ ï³ÉÇë ¹Çï³ñÏ»É Ñ³Ï³¹³ñÓ

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁª ℱ−1-Á:

¸Çóáõù fx,gx ∈ Kmx: ä³ñ½ ¿, áñ

ℱfx = f1, fω,… , fωm−1

&

ℱgx = g1,gω,… ,gωm−1:

Ð»ï&³Ýù 1-Çó ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ

ℱ−1f1g1, fωgω,… , fωm−1gωm−1 =
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fxgxmodxm − 1:

¸Çóáõù fx = ∑
i=0

m−1

aixi & gx = ∑
i=0

m−1

bixi: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É , áñ Áëï

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý

fxgx = ∑
i=0

m−1

∑
j=0

i

ajbi−jxi +∑
i=0

m−1

∑
j=i+1

m−1

ajbm+i−jxi+m,     (38)

áñï»Õ bm = 0:

ø³ÝÇ áñ xm ≡ 1 modxm − 1, ³å³ (37)-áõÙ �áË³ñÇÝ»Éáí xm-Á

1-áí Ïëï³Ý³Ýù

fxgxmodxm − 1 = ∑
i=0

m−1

∑
j=0

i

ajbi−j + ∑
j=i+1

m−1

ajbm+i−jxi     (39)

ÜÙ³Ý »Õ³Ý³Ïáí ëï³óíáõÙ ¿.

fxgxmodxm + 1 = ∑
i=0

m−1

∑
j=0

i

ajbi−j − ∑
j=i+1

m−1

ajbm+i−jxi     (40)

¸Çóáõù ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ψ ∈ K áñ ψ2 = ω & ψm = −1: ä³ñ½ ¿,

áñ ψ2m = ωm = 1 & ψ−1 = ψ2m−1:

ê³ÑÙ³Ý»Ýù fψx = ∑
i=0

m−1

ψiaixi & gψx = ∑
i=0

m−1

ψibixi:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ (38)-Ç

fψxgψx = ∑
i=0

m−1

∑
j=0

i

ψjajψi−jbi−jxi +∑
i=0

m−1

∑
j=i+1

m−1

ψjajψm+i−jbm+i−jxi+m

&

fψxgψx = ∑
i=0

m−1

ψi∑
j=0

i

ajbi−jxi +∑
i=0

m−1

ψm+i∑
j=i+1

m−1

ajbm+i−jxi+m,

³å³
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fψxgψxmodxm − 1 = ∑
i=0

m−1

ψi∑
j=0

i

ajbi−j − ∑
j=i+1

m−1

ajbm+i−jxi     (41)

ÜÏ³ï»Ýù, áñ deg fx = deggx = m − 1 ¹»åùáõÙ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ (38) µ³Ý³Ó&áí fxgx ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ

·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ Ñ³ßí»Éáõ Ñ³Ù³ñ K ¹³ßïáõÙ ³ÝÑñ³Å»ßï

·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ (·áõÙ³ñáõÙÝ»ñÇ & µ³½Ù³å³ïÏáõÙÝ»ñÇ)

ù³Ý³ÏÁ Om2 Ï³ñ·Ç ¿:

Üß³Ý³Ï»Ýù Fm-áí ℱ ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ & ¹ñ³ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ

Ñ³ßí»Éáõ Ñ³Ù³ñ K ¹³ßïáõÙ Ï³ï³ñí»ÉÇù ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ

ù³Ý³ÏÁ: ì»ñÁ ëï³óí³Í (38)-(41) µ³Ý³Ó&»ñÁ ÃáõÛÉ »Ý ï³ÉÇë

Ñ³ßí»É fxgx ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ÏÇñ³é»Éáí ℱ & ℱ−1

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÝ»ñÁ: ÆëÏ³å»ë, ëÏ½µÇó ÏÑ³ßí»Ýù

ℱfx = f1, fω,… , fωm−1

&

ℱgx = g1,gω,… ,gωm−1

Ï³ï³ñ»Éáí 2Fm ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ: ²å³ Ï³ï³ñ»Éáí m Ñ³ï

µ³½Ù³å³ïÏáõÙ ÏÑ³ßí»Ýù

f1g1, fωgω,… , fωm−1gωm−1

í»ÏïáñÁ: Ð»ïá ÏÑ³ßí»Ýù

ℱ−1f1g1,… , fωm−1gωm−1 = fxgxmodxm − 1

Ï³ï³ñ»Éáí Fm ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ:

Î³ï³ñ»Éáí áã ³í»ÉÇ ù³Ý 2m µ³½Ù³å³ïÏáõÙ ÏÏ³éáõó»Ýù

1,ψ,ψ2,… ,ψ2m−1 ï³ññ»ñÁ (³ÛëÇÝùÝ µáÉáñ 1,ψ,ψ2,… ,ψm−1

ï³ññ»ñÁ & ¹ñ³Ýó Ñ³Ï³¹³ñÓÝ»ñÁ): ¸ñ³ÝÇó Ñ»ïá ÏÏ³éáõó»Ýù

fψx & gψx µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ Ï³ï³ñ»Éáí áã ³í»ÉÇ ù³Ý 2m

µ³½Ù³å³ïÏáõÙ: ÎÇñ³é»Éáí ℱ-Á Ïëï³Ý³Ýù ℱfψx & ℱgψx

í»ÏïáñÝ»ñÁ Ï³ï³ñ»Éáí 2Fm ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ: Îáñ¹ÇÝ³ï ³é
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Ïáñ¹ÇÝ³ï Ïµ³½Ù³å³ïÏ»Ýù ³Û¹ í»ÏïáñÝ»ñÁ & ÏÏÇñ³é»Ýù

ℱ−1-Á, ëï³Ý³Éáí fψxgψxmodxm − 1-Á: ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ

ÏÏ³ï³ñíÇ m + Fm ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ (40) & (41) µ³Ý³Ó&»ñÇ fxgxmodxm + 1-Á

ï³ñµ»ñíáõÙ ¿ fψxgψxmodxm − 1-Çó ÙÇ³ÛÝ ψi ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí:

´³½Ù³å³ïÏ»Ýù fψxgψxmodxm − 1-Ç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ ψ2m−i

ï³ññ»ñáí, áñ Ý³Ë³å»ë Ñ³ßí»É ¿ÇÝù, & Ïëï³Ý³Ýù

fxgxmodxm + 1-Á: ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ ÏÍ³Ëë»Ýù m µ³½Ù³å³ïÏáõÙ:

ÐÇÙÝí»Éáí (38), (39) & (40) µ³Ý³Ó&»ñÇ íñ³, ¹ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É,

áñ fxgx µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³é³çÇÝ m ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý

1
2
fxgxmodxm − 1 + fxgxmodxm + 1

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇ Ñ»ï, ÇëÏ ÙÝ³ó³Í ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ

1
2
fxgxmodxm − 1 − fxgxmodxm + 1

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇ Ñ»ï: àõëïÇ, Ï³ï³ñ»Éáí &ë áã ³í»ÉÇ

ù³Ý 2m + 1 ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ, Çí»ñçá, Ïëï³Ý³Ýù fxgx

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ µáÉáñ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ: ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ

ù³Ý³ÏÁ ÏÉÇÝÇ OFm + m: ê³Ï³ÛÝ ³ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ Fm ≥ m &,

áõñ»ÙÝ, fxgx-Á Ñ³ßí»Éáõ Ñ³Ù³ñ ÏÏ³ï³ñ»Ýù OFm

·áñÍáÕáõÃÛáõÝ:

ú·ïí»Éáí xm − 1 µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ñÙ³ïÝ»ñÇ Ñ³ïáõÏ

Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇó, Ï³éáõóí»É ¿ Ñ³ïáõÏ ³É·áñÇÃÙ, áñÇ

û·ÝáõÃÛ³Ùµ ℱ & ℱ−1 ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÝ»ñÁ Ñ³ßí³ñÏíáõÙ »Ý

Ï³ï³ñ»Éáí Om ln m ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ: ¸³ ÃáõÛÉ ¿ ï³ÉÇë Ñ³ßí»É

fxgx ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ß³ï ³í»ÉÇ ³ñ³·, ù³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý µ³Ý³Ó&Ç, »ñµ

Í³ËëíáõÙ ¿ Om2 ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ:
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ℱ & ℱ−1 ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÝ»ñÁ Ñ³ÛïÝÇ »Ý áñå»ë üáõñÛ»Ç

¹ÇëÏñ»ï áõÕÇÕ & Ñ³Ï³¹³ñÓ Ó&³�áËáõÃÛáõÝÝ»ñ, ÇëÏ

¹ñ³Ýó Ñ³ßíÙ³Ý ³É·áñÇÃÙÁª üáõñÛ»Ç ³ñ³·

Ó&³�áËáõÃÛáõÝ: üáõñÛ»Ç ³ñ³· Ó&³�áËáõÃÛáõÝÁ Ý³& ÁÝÏ³Í

¿ Ù»Í Ãí»ñÇ µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ÙÇÝã ûñë Ñ³ÛïÝÇ É³í³·áõÛÝ

³É·áñÇÃÙÇ ÑÇÙùáõÙ (ÞÛáÝÑ³·»Ç & ÞÃñ³ë»ÝÇ ³É·áñÇÃÙ):
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�ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ûÕ³ÏÝ»ñ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. A ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³ÏÇ ï³ññÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÙÇ³íáñ,

»Ã» ³ÛÝ áõÝÇ Ñ³Ï³¹³ñÓ Áëï µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý:

ØÇ³íáñÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ A∗-áí:

²ÙµáÕç Ãí»ñÇ ûÕ³ÏáõÙ ÙÇ³Ï ÙÇíáñÝ»ñÁ ¹ñ³Ýù ±1 ï³ññ»ñÝ »Ý:

ℝx µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ûÕ³ÏÇ ÙÇ³íáñÝ»ñÝ »Ý µ³ó³é³å»ë µáÉáñ

½ñá ³ëïÇ�³ÝÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ, ³ÛëÇÝùÝ áã ½ñáÛ³Ï³Ý

Ñ³ëï³ïáõÝÝ»ñÁ:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. A ï»Õ³փáË»ÉÇ ûÕ³ÏÇ B Ç¹»³ÉÁ ÏáãíáõÙ ¿

·ÉË³íáñ, »Ã» ³ÛÝ ÍÝí³Í ¿ Ù»Ï ï³ññáíª

B = a = ax ∣ x ∈ A

ÇëÏ a ï³ññÁ ÏáãíáõÙ ¿ Ç¹»³ÉÇ ÍÝÇã:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. A ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³ÏÁ, áñÇ µáÉáñ Ç¹»³ÉÝ»ñÁ

·ÉË³íáñ »Ý ÏáãíáõÙ ¿ ·ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ûÕ³Ï:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. A ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³ÏÇ p ≠ 0 ï³ññÁ ÏáãíáõÙ ¿

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ, »Ã» p ∉ A∗ & ï»ÕÇ áõÝÇ

p = ab  Ï³Ù a ∈ A∗ Ï³Ù b ∈ A∗

äÝ¹áõÙ 23.
● ºÃ» p-Ý ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ¿, ³å³ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ¿
Ý³& p-Ý Ï³Ù³Û³Ï³Ý  ∈ A∗ Ñ³Ù³ñ:

ÆëÏ³å»ë, ³ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ p ∉ A∗: ºÃ» p = ab, ³å³
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p = ab−1 & Ï³Ù a ∈ A∗ Ï³Ù b−1 ∈ A∗: ê³Ï³ÛÝ b−1 ∈ A∗

å³ÛÙ³ÝÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ b ∈ A∗ å³ÛÙ³ÝÇÝ, áõëïÇ p-Ý ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ

¿:

● ºÃ» ³ÙµáÕç ûÕ³ÏáõÙ p ∉ A∗, p ≠ 0 ï³ññáí
ÍÝí³Í p Ç¹»³ÉÁ å³ñ½ ¿, ³å³ p-Ý
³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ¿:

ºÃ» p = ab, ³å³ ab ∈ p & a & b ï³ññ»ñÇó ³éÝí³½Ý Ù»ÏÁ

å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ p Ç¹»³ÉÇÝ: ¸Çóáõù ¹³ a-Ý ¿ª a = px áñáß³ÏÇ

x ∈ A Ñ³Ù³ñ: àõñ»ÙÝ, p = pxb & p1 − xb = 0: úÕ³ÏÝ ³ÙµáÕç ¿,

áõñ»ÙÝ, 1 − xb = 0 & b ∈ A∗:

● ºÃ» p-Ý ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ¿ ·ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ
ûÕ³ÏáõÙ , ³å³ p Ç¹»³ÉÁ Ù³ùëÇÙ³É ¿ (Ý³&
å³ñ½):

¸Çóáõù p Ç¹»³ÉÁ å³ñáõÝ³ÏíáõÙ ¿ Ù»Ï ³ÛÉ q Ç¹»³ÉáõÙ &

p ≠ q: àõñ»ÙÝ ∃x, áñ p = qx: ø³ÝÇ áñ p-Ý ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ¿, ³å³

Ï³Ù q ∈ A∗ Ï³Ù x ∈ A∗: ºÃ» x ∈ A∗, ³å³ q = px−1 & p = q

ÇÝãÝ ³ÝÑÝ³ñ ¿: ºÃ» q ∈ A∗, ³å³ q = A & p Ç¹»³ÉÁ Ù³ùëÇÙ³É

¿:

ºñÏáõ p & q ï³ññ»ñÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù ³ëáóÇ³óí³Í, »Ã»

∃ ∈ A∗, áñ p = q: ä³ñ½ ¿, áñ ³ëáóÇ³óí³ÍáõÃÛ³Ý

Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³ÝáõÙ ¿ Ñ³Ù³ñÅ»ùáõÃÛ³Ý Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝ

ûÕ³ÏÇ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ï³ññ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³, ïñáÑ»Éáí ³ÛÝ

ãÑ³ïíáÕ Ñ³Ù³ñÅ»ùáõÃÛ³Ý ¹³ë»ñÇª »ñÏáõ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ï³ññ Ù»Ï

¹³ëÇó »Ý ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ, »Ã» ¹ñ³Ýù ³ëáóÇ³óí³Í »Ý: ²ÏÝÑ³Ûï ¿,

áñ ³ëáóÇ³óí³Í ï³ññ»ñÁ ÍÝáõÙ »Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ Ç¹»³ÉÁ:

²ÙµáÕç Ãí»ñÇ ûÕ³ÏáõÙ ÙÇ³Ï ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ï³ññ»ñÁ å³ñ½ Ãí»ñÝ

»Ý, ÁÝ¹ áñáõÙ p & −p å³ñ½ Ãí»ñÝ ³ëáóÇ³óí³Í »Ý:
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´³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ℝx ûÕ³ÏáõÙ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ï³ññ»ñÁ ¹ñ³Ýù

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÝ »Ý:

²ëáõÙ »Ý, áñ ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³ÏÇ B Ç¹»³ÉÁ ÍÝí³Í ¿ a & b

ï³ññ»ñáí, »Ã» B = ax + by ∣ x,y ∈ A: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ

ax + by ∣ x,y ∈ A µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ Ç¹»³É ¿: Ø»Ýù Ïû·ï³·áñÍ»Ýù

a,b Ýß³Ý³ÏáõÙÁ ax + by ∣ x, y ∈ A Ç¹»³ÉÇ Ñ³Ù³ñ:

Ü³& Ï³ë»Ýù, áñ ³ÙµáÕç ûÕ³ÏÇ a ï³ññÁ µ³Å³ÝíáõÙ ¿ b ï³ññÇ

íñ³, »Ã» Ï·ïÝíÇ ³ÛÝåÇëÇ c, áñ a = bc: ²Û¹ �³ëïÁ

Ï³ñÓ³Ý³·ñ»Ýù Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª b⋮a: ê³ÑÙ³Ý»Ýù ³Ù»Ý³Ù»Í

ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÇ ·³Õ³�³ñÁ. a & b ï³ññ»ñÇ

³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñ ¿ ÏáãíáõÙ ³Û¹ ï³ññ»ñÇ ³ÛÝ

ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÁ, áñÝ µ³Å³ÝíáõÙ ¿ ¹ñ³Ýó Ï³Ù³Û³Ï³Ý

³ÛÉ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÇ íñ³:

äÝ¹áõÙ 24.

¸Çóáõù A-Ý ·ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ûÕ³Ï ¿: a & b

ï³ññ»ñáí ÍÝí³Í Ç¹»³ÉÁ ·ÉË³íáñ ¿ & ·áÛáõÃÛáõÝ

áõÝÇ c ∈ A, áñ c = a,b: c-Ý a & b ï³ññ»ñÇ ³Ù»Ý³Ù»Í

ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿:
²å³óáõÛó. ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ Ï·ïÝíÇ c ∈ A, áñ

c = a,b = ax + by ∣ x,y ∈ A: î»Õ³¹ñ»Éáí x = 1, y = 0

Ïëï³Ý³Ýù áñ a ∈ c: ÜÙ³Ý³å»ëª b ∈ c: àõëïÇ c⋮a & c⋮b & c-Ý a

& b ï³ññ»ñÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿:

¸Çóáõù d⋮a & d⋮b: ²ÛëÇÝùÝ, Ï·ïÝí»Ý e & f ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ a = de &

b = df: ø³ÝÇ áñ c ∈ a,b, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý x0 & y0, áñ
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c = ax0 + by0: ²Ûëï»ÕÇó ³ÝÙÇç³å»ë ëï³óíáõÙ ¿ª

c = ax0 + by0 = dex0 + fy0 & d⋮c: äÝ¹áõÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

úñÇÝ³ÏÝ»ñ
1. ¸Çóáõù ℤ-Ý ³ÙµáÕç Ãí»ñÇ ûÕ³ÏÝ ¿: ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù,
ℤ-Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý áã ïñÇíÇ³É »ÝÃ³ËáõÙµ Áëï ·áõÙ³ñÙ³Ý

Ï³½Ùí³Í ¿ áñáß³ÏÇ ï³ññÇ (³Ù»Ý³�áùñ ¹ñ³Ï³Ý ï³ññÇ)
µáÉáñ å³ïÇÏÝ»ñÇó: àõëïÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Ç¹»³É ÉÇÝ»Éáí
»ÝÃ³ËáõÙµ Áëï ·áõÙ³ñÙ³Ý ·ÉË³íáñ ¿:

2. ¸Çóáõù Kx-Á K ¹³ßïÇó ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí
µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ûÕ³ÏÝ ¿: ¸Çóáõù B-Ý Ç¹»³É ¿ Kx-áõÙ:
ºÃ» B = Kx Ï³Ù ¿É B = 0, ³å³ ³ÏÝÑ³Ûïáñ»Ý B-Ý
·ÉË³íáñ ¿: ¸Çóáõù B-Ý å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ ³éÝí³½Ý Ù»Ï

¹ñ³Ï³Ý ³ëïÇ�³ÝÇ µ³½Ù³Ý¹³Ù (Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ Ï³Ù
B = Kx Ï³Ù ¿É B = 0): Üß³Ý³Ï»Ýù fx-áí B-áõÙ

å³ñáõÝ³ÏíáÕ ³Ù»Ý³�áùñ ¹ñ³Ï³Ý ³ëïÇ�³ÝÇ
µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇó áñ&¿ Ù»ÏÁ: ¸Çóáõù gx ∈ B: ´³Å³Ý»Ýù
gx-Á fx-Ç íñ³ª gx = fxhx + rx: ä³ñ½ ¿, áñ
rx = gx − fxhx ∈ B: ºÃ» rx ≠ 0, ³å³
0 ≤ degrx < deg fx: ê³Ï³ÛÝ degrx > 0, ù³ÝÇ áñ »Ã»
degrx = 0, ³å³ B = Kx: àõñ»ÙÝ 0 < deg rx < deg fx:

´³Ûó Ç¹»³ÉáõÙ ãÏ³ ¹ñ³Ï³Ý ³ëïÇ�³ÝÇ µ³½Ù³Ý¹³Ù, áñÇ

³ëïÇ�³ÝÁ �áùñ ¿ deg fx-Çó: àõëïÇ rx = 0 &
gx = fxhx: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ
B = fx = fxhx ∣ hx ∈ Kx ·ÉË³íáñ Ç¹»³É ¿:

3. ¸Çï³ñÏ»Ýù

ℤ −1  = x + y −1 ∣ x,y ∈ ℤ

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ ³ÛÝ ³ÙµáÕç

ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³Ï ¿ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ ·áõÙ³ñÙ³Ý áõ
µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ: ²Û¹ ûÕ³ÏÁ ÏáãíáõÙ ¿
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�³áõëÛ³Ý ³ÙµáÕç Ãí»ñÇ ûÕ³Ï: ²å³óáõó»Ýù, áñ ³ÛÝ
·ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ûÕ³Ï ¿: Ü³Ë óáõÛó ï³Ýù, áñ
ℤ −1 -áõÙ ÑÝ³ñ³íáñ ¿ ë³ÑÙ³Ý»É ÙÝ³óáñ¹áí µ³Å³ÝáõÙ:
Üß³Ý³Ï»Ýù |α|-áí α = x + y −1 ÃíÇ ÝáñÙÁª |α| = x2 + y2:
¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ ‖αβ‖ = ‖α‖‖β‖ &
‖α‖ = 0  α = 0: ¸Çóáõù α,β ∈ ℤ −1  & β ≠ 0:
´³Å³Ý»Ýù α-Ý β-Ç íñ³ áñå»ë Ñ³ë³ñ³Ï ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñª
α = βγ: ºÃ» γ ∉ ℤ −1 , ³å³ í»ñóÝ»Ýù ∈ ℤ −1 , áñÇ
Çñ³Ï³Ý & Ï»ÕÍ Ù³ë»ñÁ γ-Ç Çñ³Ï³Ý & Ï»ÕÍ Ù³ë»ñÇ
Ùáï³Ï³ ³ÙµáÕç Ãí»ñÝ »Ý: ä³ñ½ ¿, áñ ‖γ − γ̂‖ ≤ 1

4
:

ì»ñóÝ»Ýù δ = α − βγ̂ ∈ ℤ −1 : àõÝ»Ýù

δ = α − βγ̂ = βγ − βγ̂ = βγ − γ̂

& ‖δ‖ = ‖β‖‖γ − γ̂‖ < ‖β‖: ²ÛëåÇëáí ëï³ó³Ýù
ÙÝ³óáñ¹áí µ³Å³ÙáõÙ ℤ −1 -áõÙª α = βγ̂ + δ, áñï»Õ Ï³Ù
δ = 0 Ï³Ù ¿É 0 ≤ ‖δ‖ < ‖β‖: ¸Çóáõù ³ÛÅÙ B-Ý Ç¹»³É ¿

ℤ −1 -áõÙ & B ≠ 0: Üß³Ý³Ï»Ýù β-áí B-Ç ³Ù»Ý³�áùñ
¹ñ³Ï³Ý ÝáñÙ áõÝ»óáÕ ï³ññ»ñÇó Ù»ÏÁ: ¸Çóáõù α ∈ B:
´³Å³Ý»Ýù ÙÝ³óáñ¹áí α-Ý β-Ç íñ³ª α = βγ̂ + δ: ä³ñ½ ¿,
áñ δ = α − βγ̂ ∈ B: ºÃ» δ ≠ 0, ³å³ 0 < ‖δ‖ < ‖β‖ &
ëï³óíáõÙ ¿, áñ B-Ý å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ ÙÇ ï³ññ, áñÇ ÝáñÙÁ

¹ñ³Ï³Ý ¿ & �áùñ ¿ ‖β‖-Çó: àõëïÇ δ = 0, α = βγ̂ &
B = β = βγ ∣ γ ∈ ℤ −1  ·ÉË³íáñ Ç¹»³É ¿:

4. ¸Çï³ñÏ»Ýù

ℤ
1 + −19

2
= a

2
+ b

2
−19 ∣ a,b ∈ ℤ,a ≡ b mod2

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: ℤ
1+ −19

2
-Ý ³ÙµáÕç ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³Ï ¿

ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ ·áõÙ³ñÙ³Ý & µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý
ÝÏ³ïÙ³Ùµ: Æñáù,

a
2

+ b
2

−19 c
2

+ d
2

−19
def
=

1
4
ac − 19bd + 1

4
ad + bc −19 =
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ac − 19bd/2
2

+
ad + bc/2

2
−19 ,

³Ûëï»Õ ac − 19bd/2 & ad + bc/2 ³ÙµáÕç Ãí»ñ »Ý, ù³ÝÇ
áñ a ≡ b mod2, c ≡ dmod2 å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇó µËáõÙ ¿ ª

ac ≡ 19bdmod 2, ad ≡ bcmod2,

& ac − 19bd áõ ad + bc Ãí»ñÁ ½áõÛ· »Ý: Ü³&
ac−19bd

2
≡ ad+bc

2
mod2: ÆëÏ³å»ë, ¹³ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿

ac − 19bd − ad − bc ≡ 0 mod4 å³ÛÙ³ÝÇÝ, áñÇ �ßïáõÃÛáõÝÁ
¹³éÝáõÙ ¿ ³ÏÝÑ³Ûï, »Ã» Ó³Ë Ù³ëÁ í»ñ³ñï³·ñ»Ýù
áñå»ë

ac − 20bd + bd − ad − bc = a − bc − d − 20bd:

ºÃ» α ∈ ℤ
1+ −19

2
, ³å³ ¹ñ³ ÏáÙåÉ»ùë Ñ³Ù³ÉáõÍÁª

ᾱ-Ý ÝáõÛÝå»ë å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ ℤ
1+ −19

2
-ÇÝ, ù³ÝÇ áñ

a ≡ bmod2  a ≡ −bmod 2:

ê³ÑÙ³Ý»Ýù α = a
2
+ b

2
−19 ∈ ℤ

1+ −19

2
ï³ññÇ

ÝáñÙÁ ëï³Ý¹³ñï »Õ³Ý³Ïáí áñå»ë
‖α‖ = αᾱ = a2

4
+ 19 b2

4
: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ

‖αβ‖ = ‖α‖‖β‖: Ü³& ‖α‖ ∈ ℤ: ø³ÝÇ áñ a-Ý áõ b-Ý
ÙÇ&ÝáõÛÝ ½áõÛ·áõÃÛ³Ý »Ý, ³å³

a2 ≡ b2 ≡
0 mod4, a-Ý áõ b-Ý ½áõÛ· »Ý

1 mod4, a-Ý áõ b-Ý Ï»Ýï »Ý

& ³Ù»Ý ¹»åùáõÙ a2 + 19b2 ≡ 0 mod4, áõëïÇ ‖α‖ ∈ ℤ:

òáõÛó ï³Ýù ³ÛÅÙ, áñ

∀α,β ∈ ℤ
1+ −19

2
,β ≠ 0 Ñ³Ù³ñ, »Ã» α-Ý ãÇ

µ³Å³ÝíáõÙ β-Ç íñ³ & ‖β‖ ≤ ‖α‖, ³å³

∃γ,δ ³ÛÝåÇëÇ, áñ 0 < ‖αγ − βδ‖ < ‖β‖:

    (42)

ÐÇÙÝí»Éáí (42)-Ç íñ³ ¹ÛáõñÇÝ ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ
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ℤ
1+ −19

2
-Á ·ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ûÕ³Ï ¿: ÆëÏ³å»ë,

¹Çóáõù áã ïñÇíÇ³É Ç¹»³É ¿ & 0 ≠ β ∈ B ï³ññÝ áõÝÇ
Ýí³½³·áõÛÝ ¹ñ³Ï³Ý ÝáñÙÁ B-áõÙ: ¸Çóáõù α ∈ B & ãÇ
µ³Å³ÝíáõÙ β-Ç íñ³: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ α ≠ 0 & ‖β‖ ≤ ‖α‖:
Î·ïÝí»Ý γ,δ ³ÛÝåÇëÇ, áñ 0 < ‖αγ − βδ‖ < ‖β‖: ø³ÝÇ áñ
α,β ∈ B, ³å³ αγ − βδ ∈ B: Ü³& ù³ÝÇ áñ 0 < ‖αγ − βδ‖,
³å³ αγ − βδ ≠ 0: àõëïÇ B-áõÙ ·ï³Ýù áã ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññ

αγ − βδ, áñÇ ÝáñÙÁ �áùñ ¿ β-Ç ÝáñÙÇó, ÇÝãÝ ³ÝÑÝ³ñ ¿:

²ÛÅÙ ³å³óáõó»Ýù (42) åÝ¹áõÙÁ: ¸Çóáõù

α,β ∈ ℤ
1+ −19

2
, β ≠ 0, α-Ý ãÇ µ³Å³ÝíáõÙ β-Ç íñ³ &

‖β‖ ≤ ‖α‖: ø³ÝÇ áñ β-Ý ÙÇ³íáñ ã¿ ëï³ÝáõÙ »Ýùª ‖β‖ > 1

(»Ã» β-Ý ÙÇ³íáñ ¿, ³å³ ββ−1 = 1 & ‖β‖‖β−1‖ = 1, áõëïÇ
‖β‖ = 1): Üß³Ý³Ï»Ýùª α = a

2
+ b

2
−19 &

β = c
2
+ d

2
−19 : ¸ÛáõñÇÝ ¿ Ñ³ßí»É β-Ç ëáíáñ³Ï³Ý

ÏáÙåÉ»ùë Ñ³Ï³¹³ñÓÁ: àõÝ»Ýù ‖β‖ = ββ̄ &

β−1 = 1
‖β‖

β̄ = 1
‖β‖

c
2

− d
2

−19 :

²ÛÅÙ
α
β

= 1
‖β‖

a
2

+ b
2

−19 c
2

− d
2

−19 =

1
‖β‖

m
2

+ n
2

−19 ,

áñï»Õ

m
2

+ n
2

−19 ∈ ℤ
1 + −19

2

(³ÛëÇÝùÝª m ≡ n mod2) &

1
‖β‖

m
2

+ n
2

−19 ∉ ℤ
1 + −19

2
:

Üß³Ý³Ï»Ýùª x = m

2‖β‖
, y = n

2‖β‖
: êï³ÝáõÙ »Ýùª

α
β = x

2
+ y

2
−19 ∉ ℤ

1+ −19

2
: ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ Ï³Ù

x-Á Ï³Ù y-Á ³ÙµáÕç ã»Ý, Ï³Ù ¿É ¹ñ³Ýù ³ÙµáÕç »Ý, µ³Ûó

162



x ≡ ymod2 µ³Õ¹³ïáõÙÁ ëË³É ¿, ÇÝãy Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ x−y

2
∉ ℤ

å³ÛÙ³ÝÇÝ: ²å³óáõó»Ýù, áñ Ï·ïÝí»Ý γ,δ ∈ ℤ
1+ −19

2
, áñ

0 < α
β γ − δ < 1, Ñ»ï&³µ³ñª

0 < ‖αγ − βδ‖ < ‖β‖:

Üß³Ý³Ï»Ýù a-áí a Çñ³Ï³Ý ÃíÇÝ Ùáï³Ï³ ³ÙµáÕç ÃÇíÁ,
ÁÝ¹ áñáõÙ, »Ã» a = m + 1

2
, ³å³ a = m:

¸»åù 1: y ∈ ℤ, x−y

2
∉ ℤ

àõÝ»Ýù
α
β

= x
2

+
y

2
−19 =

x − y

2
+

y

2
+

y

2
−19 :

ì»ñóÝ»Ýù γ = 1 & δ =
2

x−y

2
+y

2
+ y

2
−19 ∈ ℤ

1+ −19

2
:

êï³ÝáõÙ »Ýù, áñ α
β γ − δ = x−y

2
− x−y

2
≠ 0 &

α
β
γ − δ ≤

x − y

2
−

x − y

2

2

≤ 1
4

< 1

¸»åù 2: y ∉ ℤ, x−y

2
∈ ℤ

ºÝÃ³¹»åù 2.1: 5y ∈ ℤ

ä³ñ½ ¿, áñ y = m + i
5
, i = 1,2,3,4 &

y =
m, i = 1,2

m + 1, i = 3,4
:

àõëïÇª |y − y| ∈ 1

5
, 2

5
: ä³ñ½ ¿ Ý³&, áñ x − y-Á ½áõÛ·

ÃÇí ¿: ì»ñóÝ»Ýù γ = 1 &

δ =
x − y + y

2
+

y
2

−19 ∈ ℤ
1 + −19

2
:

êï³ÝáõÙ »Ýùª

α
β
γ − δ =

y − y
2

+
y − y

2
−19 ≠ 0

&

α
β
γ − δ =

y − y2

4
+

y − y2

4
19 =
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5y − y2 ≤ 5 × 4
25

< 1:

ºÝÃ³¹»åù 2.2: 5y ∉ ℤ

ì»ñóÝ»Ýù γ = 1

2
− 1

2
−19 : Îëï³Ý³Ýùª

α
β
γ = x

2
+

y

2
−19 1

2
− 1

2
−19 =

x−y

2
+ 10y

2
−

x−y

2

2
−19 :

ì»ñóÝ»Ýù

δ =
x−y

2
+ 25y
2

−
x−y

2

2
−19 ∈ ℤ

1 + −19

2

& α
β γ − δ = 5y − 5y ≠ 0: àõñ»ÙÝª

α
β
γ − δ = 5y − 5y2 ≤ 1

4
< 1

¸»åù 3: y ∉ ℤ, x−y

2
∉ ℤ

ºÝÃ³¹»åù 3.1: 2y ∈ ℤ, x − y ∈ ℤ

àõÝ»Ýùª 2y ∈ ℤ  y = m + 1

2
 5y = 5m + 5

2
∉ ℤ &

5y − 5y = 1

2
: ä³ñ½ ¿, áñ x − y-Á Ï»Ýï ¿: ¸Çóáõù

x − y = 2k + 1: êï³ÝáõÙ »Ýùª

x + y = 2k + 1 + 2 m + 1
2

= 2k + m + 1

& x + y-Á ½áõÛ· ¿: ì»ñóÝ»Ýù γ = 1

2
+ 1

2
−19 , ³å³

α
β
γ = x

2
+

y

2
−19 1

2
+ 1

2
−19 =

x+y

2
− 10y

2
+

x+y

2

2
−19

&

δ =
x+y

2
− 25y
2

+
x+y

2

2
−19 ∈ ℤ

1 + −19

2

êï³ÝáõÙ »Ýùª
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α
β
γ − δ = 5y − 5y = − 1

2
≠ 0

& í»ñç³å»ëª

α
β
γ − δ = 5y − 5y2 = 1

4
< 1

ºÝÃ³¹»åù 3.2: 2y ∈ ℤ, x − y ∉ ℤ

àõÝ»Ýù

2y ∈ ℤ  y = m + 1
2

 2y = 2m + 1:

ì»ñóÝ»Ýù γ = 2, ³å³ α
β γ = 2x

2
+ 2y

2
−19 :

Î·ïÝíÇ ³ÙµáÕç p, áñ p ≤ x ≤ p + 1,
áõëïÇª2p ≤ 2x ≤ 2p + 2 & |2x − 2p + 1| ≤ 1:

ì»ñóÝ»Ýù

δ =
2p + 1

2
+

2y

2
−19 ∈ ℤ

1 + −19

2

ä³ñ½ ¿, áñ α
β γ − δ = 2x−2p+1

2
≠ 0, ù³ÝÇ áñ, »Ã»

2x = 2p + 1, ³å³ x − y = p − m ∈ ℤ ÇÝãÝ ³ÝÑÝ³ñ ¿:

ì»ñç³å»ë ëï³ÝáõÙ »Ýùª

α
β
γ − δ =

2x − 2p + 12

4
≤ 1

4
< 1

ºÝÃ³¹»åù 3.3: 2y ∉ ℤ

àõÝ»Ýù y ∉ ℤ & y ≠ m + 1

2
: Î·ïÝíÇ ³ÙµáÕç p, áñ

p < y < p + 1: ºÃ» p < y ≤ p + 1

3
Ï³Ù p + 2

3
≤ y < p + 1,

³å³ |y − y| ≤ 1

3
: ºÃ» p + 1

3
< y < p + 2

3
, ³å³

2p + 2
3

< 2y < 2p + 1 + 1
3

, 2y = 2p + 1

& |2y − 2y| ≤ 1

3
:

¸Çóáõù ï»ÕÇ áõÝÇ p < y ≤ p + 1

3
Ï³Ù

p + 2

3
≤ y < p + 1 ¹»åùÁ: Î·ïÝíÇ ³ÙµáÕç k áñ

k ≤ x < k + 1: ê³ÑÙ³Ý»Ýùª
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z =
k, k ≡ ymod2

k + 1, k + 1 ≡ ymod2

ä³ñ½ ¿, áñ |z − x| ≤ 1: ì»ñóÝ»Ýù γ = 1 &

δ = z
2

+
y
2

−19 ∈ ℤ
1 + −19

2
:

êï³ÝáõÙ »Ýùª

α
β
γ − δ = x − z

2
+

y − y
2

−19 ≠ 0

ù³ÝÇ áñ y ∉ ℤ: ì»ñç³å»ë

α
β
γ − δ =

x − z2

4
+

19y − y2

4
≤

1
4

+ 1
9

× 19
4

= 7
9

< 1:

²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù p + 1

3
< y < p + 2

3
¹»åùÁ: Î·ïÝíÇ

³ÙµáÕç k áñ k ≤ x < k + 1: ê³ÑÙ³Ý»Ýù z-Á Ñ»ï&Û³É Ï»ñå:
ºÃ» 2y-Á ½áõÛ· ¿, ³å³

z =
2k, 2k ≤ 2x ≤ 2k + 1

2k + 2, 2k + 1 < 2x < 2k + 2

ºÃ» 2y-Á Ï»Ýï ¿, ³å³ z = 2k + 1: ´áÉáñ ¹»åù»ñáõÙ ª
|z − 2x| ≤ 1:

ì»ñóÝ»Ýù γ = 2 &

δ = z
2

+
2y

2
−19 ∈ ℤ

1 + −19

2
:

êï³ÝáõÙ »Ýùª

α
β
γ − δ = 2x − z

2
+

2y − 2y
2

−19 ≠ 0

ù³ÝÇ áñ 2y ∉ ℤ: ì»ñç³å»ëª

α
β
γ − δ =

2x − z2

4
+

192y − 2y2

4
≤
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1
4

+ 1
9

× 19
4

= 7
9

< 1:

5. ¸Çóáõù ℤx-Ý ³ÙµáÕç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ
ûÕ³ÏÝ ¿: ¸Çï³ñÏ»Ýù 2 & x µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñáí ÍÝí³Í
Ç¹»³ÉÁª

2,x = 2fx + xgx ∣ fx, gx ∈ ℤx:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ ë³ ÇëÏ³å»ë Ç¹»³É ¿: ²ÛÝ ·ÉË³íáñ
Ç¹»³É ã¿: ²å³óáõó»Ýù ¹³: ä³ñ½ ¿, áñ 2fx + xgx ï»ëùÇ
µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³½³ï ³Ý¹³ÙÁ ½áõÛ· ÃÇí ¿, áõëïÇ 2,x
Ç¹»³ÉÁ ãÇ å³ñáõÝ³ÏáõÙ 1 Ï³Ù −1 Ñ³ëï³ïáõÝ
µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ: ºÃ» ·ïÝíÇ ÙÇ ∈ ℤx, áñ ÍÝáõÙ ¿ 2,x
Ç¹»³ÉÁ, ³å³ 2 = hxpx & x = hxqx, áñáß³ÏÇ px &
qx µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ℤx-Çó: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ
deghx + degpx = 0 & hx ≠ ±1: Ð»ï&³µ³ñª hx = ±2:
ê³Ï³ÛÝ ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ ³ÙµáÕç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí ÙÇ qx
µ³½Ù³Ý¹³Ù, áñ µ³í³ñ³ñÇ x = ±2qx å³ÛÙ³ÝÇÝ:

6. ¸Çóáõù ℂx,y-Á ÏáÙåÉ»ùë ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí x,y

�á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇó Ï³Ëí³Í µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ûÕ³ÏÝ ¿:
¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ

x,y = xfx,y + ygx, y ∣ fx,gx ∈ ℂx,y

Ç¹»³ÉÁ ·ÉË³íáñ ã¿: ÆëÏ³å»ë, xfx, y + ygx,y ï»ëùÇ
µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³½³ï ³Ý¹³ÙÁ ½ñáÛ³Ï³Ý ¿: ºÃ» ·ïÝí»ñ
hx,y ÍÝÇã ³Û¹ Ç¹»³ÉÇ Ñ³Ù³ñ, ³å³ x = hx,ypx,y &
y = hx,yqx,y: ä³ñ½ ¿, áñ hx, y-Á ãÇ Ï³ñáÕ ÉÇÝ»É
Ñ³ëï³ïáõÝ (áã ½ñáÛ³Ï³Ý): ØÛáõë ÏáÕÙÇó, »Ã» deg h = 1,
³å³ qx,y-Á Ñ³ëï³ïáõÝ ¿: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ hx,y-Ç

³é³çÇÝ ³ëïÇ�³ÝÇ ³Ý¹³ÙÁ Ïå³ñáõÝ³ÏÇ Ï³Ù ÙÇ³ÛÝ x

�á�áË³Ï³ÝÁ Ï³Ù ¿É ÙÇ³ÛÝ y �á�áË³Ï³ÝÁ: àõëïÇ
x = hx,ypx,y & y = hx,yqx,y å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ
ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï µ³í³ñ³ñí»É ã»Ý Ï³ñáÕ:
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ü³ÏïáñÇ³É ûÕ³ÏÝ»ñ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. A ³ÙµáÕç ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³ÏÁ ÏáãíáõÙ ¿

ý³ÏïáñÇ³É ûÕ³Ï, »Ã» µáÉáñ áã ½ñ³Û³Ï³Ý ï³ññ»ñÝ ³Û¹

ûÕ³ÏÇó ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ï³ññ»ñÇ

³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñáí, ³ÛëÇÝùÝª Ï³Ù³Û³Ï³Ý 0 ≠ a ∈ A ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ

Ï·ïÝí»Ý ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ p1,… ,pn & ÙÇ³íáñ  ∈ A∗ ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ

a = p1…pn:

²Ýí»ñ³Í»ÉÇ ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ÙÇ³ÏáõÃÛáõÝÁ Ñ³ëÏ³óíáõÙ ¿

Ñ»ï&Û³É Ï»ñå: ØÇ&ÝáõÛÝ ï³ññÇ »ñÏáõ a = p1…pn &

a = δq1…qm Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ»ñÁ Ñ³Ù³ñíáõÙ »Ý Ñ³í³ë³ñ, »Ã»

Ï³Ù³Û³Ï³Ý pi Ñ³Ù³ñ Ï·ïÝíÇ Ýñ³Ý ³ëáóÇ³óí³Í qj & Ñ³Ï³é³ÏÁª

Ï³Ù³Û³Ï³Ý qi Ñ³Ù³ñ Ï·ïÝíÇ Ýñ³Ý ³ëáóÇ³óí³Í pj: ÊÙµ³íáñ»Ýù

³ëáóÇ³óí³Í ï³ññ»ñÁ a = p1…pn Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý Ù»ç,

Ïëï³Ý³Ýùª a = μpi1

s1pi2

s2…pik

sk , áñï»Õ μ ∈ A∗ & r ≠ t  pr & pt

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ï³ññ»ñÝ ³ëáóÇ³óí³Í ã»Ý: ºñÏáõ a = p1
s1…pn

sn &

a = δq1
t1…qm

tm Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý, »Ã» n = m &

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ pi Ñ³Ù³ñ Ï·ïÝíÇ Ýñ³Ý ³ëáóÇ³óí³Í qj, áñ si = tj,

ÇëÏ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ qj Ñ³Ù³ñ Ï·ïÝíÇ Ýñ³Ý ³ëáóÇ³óí³Í pi, áñ

si = tj: ä³ñ½ ¿, áñ pi
si = λiqji

tji ,λi ∈ A∗ &  = δλ1…λn:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ÝÏ³ï»É, áñ ý³ÏïáñÇ³É ûÕ³ÏáõÙ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ï³ññáí

ÍÝí³Í Ç¹»³ÉÁ å³ñ½ ¿: ÆëÏ³å»ë, ¹Çóáõù p-Ý ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ¿:

¸Çï³ñÏ»Ýù ¹ñ³Ýáí ÍÝí³Í p Ç¹»³ÉÁ & ëïáõ·»Ýù ³Û¹ Ç¹»³ÉÇ

å³ñ½áõÃÛáõÝÁ: ¸Çóáõù ab ∈ p: Î·ïÝíÇ c, áñ ab = pc: ø³ÝÇ áñ

ûÕ³ÏÁ ý³ÏïáñÇ³É ¿, ³å³ ab-Ý áõÝÇ ÙÇ³Ï Ý»ñÏ³Û³óáõÙ

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ÙÇçáóáí, áñÁ ÏÑ³ÙÁÝÏÝÇ pc-Ý
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ÝÙ³Ý Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý Ñ»ï, áñÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ p-ÇÝ ³ëáóÇ³óí³Í

ï³ññ: àõëïÇ p-ÇÝ ³ëáóÇ³óí³Í ï³ññ Ïå³ñáõÝ³ÏÇ

³ÝÑñ³Å»ßïáñ»Ý Ï³Ù a-Ç Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ï³ññ»ñáí

Ï³Ù ¿É b-Ç Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ: Ð»ï&³µ³ñ, Ï³Ù a ∈ p Ï³Ù ¿É b ∈ p

& p Ç¹»³ÉÁ å³ñ½ ¿: ²Ûë å³ï�³éáí å³ñ½ Ç¹»³É ÍÝáÕ ï³ññ»ñÁ

ÏáãíáõÙ »Ý ûÕ³ÏÇ å³ñ½ ï³ññ»ñ:

ü³ÏïáñÇ³É ûÕ³ÏáõÙ ëï³Ý¹³ñï »Õ³Ý³Ïáí, û·ïí»Éáí å³ñ½

ï³ññ»ñÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÇó, Ï³ñ»ÉÇ ¿ ë³ÑÙ³Ý»É ï³ññ»ñÇ ³Ù»Ý³Ù»Í

ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÇ & ³Ù»Ý³�áùñ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ

µ³½Ù³å³ïÇÏÇ ·³Õ³�³ñÝ»ñÁ:

úñÇÝ³Ï
¸Çï³ñÏ»Ýù Rx Çñ³Ï³Ý ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ

ûÕ³ÏÁ: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ

18x4 − 12x3 + 20x2 − 12x + 2 = f2xgx,

áñï»Õ fx = 3x − 1, gx = 2x2 + 2 µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÝ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ

»Ý: ä³ñ½ ¿, áñ fx-Ý ³ëáóÇ³óí³Í ¿ x − 1

3
, ÇëÏ gx-Áª x2 + 1

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇÝ, áõëïÇ

18x4 − 12x3 + 20x2 − 12x + 2

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ³ñï³¹ñÇãÝ»ñÇ 3x − 122x2 + 2 &

18x2 + 1x − 1

3
2 í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý:

Â»áñ»Ù 25.

²ÙµáÕç ·ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ûÕ³ÏÁ ý³ÏïáñÇ³É ¿:

²å³óáõÛó. êÏ½µÇó Ï³å³óáõó»Ýù, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý áã ½ñáÛ³Ï³Ý
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ï³ññ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³Éáí, ÇëÏ

Ñ»ïá Ï³å³óáõó»Ýù ³Û¹ Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý ÙÇ³ÏáõÃÛáõÝÁ:

Üß³Ý³Ï»Ýù S-áí ³ÛÝ a ·ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñ

a-Ý ãÇ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³Éáí: ä³ñ½ ¿,

áñ »Ã» a ∈ S, ³å³ a-Ý áã ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ¿, áã ¿É ÙÇ³íáñ:

òáõÛó ï³Ýù, áñ »Ã» a ∈ S, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Ù»Ï ³ÛÉ

a1 ∈ S, áñ a ⊂ a1:

ÜÏ³ï»Ýù, áñ »Ã» a ∈ S, ³å³ a = bc, áñï»Õ b, c ∉ A∗:

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ a ⊆ b & a ⊆ c: Ð³Ùá½í»Ýù, áñ a ⊂ b &

a ⊂ c: ÆëÏ³å»ë, ¹Çóáõù a = b: Üß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ b = ad:

àõëïÇ a = bc = adc & a1 − dc = 0: ø³ÝÇ áñ a ≠ 0 & ûÕ³ÏÝ

³ÙµáÕç ¿, ³å³ 1 − dc = 0 & c ∈ A∗: ÜÙ³Ý³å»ë ëïáõ·áõÙ »Ýù, áñ

a ≠ c:

ä³ñ½ ¿, áñ b & c ï³ññ»ñÇó ³éÝí³½Ý Ù»ÏÁ ãáõÝÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙ

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ³ñï³¹ñÇãÝ»ñáí & Ï³Ù b ∈ S Ï³Ù ¿É c ∈ S, ù³ÝÇ

áñ Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ Çñ³ñ Ïó³·ñ»Éáí b-Ç & c-Ç Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ»ñÝ

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñáí Ïëï³Ý³Ýù a-Ç

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ: ²ÛëåÇëáí ëï³ó³Ýù Ù»Ï Ýáñ

ï³ññ S-Çó (b-Ý Ï³Ù c-Ý, áñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù a1-áí), áñÇ Ñ³Ù³ñ

a ⊂ a1:

ì»ñÁ Ýßí³ÍÇó Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ »Ã» S ≠ , ³å³ S-áõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ

áõÝÇ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ³Ýí»ñç ßÕÃ³ª

a0 ⊂ a1 ⊂…⊂ an ⊂…

¸Çï³ñÏ»Ýù ⋃
i=0

∞

ai µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: ¸³ Ç¹»³É ¿: ÆëÏ³å»ë, »Ã»

x,y ∈ ⋃
i=0

∞

ai, ³å³ x ∈ ai1 & y ∈ ai2 áñáß³ÏÇ i1 & i2 Ñ³Ù³ñ:

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ x,y ∈ amaxi1,i2 &
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x − y ∈ amaxi1,i2 ⊆ ⋃
i=0

∞

ai:

ÜÙ³Ý³å»ëª

x ∈ ⋃
i=0

∞

ai  x ∈ ai1  xy ∈ ai1 ⊆ ⋃
i=0

∞

ai

ø³ÝÇ áñ A ûÕ³ÏÁ ·ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ûÕ³Ï ¿, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ

áõÝÇ b ∈ A, áñ b = ⋃
i=0

∞

ai: àõëïÇ b ∈ ak, áñáß³ÏÇ k-Ç Ñ³Ù³ñ:

ä³ñ½ ¿, áñ b ⊆ ak: ØÛáõë ÏáÕÙÇó ak ⊆ ⋃
i=0

∞

ai = b &

b = ak: êï³ó³Ýù Ñ³Ï³ëáõÃÛáõÝ, ù³ÝÇ áñ ∃x ∈ ak+1╲ak &

⋃
i=0

∞

ai = ak ⊂ ⋃
i=0

∞

ai: àõñ»ÙÝ S =  & ûÕ³ÏÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ

ï³ññ áõÝÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³Éáí:

²å³óáõó»Ýù ³ÛÅÙ, áñ ³Û¹ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ ÙÇ³ÏÝ ¿:

êÏ½µÇó ³å³óáõó»Ýù ÙÇ ûÅ³Ý¹³Ï åÝ¹áõÙ ª»Ã» p⋮ab & p-Ý

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ¿, ³å³ Ï³Ù p⋮a, Ï³Ù p⋮b: ÆëÏ³å»ë, ¹Çóáõù a-Ý ãÇ

µ³Å³ÝíáõÙ p-Ç íñ³: ¸Çóáõù d-Ý a-Ç & p-Ç ³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ

µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿, ³ÛëÇÝùÝª a = dx & p = dy: ø³ÝÇ áñ p-Ý

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ¿, ³å³ Ï³Ù d ∈ A∗ Ï³Ù y ∈ A∗: ¸Çóáõù y ∈ A∗: ²Ûë

¹»åùáõÙ d = py−1 & a = py−1x ÇÝãÝ ³ÝÑÝ³ñ ¿: àõñ»ÙÝª d ∈ A∗ &

d = A: ê³Ï³ÛÝ, ÇÝãå»ë ·Çï»Ýù (äÝ¹áõÙ 24), A = d = a,p &

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý x0,y0 ∈ A, áñ 1 = ax0 + py0: ´³½Ù³å³ïÏ»Éáí

í»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý ³ç & Ó³Ë Ù³ë»ñÁ b-áí Ïëï³Ý³Ýùª

b = abx0 + bpy0 & b-Ý µ³Å³ÝíáõÙ ¿ p-Ç íñ³:

ºÃ» p⋮ak & a-Ý ãÇ µ³Å³ÝíáõÙ p-Ç íñ³, ³å³ ÇÝãå»ë óáõÛó

ïí»óÇÝù í»ñÁª 1 = ax0 + py0: àõëïÇ ak−1 = akx0 + ak−1py0 & p⋮ak−1:

Þ³ñáõÝ³Ï»Éáí åñáó»ëÁ Ïëï³Ý³Ýù, áñ p⋮a ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ ³ÛÝ
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µ³ÝÇÝ, áñ a-Ý ãÇ µ³Å³ÝíáõÙ p-Ç íñ³: àõñ»ÙÝ »Ã» p⋮ak, ³å³ p⋮a:

²ÛëåÇëáí ³å³óáõó»É »Ýù, áñ »Ã» ûÕ³ÏÇ í»ñç³íáñ

ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ µ³Å³ÝíáõÙ ¿ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ

ï³ññÇ íñ³, ³å³ ³ñï³¹ñÇãÝ»ñÇó ³éÝí³½Ý Ù»ÏÁ Ïµ³Å³ÝíÇ ³Û¹

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ï³ññÇ íñ³:

¸Çóáõù ïñí³Í »Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ ï³ññÇ »ñÏáõ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ»ñ

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÇ ÙÇçáóáíª

1p1
s1…pn

sn = 2q1
t1…qm

tm

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ 2q1
t1…qm

tm ï³ññÁ µ³Å³ÝíáõÙ ¿ p1-Ç íñ³:

ØÇ³íáñ 2-Á ãÇ µ³Å³ÝíáõÙ p1-Ç íñ³: Ð³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ

2 = p1x  1 = p1x2
−1 & ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ p1-Á ÙÇ³íáñ ¿: àõñ»ÙÝ

q1,… ,qm ï³ññ»ñÇó �Çßï Ù»ÏÁ (ÑÇß»Ýù, áñ q1,… ,qm ï³ññ»ñÇó áã

ÙÇ ½áõÛ· ³ëáóÇ³óí³Í ã¿) µ³Å³ÝíáõÙ ¿ p1-Ç íñ³: ä³ñ½áõÃÛ³Ý

Ñ³Ù³ñ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ ¹³ q1-Ý ¿ª q1 = p1δ1 & ³ÏÝÑ³Ûïáñ»Ý

δ1 ∈ A∗: êï³ÝáõÙ »Ýù, áñ 1p1
s1…pn

sn = 2p1
t1…qm

tm : ºÃ» s1 ≠ t1,

³ë»Ýù s1 > t1, ³å³ 1p1
s1…pn

sn − 2δ1p1
t1…qm

tm = 0 &

p1
t11p1

s1−t1p2
s2…pn

sn − 2δ1q2
t2…qm

tm = 0:

úÕ³ÏÇ ³ÙµáÕçáõÃÛáõÝÇó ëï³ÝáõÙ »Ýùª

1p1
s1−t1p2

s2…pn
sn = 2δ1q2

t2…qm
tm

& Ó³Ë Ù³ëÁ µ³Å³ÝíáõÙ ¿ p1-Ç íñ³, ÇëÏ ³ç Ù³ëÁª áã (ù³ÝÇ áñ

q2,… ,qm ï³ññ»ñÝ ³ëáóÇ³óí³Í ã»Ý p1-Ç Ñ»ï): àõëïÇ s1 = t1 &

û·ïí»Éáí ûÕ³ÏÇ ³ÙµáÕçáõÃÛáõÝÇóª

1p2
s2…pn

sn = 2δ1q2
t2…qm

tm

ÎñÏÝ»Éáí í»ñÁ ß³ñ³¹ñí³Í ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ïëï³Ý³Ýù, áñ

Ï·ïÝíÇ δ2 ∈ A∗, áñ

1p3
s3…pn

sn = 2δ1δ2q3
t3…qm

tm
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Þ³ñáõÝ³Ï»Éáí åñáó»ëÁ Ïµ³ó³é»Ýù µáÉáñ pi ï³ññ»ñÁ Ó³Ë

Ù³ëáõÙ: àñ&¿ ù³ÛÉáõÙ qj-Ý»ñÝ ã»Ý Ï³ñáÕ ëå³éí»É pi-Ý»ñÇó ßáõï &

ÝáõÛÝå»ë pi-Ý»ñÁ ã»Ý Ï³ñáÕ ëå³éí»É qj-Ý»ñÇó ßáõï, áõëïÇ n = m

& Ã»áñ»ÙÝ ³ÙµáÕçáõÃÛ³Ùµ ³å³óáõóí³Í ¿:

ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù áñ&¿ ¹³ßïÇó ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ

ûÕ³ÏÁ ·ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ûÕ³Ï ¿, áõëïÇ ëï³ÝáõÙ »Ýùª

Ð»ï&³Ýù

ºÃ» K-Ý ¹³ßï ¿, ³å³ K ¹³ßïÇó ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Kx ûÕ³ÏÁ ý³ÏïáñÇ³É ¿:

úñÇÝ³Ï

¸Çï³ñÏ»Ýù ℤ −3  = m + n −3 ∣ m,n ∈ ℤ ûÕ³ÏÁ: ²Ûë

ûÕ³ÏáõÙ ÝáñÙÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ µÝ³Ï³Ý »Õ³Ý³Ïáíª

m + n −3 = m + n −3 m − n −3  = m2 + 3n2: ²Ûë ûÕ³ÏÁ

ý³ÏïáñÇ³É ã¿, ù³ÝÇ áñ 2 ⋅ 2 = 1 + −3 1 − −3 : ¸ÛáõñÇÝ ¿

Ñ³Ùá½í»É, áñ 2-Á & 1 ± −3 ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ »Ý & ³ëáóÇ³óí³Í ã»Ý:

ÆëÏ³å»ë, ¹Çóáõù 2 = m + n −3 p + q −3 : àõÝ»Ýù

‖2‖ = 4 = m2 + 3n2p2 + 3q2: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ p2 + 3q2 ≠ 2,

Ñ»ï&³µ³ñ m2 + 3n2 = 4 & p2 + 3q2 = 1: ²Ûëï»ÕÇó µËáõÙ ¿, áñ

q = 0,p = ±1 & p + q −3 -Á ÙÇ³íáñ ¿: ²ÏÝÑ³Ûï ¿ Ý³&, áñ ûÕ³ÏÇ

ÙÇ³Ï ÙÇ³íáñÝ»ñÝ »Ý ±1 ï³ññ»ñÁ, áõëïÇ 2-Á & 1 ± −3

³ëáóÇ³óí³Í ã»Ý:

¸Çï³ñÏ»Ýù ℤ −3 -Ç ÁÝ¹É³ÛÝáõÙÁª
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ℤ
1 + −3

2
= x

2
+

y

2
−3 ∣ x,y ∈ ℤ,x ≡ ymod 2 :

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³Ï ¿ (ï»ë»ù í»ñÁ

¹Çï³ñÏí³Í ℤ
1+ −19

2
ûÕ³ÏÇ ûñÇÝ³ÏÁ): ℤ

1+ −3

2
-Á ·ÉË³íáñ

Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ûÕ³Ï ¿: Ð³Ùá½í»Ýù ¹ñ³ÝáõÙ: ¸Çóáõù α,β ∈ ℤ
1+ −3

2

& β ≠ 0: ´³Å³Ý»Ýù α-Ý β-Ç íñ³ áñå»ë ëáíáñ³Ï³Ý ÏáÙåÉ»ùë

Ãí»ñª α = βγ & ·ñ»Ýù γ-Ý x̂
2
+ ŷ

2
−3 ï»ëùáí: Üß³Ý³Ï»Ýù

γ1 = x̂
2

+ ŷ
2

−3 : ºÃ» x̂ ≡ ŷmod2 µ³Õ¹³ïáõÙÁ ëË³É ¿,

³å³ γ1-áõÙ �áË³ñÇÝ»Ýù x̂-Á ÙÛáõë Ùáï³Ï³ ³ÙµáÕç Ãíáí

³ÛÝå»ë, áñ x̂ ≡ ŷmod 2 µ³Õ¹³ïáõÙÁ ÉÇÝÇ ëïáõÛ·: ä³ñ½ ¿, áñ

‖γ − γ1‖ ≤ 1

4
+ 3 × 1

42
= 7

16
< 1: ²ÛÅÙ Ýß³Ý³Ï»Ýù δ = α − βγ1:

êï³ÝáõÙ »Ýù, áñ

‖δ‖ = ‖α − βγ1‖ = ‖α − βγ + βγ − βγ1‖ =

‖βγ − βγ1‖ = ‖β‖‖γ − γ1‖ < ‖β‖:

²ÛëÇÝùÝ Ù»Ýù ë³ÑÙ³Ý»óÇÝù ℤ
1+ −3

2
-áõÙ ÙÝ³óáñ¹áí µ³Å³ÝáõÙ:

ØÝáõÙ ¿ ÏñÏÝ»É ³ÛÝ ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÁ, áñ Ï³ï³ñ»É ¿ÇÝù �³áõëÛ³Ý

³ÙµáÕç Ãí»ñÇ ûÕ³ÏÇ Ñ³Ù³ñ:

ℤ
1+ −3

2
ûÕ³ÏáõÙ 2-Á & 1 ± −3 -Ý ³ëáóÇ³óí³Í »Ý: ÆëÏ³å»ë,

2 × 1± −3

2
= 1 ± −3 & 1± −3

2
ï³ññ»ñÁ ÙÇ³íáñÝ»ñ »Ý, ù³ÝÇ áñ

1+ −3

2
× 1− −3

2
= 1: ²ÛëÇÝùÝ 4-Ç 2 ⋅ 2 & 1 + −3 1 − −3 

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ»ñÁ ÝáõÛÝÝ »Ý:
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²ÙµáÕç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ûÕ³ÏÇ
ý³ÏïáñÇ³ÉáõÃÛáõÝÁ

²å³óáõó»Ýù ³ÛÅÙ, áñ ℤx ³ÙµáÕç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ûÕ³ÏÁ (áñÝ ÇÝãå»ë ·Çï»Ýù ·ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ

ûÕ³Ï ã¿) ý³ÏïáñÇ³É ¿: ²ÛëÇÝùÝ ý³ÏïáñÇ³É ûÕ³ÏÝ»ñÇ ¹³ëÝ

³í»ÉÇ É³ÛÝ ¿, ù³Ý ·ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ûÕ³ÏÝ»ñÇ ¹³ëÁ:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. fx ∈ ℤx µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇ ³Ù»Ý³Ù»Í

ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÁ ÏáãíáõÙ ¿ µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ

å³ñáõÝ³ÏáõÃÛáõÝ & Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ contf-áí:

È»ÙÙ 26. (�³áõëÇ È»ÙÙÁ)

¸Çóáõù fx,gx ∈ ℤx: êïáõÛ· ¿ Ñ»ï&Û³É µ³Ý³Ó&Áª

contfg = contfcontg

²å³óáõÛó. ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ fx = contff1x &

gx = contgg1x, áñï»Õ contf1 = contg1 = 1: ä³ñ½ ¿ Ý³&,

áñ fxgx = contfcontgf1xg1x &

contfg = contfcontgcontf1g1: àõëïÇ µ³í³Ï³Ý ¿ ³å³óáõó»É,

áñ contf1 = contg1 = 1  contf1g1 = 1:

¸Çóáõù f1x = α0 +…+αnxn, αn ≠ 0 & g1x = β0 +…+βmxm,

βm ≠ 0: òáõÛó ï³Ýù, áñ contf1g1-Á ãÇ µ³Å³ÝíáõÙ & áã ÙÇ p å³ñ½

ÃíÇ íñ³: ¸Çóáõù αr-Á & βs-Á Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ f1x-Ç &

g1x-Ç ³Ù»Ý³Ù»Í Ñ³Ù³ñÇ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÝ »Ý, áñ ã»Ý µ³Å³ÝíáõÙ
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p-Ç íñ³: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ f1xg1x-áõÙ xr+s-Ç ·áñÍ³ÏÇóÁ

Ñ³í³ë³ñ ¿

αrβs + αr+1βs−1 +…+αr−1βs+1 +…

ä³ñ½ ¿, áñ αrβs-Á ãÇ µ³Å³ÝíáõÙ p-Ç íñ³, ÇëÏ µáÉáñ ÙÝ³ó³Í

·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÁ (»Ã» ¹ñ³Ýù Ï³Ý) µ³Å³ÝíáõÙ »Ý p-Ç íñ³, ù³ÝÇ áñ

å³ñáõÝ³ÏáõÙ »Ý Ï³Ù r-Çó Ù»Í Ñ³Ù³ñÇ f1x-Ç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñ Ï³Ù ¿É

s-Çó Ù»Í Ñ³Ù³ñÇ g1x-Ç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñ: àõëïÇ É»ÙÙÝ ³å³óáõóí³Í

¿:

äÝ¹áõÙ 27.

¸Çóáõù ℚx-Á é³óÇáÝ³É ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ûÕ³ÏÝ ¿: Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ fx ∈ ℚx

ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ fx = m
n f1x ï»ëùáí,

áñï»Õ f1x ∈ ℤx, contf1 = 1 & m
n ∈ ℚ ¹ñ³Ï³Ý

Ñ³Ûï³ñ³ñáí ³ÝÏñ�³ï»ÉÇ Ïáïáñ³Ï ¿:

²å³óáõÛó. fx = m
n f1x Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý ·áÛáõÃÛáõÝÝ ³ÏÝÑ³Ûï ¿ª

µ³í³Ï³Ý ¿ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ñ³Ûï³ñ³ñÇ µ»ñ»É fx-Ç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ &

¹áõñë µ»ñ»É �³Ï³·ÍÇó ³Û¹ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ñ³Ûï³ñ³ñÁ, ³å³ ¹áõñë

µ»ñ»É ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇ ³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÁ:

²å³óáõó»Ýù ÙÇ³ÏáõÃÛáõÝÁ: ¸Çóáõù fx = m
n f1x = r

s f2x:

´³½Ù³å³ïÏ»Ýù »ñÏáõ ÏáÕÙ»ñÁ ns-áíª msf1x = nrf2x: àõëïÇ

ms = contmsf1 = contnrf2 = nr: ø³ÝÇ áñ m,n = r, s = 1,

³ÛëÇÝùÝ m
n -Á & r

s -Ý ³ÝÏñ�³ï»ÉÇ »Ý, ³å³ n-Á µ³Å³ÝíáõÙ ¿ s-Ç

íñ³ & ÁÝ¹Ñ³Ï³é³ÏÁª s-Á µ³Å³ÝíáõÙ ¿ n-Ç íñ³, áõñ»ÙÝª n = s:

ÜÙ³Ý³å»ë ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ m = r: ²Ûëï»ÕÇó ¿É µËáõÙ ¿, áñ
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f1x = f2x:

äÝ¹áõÙ 28.

ºÃ» fx ∈ ℤx & fx = gxhx, áñï»Õ gx,hx ∈ ℚx,

³å³ fx = kg1xh1x, áñï»Õ k ∈ ℤ, g1x, h1x ∈ ℤx,

contg1 = conth1 = 1:

²å³óáõÛó. Ð³Ù³Ó³ÛÝ äÝ¹áõÙ 27-Ç áõÝ»Ýùª fx = mf1x,

gx = p
q g1x, hx = r

s h1x, ÁÝ¹ áñáõÙ

contf1 = contg1 = conth1 = p,q = r, s = 1:

àõñ»ÙÝ

mf1x = fx = gxhx =
p
q

r
s g1xh1x

&

qsmf1x = prg1xh1x:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ �³áõëÇ É»ÙÙÇª

qsm × contf1 = pr × contg1conth1

& qsm = pr: ø³ÝÇ áñ p,q = r, s = 1, ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ p-Ý

µ³Å³ÝíáõÙ ¿ s-Ç íñ³ ÇëÏ r-Áª q-Ç íñ³: Ð»ï&³µ³ñ pr
qs -Ý ³ÙµáÕç

ÃÇí ¿ & fx = kg1xh1x, áñï»Õ k = pr
qs :

²Ûëï»ÕÇó ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿ª

äÝ¹áõÙ 29.

ºÃ» fx ∈ ℤx ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ¿ ℤx-áõÙ, ³å³ ³ÛÝ

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ¿ Ý³& ℚx-áõÙ: ℤx ûÕ³ÏÇ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ
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µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÝ »Ý å³ñ½ ÃÇí Ñ³Ý¹Çë³óáÕ

Ñ³ëï³ïáõÝ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ & ℚx-áõÙ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ

1 å³ñáõÝ³ÏáõÃÛ³Ùµ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ:

Â»áñ»Ù 30.

ℤx ûÕ³ÏÁ ý³ÏïáñÇ³É ¿:

²å³óáõÛó. ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ ℤx-Ý ³ÙµáÕç ¿: ¸Çóáõù fx ≠ 0:

ø³ÝÇ áñ ℚ-Ý ¹³ßï ¿, ³å³ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 25-Ç Ñ»ï&³ÝùÇ

ℚx-Á ý³ÏïáñÇ³É ¿ & ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ fx-Ç í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ℚx-áõÙ: Ð³Ù³Ó³ÛÝ äÝ¹áõÙ 28-Ç

�áË³ñÇÝ»Éáí ℚx-Ç ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÝ 1

å³ñáõÝ³ÏáõÃÛ³Ùµ ³ëáóÇ³óí³ÍÝ»ñáí ℤx-Çó Ïëï³Ý³Ýù fx-Ç

Ñ»ï&Û³É Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁª fx = mg1x…grx, áñï»Õ m ∈ ℤ,

gix ∈ ℤx & contgi = 1, i = 1,… , r:

¸Çóáõù ïñí³Í ¿ fx-Ç Ù»Ï ³ÛÉ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ℤx-áõÙª fx = nh1x…hsx, áñï»Õ n ∈ ℤ,

hix ∈ ℤx & conthi = 1, i = 1,… , s: ℚx ûÕ³ÏÇ

ý³ÏïáñÇ³ÉáõÃÛáõÝÇó Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ r = s & ³ñï³¹ñÇãÝ»ñÇ

í»ñ³¹³ë³íáñáõÙÇó Ñ»ïá gix = pi

qi
hix: àõñ»ÙÝª

qigix = pihix & ³ÝóÝ»Éáí å³ñáõÝ³ÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ ëï³ÝáõÙ »Ýù

qi = pi, ³ÛëÇÝùÝª gix = hix: Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

öáË³ñÇÝ»Éáí ℤ-Á Ï³Ù³Û³Ï³Ý ý³ÏïáñÇ³É ûÕ³Ïáí & ℚ-Ý ³Û¹

ûÕ³ÏÇ ù³Ýáñ¹Ý»ñÇ ¹³ßïáí & ÏñÏÝ»Éáí í»ñÁ ß³ñ³¹ñí³Í

¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ¹ÛáõñÇÝ ¿ ³å³óáõó»É Ñ»ï&Û³É Ã»áñ»ÙÁ:
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Â»áñ»Ù 31.

ºÃ» A-Ý ý³ÏïáñÇ³É ûÕ³Ï ¿, ³å³ Ax-Á ÝáõÛÝå»ë

ý³ÏïáñÇ³É ¿: ü³ÏïáñÇ³É ¿ Ý³& Ax1,… , xn ûÕ³ÏÁ,

x1,… ,xn �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇ A-Çó ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ûÕ³ÏÁ:
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¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý (¾íùÉÇ¹Û³Ý) ûÕ³ÏÝ»ñ

ü³ÏïáñÇ³É ûÕ³ÏÝ»ñÇ Ï³ñ&áñ »ÝÃ³¹³ë »Ý Ï³½ÙáõÙ

¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ûÕ³ÏÝ»ñÁ: Ø³ëÝ³íáñ³å»ë ¹ñ³Ýó ¹³ëÇÝ »Ý

å³ïÏ³ÝáõÙ ³ÙµáÕç Ãí»ñÇ ûÕ³ÏÁ, ¹³ßïÇó ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ûÕ³ÏÝ»ñÁ, �³áõëÛ³Ý ³ÙµáÕç Ãí»ñÇ ûÕ³ÏÁ:

¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ûÕ³ÏÝ»ñÝ ³ÙµáÕç & ·ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ûÕ³ÏÝ»ñ

»Ý, áõëïÇ ¹ñ³Ýù ý³ÏïáñÇ³É »Ý:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. A ³ÙµáÕç ûÕ³ÏÁ ÏáãíáõÙ ¿ ¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ûÕ³Ï,

»Ã» Ýñ³ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ áã ½ñáÛ³Ï³Ý a ï³ññÇÝ Ï³ñ»ÉÇ ¿

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óÝ»É áñáß³ÏÇ ³ÙµáÕç ÃÇí ª |a| (áñÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù

¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ÝáñÙ) ³ÛÝå»ë, áñ ï»ÕÇ áõÝ»Ý Ñ»ï&Û³É

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ.

1. |a| ≥ 0

2. a = bc  |b| ≤ |a|

3. ∀a,b ∈ A, b ≠ 0∃q, r ∈ A a = bq + r & |r| < |b| »Ã»
r ≠ 0 (¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý µ³Å³ÝÙ³Ý ÑÝ³ñ³íáñáõÃÛáõÝÁ)

úñÇÝ³ÏÝ»ñ
1. ²ÙµáÕç Ãí»ñÇ ℤ ûÕ³ÏÇ Ñ³Ù³ñ ÝáñÙÁ ¹³ ÃíÇ
µ³ó³ñÓ³Ï ³ñÅ»ùÝ ¿:

2. àñ&¿ K ¹³ßïÇó ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Kx

ûÕ³ÏÇ Ñ³Ù³ñ ÝáñÙÁ ¹³ µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ëïÇ�³ÝÝ ¿:

3. ℤi �³áõëÛ³Ý ³ÙµáÕç Ãí»ñÇ ûÕ³ÏÇ ¹»åùáõÙ m + in

ÃíÇ ÝáñÙÁ ¹³ m + inm − in = m2 + n2 ÃÇíÝ ¿:

4. ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ K ¹³ßïÇó ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí
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³ëïÇ�³Ý³ÛÇÝ ß³ñù»ñÁ Ï³½ÙáõÙ »Ý ³ÙµáÕç ûÕ³Ï, áñÁ

Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ Kx-áí: Þ³ñùÇ ÝáñÙÁ ¹³ x-Ç ³Ù»Ý³�áùñ

³ëïÇ�³ÝÇ óáõóÇãÝ ¿:

5. ℤ
1+ −3

2
ûÕ³ÏáõÙ x

2
+ y

2
−3 ï³ññÇ ÝáñÙÁ ¹³

x
2
+ y

2
−3 = x2

4
+ 3

y2

4
¿:

äÝ¹áõÙ 32.

¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ûÕ³ÏÁ ·ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ûÕ³Ï ¿:

²å³óáõÛó. ¸Çóáõù A ûÕ³ÏÁ ¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ¿ & B-Ý Ç¹»³É ¿ A-áõÙ:

¸Çóáõù B ≠ 0 & B ≠ A (³ÏÝÑÛ³ï ¿, áñ µ³í³Ï³Ý ¿ ¹Çï³ñÏ»É

³Ûë ¹»åùÁ): ¸Çóáõù 0 ≠ b ∈ B & |b|-Ý �áùñ³·áõÛÝÝ ¿ B-Ç ï³ññ»ñÇ

Ñ³Ù³ñ: ì»ñóÝ»Ýù ³ÛÅÙ B-Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý a ï³ññ & µ³Å³Ý»Ýù ³ÛÝ

b-Ç íñ³ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ ¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ûÕ³ÏÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý 3. å³ÛÙ³ÝÇ:

Îëï³Ý³Ýù a = bq + r &, Ñ»ï&³µ³ñ, r = a − bq ∈ B:

¸Çóáõù |b| = 0: ºÃ» r ≠ 0, ³å³ |r| < |b| = 0, ÇÝãÝ ³ÝÑÝ³ñ ¿:

àõñ»ÙÝ r = 0 & Ç¹»³ÉÇ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ å³ïÇÏ »Ý b-ÇÝ, í»ñçÇÝë ¿É

Ç¹»³ÉÇ ÍÝÇãÝ ¿ ª B = b:

¸Çóáõù |b| > 0: ºÃ» r ≠ 0, ³å³ |r| < |b| & |b|-Ý �áùñ³·áõÛÝÁ ã¿,

ÇÝãÝ ³ÝÑÝ³ñ ¿: àõñ»ÙÝ r = 0 & B = b:

Ð»ï&³Ýù

¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ûÕ³ÏÁ ý³ÏïáñÇ³É ¿:

ÆÝãå»ë ï»ë»É ¿ÇÝù, ℤx ûÕ³ÏÁ ý³ÏïáñÇ³É ¿, µ³Ûó ·ÉË³íáñ
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Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ûÕ³Ï ã¿: ²ÛëÇÝùÝ, ·ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ûÕ³ÏÝ»ñÁ

ý³ÏïáñÇ³É ûÕ³ÏÝ»ñÇ ÇëÏ³Ï³Ý »ÝÃ³¹³ë ¿: òáõÛó ï³Ýù, áñ

¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ûÕ³ÏÝ»ñÝ ¿É ·ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ûÕ³ÏÝ»ñÇ ÇëÏ³Ï³Ý

»ÝÃ³¹³ëÝ »Ý: ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ µ³í³Ï³Ý ¿ Ýß»É ÙÇ ·ÉË³íáñ

Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ûÕ³Ï, áñÝ ¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ã¿: ²Û¹åÇëÇ ûÕ³Ï ¿

ℤ
1 + −19

2
= a

2
+ b

2
−19 ∣ a,b ∈ ℤ,a ≡ b mod2

ûÕ³ÏÁ: ²ñ¹»Ý Ñ³Ùá½í»É »Ýù, áñ ë³ ·ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÝ»ñÇ ûÕ³Ï ¿:

²å³óáõó»Ýù, áñ ³ÛÝ ¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ã¿:

¸Çóáõù ℤ
1+ −19

2
-Ý ¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ¿ & α ∈ ℤ

1+ −19

2

¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ÝáñÙÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù |α|-áí: ÐÇß»Ýù, áñ ℤ
1+ −19

2

ûÕ³ÏÇ ÏáÙåÉ»ùë ÝáñÙÁ ë³ÑÙ³Ý»É ¿ÇÝù áñå»ë
a
2
+ b

2
−19 = a2

4
+ 19 b2

4
:

¸Çóáõù U-Ý ℤ
1+ −19

2
-Ç µáÉáñ áã ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññ»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¿, áñáÝó ¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ÝáñÙÁ ÙÇÝÇÙ³ÉÝ ¿: ºÃ» α (áõÝÇ

Ñ³Ï³¹³ñÓ Áëï µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý), ³å³ Ï³Ù³Û³Ï³Ý áã ½ñáÛ³Ï³Ý

ï³ññ µ³Å³ÝíáõÙ ¿ α-Ç íñ³ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç: àõëïÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ

¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ÝáñÙÇ 2. Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ |α| ãÇ

·»ñ³½³ÝóáõÙ U-Ç ï³ññ»ñÇ ÝáñÙÇÝ & áõñ»ÙÝ α ∈ U: ØÛáõë ÏáÕÙÇó,

»Ã» β ∈ U, ³å³ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ ¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ÝáñÙÇ 3. Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý

1 = βγ + δ: ºÃ» δ ≠ 0, ³å³ |δ| < |β| & ëï³ó³Ýù áã ½ñáÛ³Ï³Ý

ï³ññ, áñÇ ¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ÝáñÙÁ �áùñ ¿ |β|-Çó, ÇÝãÝ ³ÝÑÝ³ñ ¿:

àõëïÇª δ = 0 & 1 = βγ, ³ÛëÇÝùÝ β-Ý ÙÇ³íáñ ¿: ²ÛëåÇëáí ëï³ÝáõÙ

»Ýù, áñ U-Ý Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ ℤ
1+ −19

2
-Ç ÙÇ³íáñÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý

Ñ»ï:

²å³óáõó»Ýù ³ÛÅÙ, áñ U = 1,−1:
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¸õóáõù α = a
2
+ b

2
−19 ï³ññÁ ÙÇ³íáñ ¿ª αα−1 = 1 &

‖α‖‖α−1‖ = 1: ø³ÝÇ áñ ÏáÙåÉ»ùë ÝáñÙÁ ³ÙµáÕç áã µ³ó³ë³Ï³Ý

ÃÇí ¿, ³å³ ‖α‖ = a2

4
+ 19 b2

4
= 1: àõñ»ÙÝ a2 + 19b2 = 4 ÇÝãÝ

ÑÝ³ñ³íáñ ¿ ÙÇ³ÛÝ, »ñµ b = 0 & a = ±2: Ð»ï&³µ³ñ,

α = a
2
+ b

2
−19 = ±1:

¸Çóáõù α ∉ 0,1,−1 & áõÝÇ Ýí³½³·áõÛÝ ÑÝ³ñ³íáñ

¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ÝáñÙÁ: ¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ÝáñÙÇ 3. Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ

2 = αβ + δ & Ï³Ù δ = 0 Ï³Ù ¿É |δ| < |α|: Ð»ï&³µ³ñ, δ ∈ 0,1,−1:

ºÃ» δ = 1, ³å³ 1 = αβ & α-Ý ÙÇ³íáñ ¿, ³ÛëÇÝùÝ α ∈ U = 1,−1,

ÇÝãÝ ³ÝÑÝ³ñ ¿: àõñ»ÙÝª δ ∈ 0,−1 & Ï³Ù 2 = αβ Ï³Ù ¿É 3 = αβ:

²Ûëï»ÕÇó µËáõÙ ¿, áñ Ï³Ù α = ±2 Ï³Ù α = ±3: ²å³óáõó»Ýù ¹³:

êïáõ·»Ýù, áñ 2-Á å³ñ½ ÃÇí ¿ ℤ
1+ −19

2
-áõÙ (ÑÇß»Ýù, áñ

ℤ
1+ −19

2
-Á ý³ÏïáñÇ³É ûÕ³Ï ¿): ¸Çóáõù

2 = a
2
+ b

2
−19 c

2
+ d

2
−19 : ²ÝóÝ»Éáí ÏáÙåÉ»ùë ÝáñÙ»ñÇÝ

ëï³ÝáõÙ »Ýùª

‖2‖ = 4 = a
2

+ b
2

−19 c
2

+ d
2

−19 :

ºÃ» áã a
2
+ b

2
−19 -Á, áã ¿É c

2
+ d

2
−19 -Á ÙÇ³íáñ ã»Ý, ³å³

a
2

+ b
2

−19 = c
2

+ d
2

−19 = 2:

Ð»ï&³µ³ñ, a2 + 19b2 = c2 + 19d2 = 8, áñï»ÕÇó ëï³ÝáõÙ »Ýù

b = d = 0 & a2 = c2 = 8, ÇÝãÝ ³ÝÑÝ³ñ ¿: ÜÙ³Ý³å»ë í³ñí»Éáí

³å³óáõóíáõÙ ¿, áñ 3-Ý ¿É å³ñ½ ¿: ÆëÏ³å»ë ‖3‖ = 9 &

a2 + 19b2 = c2 + 19d2 = 12, ÇÝãÝ ³ÝÑÝ³ñ ¿: ø³ÝÇ áñ α-Ý ÙÇ³íáñ

ã¿ & 2-Ý áõ 3-Á å³ñ½ Ãí»ñ »Ý, 2 = αβ & 3 = αβ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇó

Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ Ï³Ù α = ±2, Ï³Ù α = ±3:

²ÛÅÙ, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ ¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ÝáñÙÇ 3. Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý, µ³Å³Ý»Ýù
1+ −19

2
-Á α-Ç íñ³ª 1+ −19

2
= αβ + δ & Ï³Ù δ = 0, Ï³Ù ¿É |δ| < |α|:
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àõëïÇª δ ∈ 0,1,−1 & 1+ −19

2
, 1+ −19

2
− 1, 1+ −19

2
+ 1 Ãí»ñÇó

Ù»ÏÁ µ³Å³ÝíáõÙ ¿ α-Ç íñ³, ³ÛëÇÝùÝ Ï³Ù ±2-Ç, Ï³Ù ¿É ±3-Ç íñ³:

àõÝ»Ýù ‖±2‖ = 4 & ‖±3‖ = 9: Ð³ßí»Ýù 1+ −19

2
, 1+ −19

2
− 1,

1+ −19

2
+ 1 Ãí»ñÇ ÏáÙåÉ»ùë ÝáñÙ»ñÁ.

1+ −19

2
= 1+ −19

2
− 1 = 1

4
+ 19 × 1

4
= 5

1+ −19

2
+ 1 = 3+ −19

2
= 9

4
+ 19 × 1

4
= 7:

¸Çóáõù x ∈ 1+ −19

2
,

1+ −19

2
− 1,

1+ −19

2
+ 1 : àõÝ»Ýùª x = αβ &

‖x‖ = ‖α‖‖β‖, Ñ»ï&³µ³ñ ‖x‖-Á µ³Å³ÝíáõÙ ¿ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç

‖α‖-Ç íñ³: ê³Ï³ÛÝ ‖x‖ ∈ 5, 7 & ‖α‖ = 4,9 & ‖x‖-Á ãÇ Ï³ñáÕ

µ³Å³Ýí»É ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç ‖α‖-Ç íñ³: àõñ»ÙÝ ûÕ³ÏÁ ãÇ Ï³ñáÕ

ÉÇÝ»É ¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý:
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¸³ßïÇ µÝáõÃ³·ñÇãÁ

¸Çóáõù F-Á ¹³ßï ¿: ´Ý³Ï³Ý ¿ »ÝÃ³¹³ßï ³Ýí³Ý»É F-Ç ³ÛÝ

K »ÝÃ³ûÕ³ÏÝ»ñÁ, áñáÝù �³Ï »Ý Ñ³Ï³¹³ñÓÇ Ñ³ßíÙ³Ý

·áñÍáÕáõÃÛ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ, ³ÛëÇÝùÝª »Ã» α ∈ K, ³å³ α−1 ∈ K:

Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ n ∈ ℤ Ñ³Ù³ñ n̄-áí Ýß³Ý³Ï»Ýù F-Ç Ñ»ï&Û³É

ï³ññÁª

n̄ =
|n| Ñ³ï

1 + 1 +…+1 , »Ã» n > 0

|n| Ñ³ï

−1 + 1 +…+1 , »Ã» n < 0

Ð³Ù³ñáõÙ »Ýù, áñ 0̄ = 0:

¸Çï³ñÏ»Ýù F-Ç Ñ»ï&Û³É »ÝÃ³ûÕ³ÏÁª F0 = n̄ ∣ n ∈ ℤ:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ F0-Ý ÇëÏ³å»ë »ÝÃ³ûÕ³Ï ¿: ä³ñ½ ¿ Ý³&,

áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ¹³ßï (Ý³& Ï³Ù³Û³Ï³Ý ï»Õ³�áË»ÉÇ ûÕ³Ï)

å³ñáõÝ³ÏáõÙ F0 »ÝÃ³ûÕ³ÏÁ: ä³ñ½ ¿ Ý³&, áñ p = nm  p̄ = n̄m̄:

ä³ñ½ ¿, áñ Ï³Ù F0-Ç µáÉáñ ï³ññ»ñÁ ï³ñµ»ñ »Ý, Ï³Ù ¿É

Ï·ïÝí»Ý »ñÏáõ Ñ³í³ë³ñ ï³ññ»ñ: ºñÏáõ Ñ³í³ë³ñ ï³ññ»ñÇ

·áÛáõÃÛáõÝÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ ³ÛÝåÇëÇ n̄-Ç ·áÛáõÃÛ³ÝÁ, áñ n̄ = 0 &

n > 0:

¸Çóáõù F0-Ç µáÉáñ ï³ññ»ñÁ ï³ñµ»ñ »Ý: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ³ÏÝÑ³Ûï

¿, áñ F0-Ý Ç½áÙáñý ¿ áñå»ë ûÕ³Ï ³ÙµáÕç Ãí»ñÇ ℤ ûÕ³ÏÇÝ: ²Û¹

Ç½áÙáñýÇ½ÙÁ ïñíáõÙ ¿ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ n ∈ ℤ ³ÙµáÕç ÃíÇÝ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óÝ»Éáí n̄ ï³ññÁ: ø³ÝÇ áñ F-Á ¹³ßï ¿, ³å³

³ÛÝ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ F0-Ç Ñ»ï Ù»Ïï»Õ F0-Ç áã ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññ»ñÇ

Ñ³Ï³¹³ñÓÝ»ñÁ, áñáÝù Ï³½ÙáõÙ »Ý F0-Ç ù³Ýáñ¹Ý»ñÇ ¹³ßïÁ, áñÝ

185



Çñ Ñ»ñÃÇÝ Ç½áÙáñý ¿ ³ÙµáÕç Ãí»ñÇ ûÕ³ÏÇ ù³Ýáñ¹Ý»ñÇ ¹³ßïÇÝ,

³ÛëÇÝùÝ é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ ¹³ßïÇÝ: ²ÛëåÇëáí ëï³ó³Ýù, áñ »Ã»

F0-Ç µáÉáñ ï³ññ»ñÁ ï³ñµ»ñ »Ý, ³å³ ¹³ßïÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿

é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ ¹³ßïÇÝ Ç½áÙáñý »ÝÃ³¹³ßï:

¸Çï³ñÏ»Ýù ÙÛáõë ¹»åùÁ: ¸Çóáõù ³ÛÅÙ Ï·ïÝíÇ p > 0, áñ p̄ = 0:

ÎÑ³Ù³ñ»Ýù, áñ p-Ý Ýí³½³·áõÛÝÝ ¿: ºÃ» p-Ý µ³Õ³¹ñÛ³É ¿ ª

p = nm, ³å³ p̄ = n̄m̄: ø³ÝÇ áñ F-Á ¹³ßï ¿ & áõñ»ÙÝ ³ÙµáÕç ûÕ³Ï

¿, ëï³ÝáõÙ »Ýùª Ï³Ù n̄ = 0 Ï³Ù m̄ = 0: àõëïÇ p-Ý Ýí³½³·áõÛÝÁ ã¿:

Ð»ï&³µ³ñ Ýí³½³·áõÛÝ p-Ý, áñ p > 0 & p̄ = 0 å³ñï³¹Çñ å³ñ½

ÃÇí ¿: ²Ûë ¹»åùáõÙ F0-Ý Ç½áÙáñý ¿ Áëï mod p-Ç ℤp ÙÝ³óùÝ»ñÇ

ûÕ³ÏÇÝª n̄ = m̄  n ≡ mmodp: êï³óíáõÙ ¿, áñ

F0 = 0, 1̄, 2̄,… , p − 1: ø³ÝÇ áñ p å³ñ½ Ùá¹áõÉÇ ¹»åùáõÙ ℤp-Ý

¹³ßï ¿ (µáÉáñ áã ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññ»ñÁ ÏáõÝ»Ý³Ý Ñ³Ï³¹³ñÓÝ»ñ Áëï

µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý), áõñ»ÙÝ F0-Ý ¹³ßï ¿ & ³ÛÝ ÝáõÛÝ³óíáõÙ ¿ ℤp-Ý:

²ÛëåÇëáí ³Ûë ¹»åùáõÙ ¹³ßïÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ ℤp-Ý Ç½áÙáñý

»ÝÃ³¹³ßï:

²Ù�á�»Éáí í»ñÁ ëï³óí³ÍÁª

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ¹³ßï Ï³Ù å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿

é³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ ¹³ßïÇÝ Ç½áÙáñý »ÝÃ³¹³ßï &

³Ýí»ñç ¿, Ï³Ù ¿É å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ å³ñ½ Ùá¹áõÉáí

ÙÝ³óùÝ»ñÇ ¹³ë»ñÇÝ Ç½áÙáñý »ÝÃ³¹³ßï:

Üßí³Í F0 »ÝÃ³¹³ßïÁ ÏáãíáõÙ F ¹³ßïÇ å³ñ½ »ÝÃ³¹³ßï:

²é³çÇÝ ¹»åùáõÙ ³ëáõÙ »Ý, áñ ¹³ßïÇ µÝáõÃ³·ñÇãÁ 0 ¿, ÇëÏ

»ñÏñáñ¹ ¹»åùáõÙ p ¿: F ¹³ßïÇ µÝáõÃ³·ñÇãÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý

charF Ýß³Ýáí:
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²ÛëáõÑ»ï&

n Ñ³ï

α + α +…+α ï³ññÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù nα-áí: ä³ñ½ ¿, áñ

nα =

n Ñ³ï

α + α +…+α= 1 + 1 +…+1α = n̄α

&, »Ã» charF = p > 0, ³å³ nα = 0  α = 0 Ï³Ù n ≡ 0 modp:

àõëïÇ, »Ã» n ≡ 0mod p, ³å³ nα = 0:

¸Çóáõù charF = p > 0: ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù,

α + βp = ∑
k=0

p
p

k
αkβp−k & p

k
= p!

k!p−k!
: êï³ÝáõÙ »Ýù, áñ

k!p − k! p

k
= p!: ºÃ» 0 < k < p, ³å³ k!p − k! ÃÇíÁ ãÇ

µ³Å³ÝíáõÙ p-Ç íñ³, ù³ÝÇ áñ ¹³ p-Çó �áùñ Ãí»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³É ¿:

àõñ»ÙÝ p

k
-Ý µ³Å³ÝíáõÙ ¿ p-Ç íñ³ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç &

p

k
≡ 0 modp: Ð»ï&³µ³ñ α + βp = αp + βp: ÜÙ³Ý³å»ëª

α + βp2

= α + βpp = αp + βpp = αp2 + βp2

&

α + βpm

= αpm + βpm

    (43)
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ì»ñç³íáñ ¹³ßï»ñ

²ÛëáõÝ»ï& Ï¹Çï³ñÏ»Ýù ÙÇ³ÛÝ í»ñç³íáñ ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ ï³ññ

å³ñáõÝ³ÏáÕ ¹³ßï»ñ & ¹³ßï ³ë»Éáí Ç ÝÏ³ïÇ »Ýù áõÝ»Ý³Éáõ

í»ñç³íáñ ¹³ßï: ²Û¹ ¹³ßï»ñÁ Ý³& ÏáãíáõÙ »Ý �³Éáõ³ÛÇ ¹³ßï»ñ:

ÆÝãå»ë ï»ë³Ýù, p µÝáõÃ³·ñÇã áõÝ»óáÕ í»ñç³íáñ ¹³ßïÁ

å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ Çñ Ù»ç ℤp å³ñ½ ¹³ßïÁ: ¸Çóáõù K-Ý F ¹³ßïÇ

»ÝÃ³¹³ßïÝ ¿: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ÝÏ³ï»É, áñ F-Á ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿

K-Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ: ÆëÏ³å»ë, »Ã» λ ∈ K & α ∈ F, ³å³ λα ∈ F:

àñå»ë ·áõÙ³ñÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ í»ñóÝáõÙ »Ýù F-Ç ·áõÙ³ñáõÙÁ:

�Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý µáÉáñ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÝ

³ÏÝÑ³Ûïáñ»Ý µ³í³ñ³ñí³Í »Ý: ø³ÝÇ áñ ¹³ßïÁ í»ñç³íáñ ¿, ³å³

F-Á í»ñç³íáñ ã³�³ÝÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿ & áõÝÇ í»ñç³íáñ

µ³½Çë: ¸Çóáõù F-Á m-ã³�³ÝÇ ¿ & K-Ç ï³ññ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Ñ³ó³ë³ñ

¿ q-Ç: àõñ»ÙÝ, ³ÛÝ Ç½áÙáñý ¿ (áñå»ë ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ)

VmK = λ1,… ,λm ∣ λi ∈ K, i = 1,2,… ,m m-ã³�³ÝÇ

í»Ïïáñ³Ï³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³ÝÁ & F-Ç ï³ññ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Ñ³í³ë³ñ ¿

VmK-Ç ï³ññ»ñÇ ù³Ý³ÏÇÝ, áñÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ qm: ÎÇñ³é»Éáí ³Ûë

¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ K = ℤp ¹»åùÇÝ ³ÝÙÇç³å»ë ëï³ÝáõÙ »Ýùª

äÝ¹áõÙ 33.

ì»ñç³íáñ ¹³ßïÇ ï³ññ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ å³ñ½ ÃíÇ

(¹³ßïÇ µÝáõÃ³·ñÇãÇ) ³ëïÇ�³Ý ¿:

²ÛëáõÑ»ï& q ï³ññ å³ñáõÝ³ÏáÕ ¹³ßïÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù Fq Ýß³Ýáí:
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ÆÝãå»ë ³ñ¹»Ý ï»ë»É ¿ÇÝù Ù³ùëÇÙ³É Ç¹»³ÉÝ»ñÇ

áõëáõÝ³ëÇñáõÃÛ³Ý Å³Ù³Ý³Ï (Â»áñ»Ù 14-Ç Ù³ëÝ³íáñ ¹»åùáõÙ),

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ µ³½Ù³Ý¹³Ùáí ÍÝí³Í ·ÉË³íáñ Ç¹»³ÉÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ

Ï³éáõóí³Í ý³Ïïáñ-ûÕ³ÏÁ ¹³ßï ¿: ÎÇñ³é»Ýù Â»áñ»Ù 14-Ç

Ù³ëÝ³íáñ ¹»åùÇ ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ p å³ñ½ ÃíÇ Ñ³Ù³ñ Fpn

í»ñç³íáñ ¹³ßïÇ Ï³éáõóÙ³Ý Ñ³Ù³ñ:

¸Çóáõù n ≥ 2 & fx-Ý ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ µ³½Ù³Ý¹³Ù ¿ Fp å³ñ½

¹³ßïáõÙ & deg f = n: Ð³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 21-Ç Fpx╱fx

ý³Ïïáñ ûÕ³ÏÁ ¹³ßï ¿: ÆÝãå»ë óáõÛó ¿ÇÝù ïí»É Â»áñ»Ù 21-Ç

Ù³ëÝ³íáñ ¹»åùÇ áõëáõÝ³ëÇñáõÃÛ³Ý Å³Ù³Ý³Ï Fpx╱fx

¹³ßïÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ï³ññ (Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë Áëï

fx = fxgx ∣ gx ∈ Fpx Ç¹»³ÉÇ) å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿

ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý áñáßí³Í hx ∈ Fpx ÙÇ µ³½Ù³Ý¹³Ù, áñÇ Ñ³Ù³ñ

deg h < deg f: ²í»ÉÇ ëïáõÛ·, Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ

µ³½Ù³Ý¹³Ù ï³ÉÇë ¿ ÙÇ&ÝáõÛÝ hx ÙÝ³óáñ¹Á: ø³ÝÇ áñ

deg h < deg f = n, ³å³ hx = α0 + α1x +…+αn−1xn−1 & ³Û¹åÇëÇ

hx µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ pn (ù³ÝÇ áñ

α0,α1,… ,αn−1 ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇ ÁÝïñáõÃÛ³Ý »Õ³Ý³ÏÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ pn

¿): ²ÏÝÑ³Ûï ¿ Ý³&, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë å³ñáõÝ³ÏáõÙ

¿ �Çßï Ù»Ï Ñ³ï µ³½Ù³Ý¹³Ù, áñÇ ³ëïÇ�³ÝÁ �áùñ ¿ n-Çó (ù³ÝÇ áñ

¹ñ³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ý»ñÁ fx-Ç íñ³ µ³Å³Ý»ÉÇë Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý Ñ»Ýó

³Û¹ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ñ»ï): ²ÛëåÇëáí ëï³ó³Ýù, áñ Fpx╱fx

ï³ññ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ pn-Ç: ä³ñ½ ¿ áñ, »Ã» áñå»ë

Fpx╱fx ¹³ßïÇ ï³ññ»ñÇª Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ

Ý»ñÏ³Û³óáõóÇãÝ»ñ í»ñóÝ»Ýù Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý hx

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ, ³å³ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ ·áõÙ³ñáõÙÁ

& µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ ÏÑ³Ù³å³ï³ëË³Ý»Ý Áëï mod fx-Ç hx
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µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÙ³ÝÁ & µ³½Ù³å³ïÏÙ³ÝÁ: Üß³Ý³Ï»Ýù

θ-áí hx = x µ³½Ù³Ý¹³ÙÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÁ:

¸Çóáõù fx = β0 + β1x +…+βnxn: ¸Çï³ñÏ»Ýù β0 + β1θ +…+βnθn

Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÁ: ä³ñ½ ¿, áñ ¹ñ³ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý hx

µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ¹³ β0 + β1x +…+βnxnmod fx µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ¿,

áñÝ Ñ³í³ë³ñ ¿ 0-Ç: ²ÛëÇÝùÝ, θ-Ý fx µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ñÙ³ïÝ ¿

Fpx╱fx ¹³ßïáõÙ: ²ÛëåÇëáí Ï³éáõó»óÇÝù Fpn í»ñç³íáñ

¹³ßïÁ: ²ëáõÙ »Ý, áñ ³Ûë ¹»åùáõÙ Fpn ¹³ßïÁ ëï³óíáõÙ ¿ Fp-Çó

í»ñçÇÝÇÝ θ ³ñÙ³ïÁ ÙÇ³óÝ»Éáí:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ÝÏ³ï»É, áñ áñå»ë µ³½Çë (ÑÇß»Ýù, áñ ¹³ßïÁ ·Í³ÛÇÝ

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿ Fp-Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ) Ï³ñáÕ »Ýù í»ñóÝ»É

1, x,x2,… ,xn−1 µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Ñ³ñ³ÏÇó

¹³ë»ñÁ, ³ÛëÇÝùÝ Fpn ¹³ßïÇ 1,θ,θ2,… ,θn−1 ï³ññ»ñÁ: ÆëÏ³å»ë,

hx = α0 + α1x +…+αn−1xn−1 µ³½Ù³Ý¹³ÙÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ

Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÁ ¹³ α0 + α1θ +…+αn−1θn−1 ¹³ëÝ ¿: àõëïÇ, Fpn

¹³ßïÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ï³ññ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ 1,θ,θ2,… ,θn−1

ï³ññ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ûáí: ä³ñ½ ¿, áñ 1,θ,θ2,… ,θn−1

ï³ññ»ñÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë »Ý Fp-Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ: ÆëÏ³å»ë, ¹Çóáõù

γ0,γ1,… ,γn−1 ∈ Fp & γ0 + γ1θ +…+γn−1θn−1 = 0:

ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ γ0 + γ1θ +…+γn−1θn−1 ï³ññÇÝ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ hx µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ¹³ γ0 + γ1x +…+γn−1xn−1

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ¿, áñÁ fx-Ç íñ³ µ³Å³Ý»ÉÇë å»ïù ¿ ï³ ½ñáÛ³Ï³Ý

ÙÝ³óáñ¹, ÇÝãÁ ÑÝ³ñ³íáñ ¿ ÙÇ³ÛÝ γ0 = γ1 =…= γn−1 = 0 ¹»åùáõÙ:

àõëïÇ, ¹³ßïÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ï³ññ ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿

1,θ,θ2,… ,θn−1 ï³ññ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ûáí:

ÜÏ³ï»Ýù, áñ Ù»Ýù ³å³óáõó»óÇÝù Ý³&, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý

µ³½Ù³Ý¹³Ù Fpx-Çó, áñÇ Ñ³Ù³ñ θ-Ý ³ñÙ³ï ¿, ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç

µ³Å³ÝíáõÙ ¿ fx-Ç íñ³ (ù³ÝÇ áñ θ-Ý ³ñÙ³ï ¿ ³Û¹åÇëÇ
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µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ fx-Ç íñ³ µ³Å³Ý»Éáõó ëï³óí³Í ÙÝ³óáñ¹Çª hx-Ç

Ñ³Ù³ñ): ²ÛëÇÝùÝ, fx Ç¹»³ÉÁ Ï³½Ùí³Í ¿ µáÉáñ ³ÛÝ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇó, áñáÝó Ñ³Ù³ñ θ-Ý ³ñÙ³ï ¿ & fx-Á ³Ù»Ý³�áùñ

³ëïÇ�³ÝÇ ³Û¹åÇëÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇó Ù»ÏÝ ¿:

²ÛëåÇëáí ï»ë³Ýù, áñ Fpn ¹³ßïÁ Ï³éáõó»Éáõ Ñ³Ù³ñ µ³í³Ï³Ý ¿

áõÝ»Ý³É n-ñ¹ ³ëïÇ�³ÝÇ Fp-Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ áñ&¿ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ

µ³½Ù³Ý¹³Ù: êïáñ& Ï³å³óáõó»Ýù, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý Fp-Ç ¹»åùáõÙ

µáÉáñ n ≥ 1 Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý n-ñ¹ ³ëïÇ�³ÝÇ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñ: ²ÛëÇÝùÝ, µáÉáñ å³ñ½ p Ãí»ñÇ & µáÉáñ n ≥ 1

Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Fpn ¹³ßïÁ:

úñÇÝ³Ï

Î³éáõó»Ýù F32 ¹³ßïÁ: ¸ñ³ Ñ³Ù³ñ í»ñóÝ»Ýù fx = 2 + x + x2

µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ, áñÝ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ¿ F3x-áõÙ: ²ÛÅÙ F32 ¹³ßïÁ ¹³

F3x╱2 + x + x2 ¹³ßïÝ ¿, áñÇ ï³ññ»ñÁ 1 & θ ï³ññ»ñÇ µáÉáñ

·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ý»ñÇó »Ý µ³ÕÏ³ó³Í (³Ûëï»Õ θ ÙÇ³óíáÕ

³ñÙ³ïÝ ¿ª hx = x µ³½Ù³Ý¹³ÙÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Ñ³ñ³ÏÇó

¹³ëÝ ¿ F3x╱2 + x + x2-áõÙ): Âí³ñÏ»Ýù F32 -Ç ï³ññ»ñÁª

F32 = 0,1,2,θ, 1 + θ, 2 + θ, 2θ, 1 + 2θ, 2 + 2θ

Î³éáõó»Ýù ·áõÙ³ñÙ³Ý & µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ³ÕÛáõë³ÏÝ»ñÁ

Ï³ï³ñ»Éáí ·áõÙ³ñáõÙ & µ³½Ù³å³ïÏáõÙ Áëï mod2 + x + x2-Ç,

³ÛëÇÝùÝ û·ïí»Éáí ³ÛÝ µ³ÝÇó, áñ 2 + θ + θ2 = 0: úñÇÝ³Ïª

θ × θ = θ2 = −2 − θ = 1 + 2θ:

�áõÙ³ñÙ³Ý ³ÕÛáõë³Ïª
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+ 0 1 2 θ 1 + θ 2 + θ 2θ 1 + 2θ 2 + 2θ

0 0 1 2 θ 1 + θ 2 + θ 2θ 1 + 2θ 2 + 2θ

1 ■ 2 0 1 + θ 2 + θ θ 1 + 2θ 2 + 2θ 2θ

2 ■ ■ 1 2 + θ θ 1 + θ 2 + 2θ 2θ 1 + 2θ

θ ■ ■ ■ 2θ 1 + 2θ 2 + 2θ 0 1 2

1 + θ ■ ■ ■ ■ 2 + 2θ 2θ 1 2 0

2 + θ ■ ■ ■ ■ ■ 1 + 2θ 2 0 1

2θ ■ ■ ■ ■ ■ ■ θ 1 + θ 2 + θ

1 + 2θ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ 2 + θ θ

2 + 2θ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ 1 + θ

´³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ³ÕÛáõë³Ïª

× 0 1 2 θ 1 + θ 2 + θ 2θ 1 + 2θ 2 + 2θ

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 ■ 1 2 θ 1 + θ 2 + θ 2θ 1 + 2θ 2 + 2θ

2 ■ ■ 1 2θ 2 + 2θ 1 + 2θ θ 2 + θ 1 + θ

θ ■ ■ ■ 1 + 2θ 1 1 + θ 2 + θ 2 + 2θ 2

1 + θ ■ ■ ■ ■ 2 + θ 2θ 2 θ 1 + 2θ

2 + θ ■ ■ ■ ■ ■ 2 2 + 2θ 1 θ

2θ ■ ■ ■ ■ ■ ■ 1 + 2θ 1 + θ 1

1 + 2θ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ 2 2θ

2 + 2θ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ 2 + θ
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Ð³ßí»Ýù θ-Ç ³ëïÇ�³ÝÝ»ñÁª

θ0 = 1

θ1 = θ

θ2 = 1 + 2θ

θ3 = θ1 + 2θ = θ + 2θ2 = θ + 21 + 2θ = 2 + 2θ

θ4 = θ2 + 2θ = 2θ + 2θ2 = 2θ + 2 + 4θ = 2

θ5 = 2θ

θ6 = 2θ2 = 2 + θ

θ7 = θ2 + θ = 2θ + θ2 = 2θ + 1 + 2θ = 1 + θ

θ8 = θ1 + θ = θ + θ2 = θ + 1 + 2θ = 1

êï³óíáõÙ ¿, áñ θ-Ç ³ëïÇ�³ÝÝ»ñáí Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ »Ý F32 ¹³ßïÇ

µáÉáñ áã ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññ»ñÁ, ³ÛëÇÝùÝ áã ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññ»ñÁ

Ï³½ÙáõÙ »Ý óÇÏÉÇÏ ËáõÙµ Áëï µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý: êïáñ&

Ï³å³óáõó»Ýù, áñ ¹³ ï»ÕÇ áõÝÇ µáÉáñ í»ñç³íáñ ¹³ßï»ñÇ Ñ³Ù³ñ:

²ÛëáõÑ»ï& Fq
∗-áí ÏÝß³Ý³Ï»Ýù Fq ¹³ßïÇ áã ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññ»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñÝ ³ÏÝÑ³Ûïáñ»Ý Ï³½ÙáõÙ ¿ q − 1 Ï³ñ·Ç ËáõÙµ Áëï

µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý: Fq
∗-Á ÏáãíáõÙ ¿ ¹³ßïÇ

ÙáõÉïÇåÉÇÏ³ïÇí ËáõÙµ: àõñ»ÙÝ, Ûáõñ³ù³ãÛáõñ α ∈ Fq
∗

µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ xq−1 = 1 Ñ³í³ë³ñÙ³ÝÁ, ÇëÏ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ï³ññ

Fq-Çóª xq = x Ñ³í³ë³ñÙ³ÝÁ: ø³ÝÇ áñ xq − x µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ áõÝÇ áã

³í»É, ù³Ý q Ñ³ï ³ñÙ³ï, ³å³ ëïáõÛ· ¿, áñ
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xq − x = ∏
α∈Fq

x − α     (44)

äÝ¹áõÙ 34.

¸Çóáõù Fq ⊂ K, áñï»Õ K-Ý Ù»Ï ³ÛÉ í»ñç³íáñ ¹³ßï

¿: àñå»ë½Ç K ¹³ßïÇ α ï³ññÁ å³ïÏ³ÝÇ Fq ¹³ßïÇÝ

³ÝÑñ³Å»ßï ¿ & µ³í³ñ³ñ, áñ αq = α:

²å³óáõÛó. αq = α å³ÛÙ³ÝÁ ï»ÕÇ áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ

Å³Ù³Ý³Ï, »ñµ α-Ý xq − x µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ñÙ³ïÝ ¿: Ð³Ù³Ó³ÛÝ

(44) µ³Ý³Ó&Ç xq − x µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ñÙ³ïÝ»ñÁ Fq ¹³ßïÇ µáÉáñ

ï³ññ»ñÝ »Ý:

Â»áñ»Ù 35.

Fq ¹³ßïÇ ÙáõÉïÇåÉÇÏ³ïÇí ËáõÙµÁ óÇÏÉÇÏ ¿:

²å³óáõÛó. àõÝ»Ýù, áñ Fq
∗-Ç Ï³ñ·Á (ï³ññ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ) Ñ³í³ë³ñ

¿ q − 1: ¸Çï³ñÏ»Ýù q − 1-Ç í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ å³ñ½ Ãí»ñÇ

³ñï³¹ñÛ³ÉÇª q − 1 = p1
k1p2

k2⋯ps
ks : Üß³Ý³Ï»Ýù hi = pi

ki ,

i = 1,2,… , s: ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù (´»½áõÇ Ã»áñ»ÙÇó) x
q−1
pi − 1

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ñÙ³ïÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Fq
∗-áõÙ ãÇ ·»ñ³½³ÝóáõÙ q−1

pi

ÃÇíÁ, áõëïÇ Ï·ïÝíÇ αi ∈ Fq
∗, áñÇ Ñ³Ù³ñ αi

q−1
pi ≠ 1, i = 1,2,… , s:

Üß³Ý³Ï»Ýù βi = αi

q−1

hi , i = 1,2,… , s: ä³ñ½ ¿, áñ βi
hi = αi

q−1 = 1,

áõëïÇ βi-Ç Ï³ñ·Á hi-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñ ¿, ³ÛëÇÝùÝ pi
m ï»ëùÇ ÃÇí ¿,

áñï»Õ m ≤ ki: ºÃ» m < ki, ³å³ 1 = βi
pi

m

&
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1 = βi
pi

m pi

ki−m−1

= βi
pi

ki−1

= αi

q−1

hi

pi

ki−1

= αi

q−1
pi ≠ 1 :

àõëïÇª m = ki & βi-Ç Ï³ñ·Á Ñ³í³ë³ñ ¿ hi-Ç:

Üß³Ý³Ï»Ýùª β = β1β2…βs: êïáõ·»Ýù, áñ β-Ç Ï³ñ·Á Ñ³í³ë³ñ

¿ q − 1-Ç, ³ÛëÇÝùÝ β-Ý Fq
∗-Ç ÍÝÇãÝ ¿, áõëïÇ Fq

∗-Á óÇÏÉÇÏ ËáõÙµ ¿:

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ βq−1 = 1: ¸Çóáõù β-Ç Ï³ñ·Á q − 1-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñ ¿,

áñÁ ï³ñµ»ñ ¿ q − 1-Çó: ²Û¹ ¹»åùáõÙ β-Ç Ï³ñ·Á ÏÉÇÝÇ
q−1
p1

,
q−1
p2

,… ,
q−1
ps

Ãí»ñÇó Ù»ÏÇ µ³Å³Ý³ñ³ñÁ: àñáß³ÏÇáõÃÛ³Ý

Ñ³Ù³ñ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ β-Ç Ï³ñ·Á q−1
p1

-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿: ²Û¹

¹»åùáõÙ β
q−1
p1 = 1 & βi

q−1
p1 = βi

hi
p1

k1−1
h1…hi−1hi+1…hs = 1 µáÉáñ

i ∈ 2,… , s: àõñ»ÙÝª β1

q−1
p1 = 1 & q−1

p1
-Á å»ïù ¿ ÉÇÝÇ å³ïÇÏ β1-Ç

Ï³ñ·ÇÝª h1 = p1
k1 -ÇÝ, ë³Ï³ÛÝ ¹³ ³Û¹å»ë ã¿: Ð»ï&³µ³ñ β-Ç

Ï³ñ·Á q − 1 ¿: Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:
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ì»ñç³íáñ ¹³ßïÇ »ÝÃ³¹³ßï»ñÁ

²ÛÅÙ ÝÏ³ñ³·ñ»Ýù í»ñç³íáñ ¹³ßïÇ µáÉáñ »ÝÃ³¹³ßï»ñÁ:

äÝ¹áõÙ 36.

1. xm − 1 µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç
µ³Å³ÝíáõÙ ¿ xk − 1 µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ íñ³ ÙÇ³ÛÝ &
ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ m-Á ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç
µ³Å³ÝíáõÙ ¿ k-Ç íñ³

2. a ¹ñ³Ï³Ý ÃíÇ Ñ³Ù³ñ am − 1-Á ³é³Ýó
ÙÝ³óáñ¹Ç µ³Å³ÝíáõÙ ¿ ak − 1-Ç íñ³ ÙÇ³ÛÝ &
ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ m-Á ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç
µ³Å³ÝíáõÙ ¿ k-Ç íñ³

²å³óáõÛó. ²å³óáõó»Ýù 1.-Á: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ m ≥ k: ´³Å³Ý»Ýù

ÙÝ³óáñ¹áí m-Á k-Ç íñ³ª m = kt + r, 0 ≤ r < k, ³å³

xm − 1

xk − 1
= xr xkt − 1

xk − 1
+ xr − 1

xk − 1

ø³ÝÇ áñ xkt − 1

xk − 1
= xkt−1 + xkt−2 +…+xk + 1, ³å³ xm − 1

xk − 1
-Á

µ³½Ù³Ý¹³Ù ¿ ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ xr − 1

xk − 1
-Ý ¿

µ³½Ù³Ý¹³Ù: ê³Ï³ÛÝ ³ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ xr − 1

xk − 1
-Á µ³½Ù³Ý¹³Ù ¿ ÙÇ³ÛÝ

»ñµ r = 0:

äÝ¹Ù³Ý 2. Ï»ïÝ ³å³óáõóíáõÙ ¿ ÝÙ³Ý³å»ë:

Â»áñ»Ù 37.
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¸Çóáõù ïñí³Í ¿ Fpn ¹³ßïÁ: n-Ç Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ d

µ³Å³Ý³ñ³ñÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Fpn ¹³ßïÇ

ÙÇ³Ï Fpd »ÝÃ³¹³ßïÁ: Fpn ¹³ßïÁ ³ÛÉ »ÝÃ³¹³ßï»ñ

ãáõÝÇ:
²å³óáõÛó. ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ Fpn ¹³ßïÇ µáÉáñ »ÝÃ³¹³ßï»ñÝ áõÝ»Ý

ÙÇ&ÝáõÛÝ µÝáõÃ³·ñÇãÁ, áñÝ Ñ³í³ë³ñ ¿ p-Ç: ¸Çóáõù Fpd ⊂ Fpn :

²å³óáõó»Ýù, áñ d-Ý n-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿: F
pd
∗ -Ç ï³ññ»ñÁ pd − 1

Ñ³ï »Ý & µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý xpd−1 − 1 = 0 Ñ³í³ë³ñÙ³ÝÁ, ë³Ï³ÛÝ

¹ñ³Ýù Ý³& Fpn
∗ -Çó »Ý & µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý xpn−1 − 1 = 0

Ñ³í³ë³ñÙ³ÝÁ, áõëïÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ (44) µ³Ý³Ó&Ç ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ

xpn−1 − 1 µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ µ³Å³ÝíáõÙ ¿ xpd−1 − 1 µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ íñ³

³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç: Ð³Ù³Ó³ÛÝ äÝ¹áõÙ 36-Ç 1. Ï»ïÇ pn − 1-Á

µ³Å³ÝíáõÙ ¿ pd − 1-Ç íñ³, ÇëÏ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ ÝáõÛÝ åÝ¹Ù³Ý 2. Ï»ïÇ

n-Á µ³Å³ÝíáõÙ ¿ d-Ç íñ³:

¸Çóáõù ³ÛÅÙ d-Ý n-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿: ²å³óáõó»Ýù, áñ Fpn

¹³ßïÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ Fpd »ÝÃ³¹³ßïÁ & ³ÛÝ ÙÇ³ÏÝ ¿:

Üß³Ý³Ï»Ýùª E = α ∈ Fpn ∣ αpd = α: ²Ûë µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ¹³ßï ¿:

ÆëÏ³å»ë, »Ã» α,β ∈ E, ³å³

α + βpd

Ñ³Ù³Ó³ÛÝ (43)

= αpd + βpd = α + β

αβpd

= αpdβpd = αβ

α−1pd

= αpd −1
= α−1 Ï³Ù³Û³Ï³Ý α ≠ 0 Ñ³Ù³ñ

²ÛëåÇëáí, 0,1 ∈ E, Ý³& α,β ∈ E  α + β,αβ ∈ E &, í»ñç³å»ë,

0 ≠ α ∈ E  α−1 ∈ E: àõëïÇ, E-Ý ¹³ßï ¿:

àõÝ»Ýù, áñ E∗-Ç ï³ññ»ñÁ xpd−1 − 1 µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ñÙ³ïÝ»ñÝ »Ý

Fpn ¹³ßïáõÙ: ø³ÝÇ áñ d-Ý n-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿, ³å³ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ
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äÝ¹áõÙ 36-Ç pn − 1-Á µ³Å³ÝíáõÙ ¿ pd − 1-Ç íñ³ & xpn−1 − 1

µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ µ³Å³ÝíáõÙ ¿ xpd−1 − 1 µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ íñ³: àõñ»ÙÝ,

xpn − x µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ µ³Å³ÝíáõÙ ¿ xpd − x µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ íñ³ &

Ï·ïÝíÇ ÙÇ gx µ³½Ù³Ý¹³Ù, áñ xpn − x = xpd − x gx &

deg gx = pn − pd: ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù, xpn − x µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ áõÝÇ �Çßï

pn Ñ³ï ï³ñµ»ñ å³ñ½ (áã å³ïÇÏ) ³ñÙ³ï, áñáÝù Ï³½ÙáõÙ »Ý Fpn

¹³ßïÁ: ø³ÝÇ áñ xpd − x & gx µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ xpn − x-Ç

µ³Å³Ý³ñ³ñÝ»ñÝ »Ý, ³å³ ¹ñ³Ýó ³ñÙ³ïÝ»ñÁ ÝáõÛÝå»ë å³ñ½ »Ý

(å³ïÇÏ ã»Ý): ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ xpd − x gx-Ç ³ñÙ³ïÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ

¹³ xpd − x-Ç & gx-Ç ³ñÙ³ïÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÝ ¿: ºÃ»

xpd − x µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ñÙ³ïÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ pd-Çó �áùñ ¿, ³å³

xpn − x = xpd − x gx-Ç ³ñÙ³ïÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ ÏÉÇÝÇ �áùñ

pd + pn − pd = pn-Çó, ÇÝãÝ ³ÝÑÝ³ñ ¿: Ð»ï&³µ³ñ xpd − x

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ áõÝÇ �Çßï pd Ñ³ï ï³ñµ»ñ å³ñ½ ³ñÙ³ï, áñáÝù ¿É

Ï³½ÙáõÙ »Ý Fpd ¹³ßïÁ: ²ÛëÇÝùÝª E = Fpd :

ºÃ» H-Á Ù»Ï ³ÛÉ »ÝÃ³¹³ßï ¿ Fpn -áõÙ & áõÝÇ pd Ñ³ï ï³ññ,

³å³ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ äÝ¹áõÙ 34-Ç ³Û¹ ï³ññ»ñÁ å»ïù ¿ µ³í³ñ³ñ»Ý

xpd − x = 0 Ñ³í³ë³ñÙ³ÝÁ, ³ÛëÇÝùÝ H = E: Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í

¿:

úñÇÝ³Ï

ÜÏ³ñ³·ñ»Ýù F4096 = F212 ¹³ßïÇ µáÉáñ »ÝÃ³¹³ßï»ñÁ:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 37-Ç ëï³ÝáõÙ »Ýù »ÝÃ³¹³ßï»ñÇ

Ý»ñ¹ñí³ÍáõÃÛ³Ý Ñ»ï&Û³É å³ïÏ»ñÁª
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ì»ñç³íáñ ¹³ßï»ñÇ ·áÛáõÃÛáõÝÁ

äÝ¹áõÙ 38.

¸Çóáõù fx ∈ Fpx ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ µ³½Ù³Ý¹³Ù ¿: xpk − x

µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ µ³Å³ÝíáõÙ ¿ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç fxÇ

íñ³ ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ k-Ý µ³Å³ÝíáõÙ

¿ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç deg fx-Ç íñ³:
²å³óáõÛó. ¸Çóáõù deg fx = n & xpk − x-Á µ³Å³ÝíáõÙ ¿ fx-Ç

íñ³: ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù, Fpn ¹³ßïÁ ëï³óíáõÙ ¿ áñå»ë Fpx╱fx

& θ-Ý ¹³ x µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÝ ¿: �Çï»Ýù Ý³&, áñ Fpn

¹³ßïÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ï³ññ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ 1,θ,θ2,… ,θn−1

ï³ññ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ûáí: ì»ñóÝ»Ýù Fpn ¹³ßïÇ

Ï³Ù³Û³Ï³Ý ï³ññª γ0 + γ1θ +…+γn−1θn−1, γi ∈ Fp,

i = 0,1,… ,n − 1: ø³ÝÇ áñ γi ∈ Fp ëï³ÝáõÙ »Ýùª γi
pk

= γi µáÉáñ

i = 0,1,… ,n − 1 Ñ³Ù³ñ: ´³ñÓñ³óÝ»Ýù γ0 + γ1θ +…+γn−1θn−1

ï³ññÁ pk ³ëïÇ�³Ýª

γ0 + γ1θ +…+γn−1θn−1pk

= γ0 + γ1θpk +…+γn−1 θpk n−1
:

ø³ÝÇ áñ xpk − x-Á µ³Å³ÝíáõÙ ¿ fx-Ç íñ³, ³å³ fx-Ç ³ñÙ³ïÁ

Ý³& xpk − x-Ç ³ñÙ³ïÝ ¿, áõëïÇ θ-Ý µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ θpk = θ

Ñ³í³ë³ñÙ³ÝÁ &

γ0 + γ1θ +…+γn−1θn−1pk

= γ0 + γ1θ +…+γn−1θn−1:

àõñ»ÙÝ Fpn ¹³ßïÇ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ xpk − x µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ

³ñÙ³ïÝ»ñÝ »Ý, Ñ»ï&³µ³ñ Fpn -Á Fpk -Ç »ÝÃ³¹³ßïÝ ¿ & Ñ³Ù³Ó³ÛÝ

Â»áñ»Ù 37-Ç k-Ý å»ïù ¿ µ³Å³ÝíÇ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç n-Ç íñ³:

¸Çóáõù ³ÛÅÙ k-Ý µ³Å³ÝíáõÙ ¿ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç n-Ç íñ³:

àõÝ»Ýù, áñ θpn = θ & θ-Ý xpn − x-Ç ³ñÙ³ïÝ ¿, Ñ»ï&³µ³ñ, ÇÝãå»ë
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³ñ¹»Ý å³ñ½»É »Ýù, xpn − x-Á µ³Å³ÝíáõÙ ¿ fx-Ç íñ³ (Fpx-Ç

µáÉáñ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ, áñáÝó Ñ³Ù³ñ θ-Ý ³ñÙ³ï ¿, µ³Å³ÝíáõÙ »Ý

fx-Ç íñ³): Ð³Ù³Ó³ÛÝ äÝ¹áõÙ 36-Ç xpk − x-Á Çñ Ñ»ñÃÇÝ

µ³Å³ÝíáõÙ ¿ xpn − x-Ç íñ³, áõëïÇ xpk − x-Á µ³Å³ÝíáõÙ ¿ fx-Ç

íñ³:

Â»áñ»Ù 39.

¸Çóáõù Fpn ¹³ßïÁ Ï³éáõóí³Í ¿ n-ñ¹ ³ëïÇ�³ÝÇ

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ fx µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ÙÇçáóáí, ³ÛëÇÝùÝ Fpn

¹³ßïÁ ëï³óí³Í ¿ áñå»ë Fpx╱fx & θ-Ý ¹³ x

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÝ ¿: ²Ûë ¹»åùáõÙ fx

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ µáÉáñ ³ñÙ³ïÝ»ñÁ å³ñ½ »Ý (¹ñ³Ýó

å³ïÇÏáõÃÛáõÝÁ 1 ¿), ¹ñ³Ýù µáÉáñÁ å³ïÏ³ÝáõÙ »Ý

Fpn-ÇÝ & ¹ñ³Ýù Ñ»ï&Û³ÉÝ »Ýª

θ,θp,θp2

,… ,θpn−1

²å³óáõÛó. ¸Çóáõù fx = α0 + α1x +…+αnxn: ø³ÝÇ áñ θ-Ý

³ñÙ³ï ¿, ³å³ fθ = α0 + α1θ +…+αnθn = 0: fx-Ç

·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ Fp ¹³ßïÇó »Ý, Ñ»ï&³µ³ñ αi
p = αi, i = 0,1,… ,n:

Ð³ßí»Ýùª

fθp = α0 + α1θp + α2θp2 +…+αnθpn =

α0
p + α1

pθp + α2
pθ2p +…+αn

pθnp:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ (43)-Ç ëï³ÝáõÙ »Ýùª

fθp = α0 + α1θ + α2θ2 +…+αnθnp = 0

& θp-Ý ÝáõÛÝå»ë ³ñÙ³ï ¿: ÜÙ³Ý³å»ë ³å³óáõóíáõÙ ¿, áñ

³ñÙ³ïÝ»ñ »Ý Ý³& θp2

,… ,θpn−1

ï³ññ»ñÁ:
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òáõÛó ï³Ýù ³ÛÅÙ, áñ θ,θp,θp2

,… ,θpn−1

³ñÙ³ïÝ»ñÁ ï³ñµ»ñ »Ý:

¸Çóáõù θpk = θpm

, áñï»Õ 0 ≤ k < m ≤ n − 1: Ð³í³ë³ñáõÃÛ³Ý

»ñÏáõ ÏáÕÙ»ñÁ µ³ñÓñ³óÝ»Ýù pn−m ³ëïÇ�³Ýª θpk pn−m

= θpm pn−m

:

àõëïÇ, θpn+k−m = θ & θ-Ý xpn+k−m − x µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ñÙ³ïÝ ¿: ÆÝãå»ë

·Çï»Ýù Fpx-Ç Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ µ³½Ù³Ý¹³Ù, áñÇ Ñ³Ù³ñ θ-Ý ³ñÙ³ï

¿, µ³Å³ÝíáõÙ ¿ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç fx-Ç íñ³: Ð»ï&³µ³ñ

xpn+k−m − x µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ µ³Å³ÝíáõÙ ¿ fx-Ç íñ³: Ð³Ù³Ó³ÛÝ

äÝ¹áõÙ 38-Ç n + k − m-Á µ³Å³ÝíáõÙ ¿ n-Ç íñ³: ê³Ï³ÛÝ

n + k − m < n & n-Á ãÇ Ï³ñáÕ ÉÇÝ»É n + k − m-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñ: àõëïÇ

µáÉáñ θ,θp,θp2

,… ,θpn−1

³ñÙ³ïÝ»ñÁ ï³ñµ»ñ »Ý: ø³ÝÇ áñ ³Ûë

³ñÙ³ïÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ fx-Ç ³ëïÇ�³ÝÇÝ, ³å³ µáÉáñ

³ñÙ³ïÝ»ñÇ å³ïÇÏáõÃÛáõÝÁ 1 ¿: Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

Â»áñ»Ù 40.

¸Çóáõù Pdx-Á Fpx-áõÙ µáÉáñ d ³ëïÇ�³ÝÇ

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ÝáñÙ³íáñí³Í (x �á�áË³Ï³ÝÇ

³Ù»Ý³Ù»Í ³ëïÇ�³ÝÇ ·áñÍ³ÏÇóÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ 1-Ç)

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ ¿: êïáõÛ· ¿ Ñ»ï&Û³É

µ³Ý³Ó&Áª

xpn − x = ∏
d∣n

Pdx

²å³óáõÛó. Ð³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 25-Ç Ñ»ï&³ÝùÇ Fpx-Á

ý³ÏïáñÇ³É ûÕ³Ï ¿ & xpn − x µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý

Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³Éáí: ²Û¹

Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý Ù»ç Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ³ñï³¹ñÇã
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Ï�áË³ñÇÝ»Ýù Ýñ³Ý ³ëáóÇ³óí³Í ÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Ù³Ý¹³Ùáí

�³Ï³·Í»ñÇó ¹áõñë Ñ³Ý»Éáí x-Ç ³Ù»Ý³Ù»Í ³ëïÇ�³ÝÇ ·áñÍ³ÏÇóÁ:

ø³ÝÇ áñ xpn − x µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ÝáñÙ³íáñí³Í ¿, ³å³ ³Û¹

·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ÏÉÇÝÇ Ñ³í³ë³ñ 1-Ç:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ äÝ¹áõÙ 38-Ç, fx ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ xpn − x

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ µ³Å³Ý³ñ³ñ ¿ ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ

deg fx-Á n-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿: àõñ»ÙÝ xpn − x-Á µáÉáñ ³ÛÝ

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ ¿, áñáÝó

³ëïÇ�³ÝÁ n-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿: Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

Üß³Ý³Ï»Ýù Nd-áí Fpx-áõÙ µáÉáñ d ³ëïÇ�³ÝÇ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ

ÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ:

Â»áñ»Ù 40-Ç µ³Ý³Ó&Ç ³ç & Ó³Ë Ù³ë»ñÇ ³ëïÇ�³ÝÝ»ñÝ Çñ³ñ

Ñ³í³ë³ñ»óÝ»Éáí ëï³ÝáõÙ »Ýùª

pn = ∑
d∣n

dNd     (45)

Â»áñ»Ù 41.

Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ n ≥ 1 Ñ³Ù³ñ Fpx-áõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ

áõÝÇ n-ñ¹ ³ëïÇ�³ÝÇ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ µ³½Ù³Ý¹³Ù:

²å³óáõÛó. n = 1 ¹»åùáõÙ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ·Í³ÛÇÝ µ³½Ù³Ý¹³Ù

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ¿, ³Û¹ å³ï�³éáí Ñ³Ù³ñ»Ýù, áñ n ≥ 2: (45)-Çó

Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ pn ≥ nNn µáÉáñ n ≥ 1 Ñ³Ù³ñ: Üß³Ý³Ï»Ýù ⌊m⌋-áí m
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ÃíÇ ³ÙµáÕç Ù³ëÁ: ø³ÝÇ áñ n-Ç ³Ù»Ý³Ù»Í µ³Å³Ý³ñ³ñÁ Ï³Ù n
2

¿

(½áõÛ· n-Ç ¹»åùáõÙ), Ï³Ù ¿É ãÇ ·»ñ³½³ÝóáõÙ n
2

-Á, ³å³

pn = nNn +∑
d∣n

d≠n

dNd ≤ nNn + ∑
d=1

n
2

dNd ≤

nNn + ∑
d=1

n
2

pd ≤ nNn + n
2

p
n
2

&

nNn ≥ pn − n
2

p
n
2     (46)

ØÛáõë ÏáÕÙÇó, ù³ÝÇ áñ n ≥ 2, ³å³

2n = ∑
k=0

n

n
k

≥ 1 + n +
nn − 1

2
=

n2 + n + 2
2

> n2

4
,

áõëïÇ 2
n
2 > n

2
: Ð»ï&³µ³ñ, p

n
2 ≥ 2

n
2 > n

2
& pn > n

2
p

n
2 :

ì»ñç³å»ë, (46)-Çó ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ nNn > 0 & Nn > 0: Â»áñ»ÙÝ

³å³óáõóí³Í ¿:

Ð»ï&³Ýù

Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ p å³ñ½ ÃíÇ & n ≥ 1 µÝ³Ï³Ý ÃíÇ

Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Fpn í»ñç³íáñ ¹³ßïÁ:
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