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ÐºÔÆÜ²ÎÆ ÎàÔØÆò 

 
§´³ñÓñ³·áõÛÝ Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³¦ Ó»éÝ³ñÏÇ ³Ûë Ñ³ïáñÁ ³ÙμáÕ-

çáõÃÛ³Ùμ ÝíÇñí³Í ¿ Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ¹Çý»ñ»Ý-
óÇ³É Ñ³ßíÇÝ: 

²é³çÇÝ Ñ³ïáñÁ μ³ÕÏ³ó³Í ¿ñ ÑÇÝ· ·ÉËÇó: ²Ûëï»Õ, μÝ³Ï³-
Ý³μ³ñ, ³é³çÇÝÁ í»ó»ñáñ¹ ·ÉáõËÝ ¿: ²Û¹ ·ÉËáõÙ ïñí³Í »Ý ýáõÝÏ-

óÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ ¨ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñÁ՝ Çñ»Ýó μÝ³·Ç-

ï³Ï³Ý áõ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý Ù»ÏÝ³μ³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñáí: ´»ñí³Í »Ý 
¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÝ»ñÁ ¨, ³ÛÝáõÑ»ï¨, ÑÇÙÝ³Ï³Ý ï³ññ³Ï³Ý 
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ μ³Ý³Ó¨»ñÁ: 

ÚáÃ»ñáñ¹ ·ÉËáõÙ ß³ñ³¹ñí³Í »Ý ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³ßíÇ ÑÇÙÝ³-
Ï³Ý μ³Ý³Ó¨»ñÁ: Ü»ñÏ³Û³óí³Í »Ý μáÉáñ ÑÇÙÝ³Ï³Ý ï³ññ³Ï³Ý 
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ã»ÛÉáñÛ³Ý í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³-
ÙÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ·Ý³Ñ³ïÙ³Ùμ: 

ì»ñçÇÝ` áõÃ»ñáñ¹ ·ÉáõËÁ, ³Ù»Ý³Í³í³ÉáõÝÝ ¿: ²Û¹ï»Õ Ý³-
Ëáñ¹ »ñÏáõ ·ÉËáõÙ Ùß³Ïí³Í ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³ßíÇ Ù»Ãá¹Ý»ñÁ ÏÇ-
ñ³éíáõÙ »Ý ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ³å³óáõóÙ³Ý, ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
ÙáÝáïáÝáõÃÛ³Ý, ¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñÇ ¨ áõéáõóÇÏáõÃÛ³Ý Ñ»ï³½áïÙ³Ý 
ËÝ¹ÇñÝ»ñáõÙ: 

Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ ·ÉËÇ í»ñçáõÙ, ÇÝãå»ë ¹³ ³é³çÇÝ Ñ³ïáñáõÙ 
¿ñ, μ»ñí³Í »Ý ·áñÍÝ³Ï³Ý ¨ ï»ë³Ï³Ý μÝáõÛÃÇ μ³½Ù³ÃÇí í³ñ-
ÅáõÃÛáõÝÝ»ñ: 

¶ñùÇ ³Ûë Ñ³ïáñÇ Ó»é³·ÇñÝ ¿É, ÇÝãå»ë ¨ ³é³çÇÝ Ñ³ïáñÇÝÁ, 
Ù³Ýñ³Ù³ëÝ ÁÝÃ»ñóí»É ¿ ºäÐ Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³ÛÇ ¨ Ù»Ë³ÝÇÏ³ÛÇ ý³-
ÏáõÉï»ïÇ ¹»Ï³Ý, Ð²² ÃÕÃ³ÏÇó-³Ý¹³Ù, åñáý»ëáñ ². ². ê³Ñ³Ï-
Û³ÝÇ ÏáÕÙÇó: Î³ï³ñí»É »Ý μ³½Ù³ÃÇí û·ï³Ï³ñ ¹ÇïáÕáõÃÛáõÝ-
Ý»ñ ¨ ßïÏáõÙÝ»ñ, áñÇ Ñ³Ù³ñ ³Ûë ³Ý·³Ù ¿É Ýñ³Ý ÇÙ ³ÝÏ»ÕÍ ßÝáñ-
Ñ³Ï³ÉáõÃÛáõÝÝ »Ù Ñ³ÛïÝáõÙ: 

 

È.Ð. ¶³ÉëïÛ³Ý 
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¶ È àô Ê  VI 

 

¸ÆüºðºÜòÆ²È Ð²ÞÆì: 
üàôÜÎòÆ²ÚÆ ²Ì²ÜòÚ²ÈÀ 

 
§ 1. ²Ì²ÜòÚ²ÈÆ ê²ÐØ²ÜàôØÀ 

 

1û. ²Í³ÝóÛ³ÉÇ ·³Õ³÷³ñÇÝ Ñ³Ý·»óÝáÕ μÝ³·Çï³Ï³Ý ËÝ¹Çñ-
Ý»ñ:  

I. Ø³ëÝÇÏÇ áõÕÕ³·ÇÍ ¨ Ñ³í³ë³ñ³ã³÷ ß³ñÅÙ³Ý ûñ»ÝùÁ 
ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ ( )S t t  Ñ³í³ë³ñáõÙáí, áñï»Õ t -Ý Å³Ù³Ý³ÏÝ ¿, 

 -Ý` ß³ñÅÙ³Ý ³ñ³·áõÃÛáõÝÁ, ÇëÏ ( )S t -Ý` ³Ýó³Í ×³Ý³å³ñÑÁ: 

²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ ß³ñÅáõÙÁ Ñ³í³ë³ñ³ã³÷ ã¿ ( -Ý Ñ³ëï³-

ïáõÝ ã¿), Å³Ù³Ý³ÏÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 0t  å³ÑÇÝ ß³ñÅÙ³Ý ³ñ³·áõÃ-

ÛáõÝÁ ·Ý³Ñ³ï»Éáõ Ñ³Ù³ñ í³ñíáõÙ »Ý Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå. Ñ³ßíáõÙ »Ý 

0t -ÇÝ ³ÝÙÇç³å»ë Ñ³çáñ¹áÕ Ï³Ù Ý³Ëáñ¹áÕ t  Å³Ù³Ý³Ï³ÙÇçá-

óáõÙ Ù³ëÝÇÏÇ ³Ýó³Í 0 0( ) ( )S S t t S t      ×³Ý³å³ñÑÁ ¨ μ³Å³-

ÝáõÙ ³ÛÝ t -Ç: êï³óí³ÍÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý 0t -Çó 0t t  -Ý ÁÝÏ³Í Å³-

Ù³Ý³Ï³Ñ³ïí³ÍáõÙ ß³ñÅÙ³Ý ÙÇçÇÝ ³ñ³·áõÃÛáõÝ ¨ Ýß³Ý³ÏáõÙ` 

0 0( ) ( )S t t S t S

t t


   
 

 ÙÇç. : (1) 

àñù³Ý ÷áùñ ¿ 0t -Çó Å³Ù³Ý³ÏÇ t  ß»ÕáõÙÁ, ³ÛÝù³Ý (1) μ³-

Ý³Ó¨áí ë³ÑÙ³Ýí³Í ÙÇçÇÝ ³ñ³·áõÃÛáõÝÁ ×ß·ñÇï ¿ ³ñï³Ñ³ÛïáõÙ 

ß³ñÅÙ³Ý ³ñ³·áõÃÛáõÝÁ Å³Ù³Ý³ÏÇ Ñ»Ýó 0t  å³ÑÇÝ: ¸³ ÑÇÙù ÁÝ-

¹áõÝ»Éáí` ó³ÝÏ³ó³Í t  å³ÑÇÝ Ù³ëÝÇÏÇ ß³ñÅÙ³Ý (³ÏÝÃ³ñÃ³ÛÇÝ) 
³ñ³·áõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³ÝáõÙ »Ý 

0 0

( ) ( )( ) lim lim
t t

S t t S t S
t

t t


   

   
 

 
 (2) 

μ³Ý³Ó¨áí: 
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úñÇÝ³Ï 1: Ø³ñÙÝÇ ³½³ï ³ÝÏÙ³Ý ûñ»ÝùÁ ïñíáõÙ ¿ 2( ) 2S t gt  

μ³Ý³Ó¨áí, áñï»Õ t -Ý ³ÝÏÙ³Ý ëÏ½μÝ³å³ÑÇó Ñ³ßí³Í Å³Ù³Ý³ÏÝ ¿, g -

Ý` ³ÝÏÙ³Ý ³ñ³·³óáõÙÁ, ÇëÏ ( )S t -Ý` Ù³ñÙÝÇ ³Ýó³Í ×³Ý³å³ñÑÁ: 

Ð³ßí»Ýù Å³Ù³Ý³ÏÇ t  å³ÑÇÝ Ù³ñÙÝÇ ³½³ï ³ÝÏÙ³Ý ³ÏÝÃ³ñÃ³ÛÇÝ 
³ñ³·áõÃÛáõÝÁ: àõÝ»Ýù` 

2 2

0 0

( ) ( ) 1 ( )( ) lim lim
2 2t t

S t t S t g t t gt
t

t t


   

     
    

   
2

0 0

1lim lim :
2 2t t

g t g t
gt t gt gt

t   

               
 

 

II. øÇÙÇ³Ï³Ý é»³ÏóÇ³ÛÇ ÁÝÃ³óùáõÙ ·áÛ³óáÕ ÝÛáõÃÇ ù³Ý³-
ÏáõÃÛáõÝÁ` Q -Ý, t  Å³Ù³Ý³ÏÇó Ï³Ëí³Í ýáõÝÏóÇ³ ¿. ( )Q Q t : 

ò³ÝÏ³ó³Í t -Ç Ñ³Ù³ñ 

0 0

( ) ( )( ) lim lim
t t

Q t t Q t Q
q t

t t   

   
 

 
 (3) 

μ³Ý³Ó¨áí ë³ÑÙ³ÝíáÕ Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Å³Ù³Ý³ÏÇ t  
å³ÑÇÝ é»³ÏóÇ³ÛÇ ³ñ³·áõÃÛáõÝ: 

 

III. ¸Çóáõù Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ ïñí³Í L  ÏáñÇ (·Í. 1) »ñÏ³ÛÝùáí 
μ³ßËí³Í ¿ áñáß³ÏÇ ½³Ý·í³Í: ÎáñÇ A  Í³Ûñ³Ï»ïÁ (ÏáñÇ ëÏÇ½μÁ) 

÷á÷áË³Ï³Ý P  Ï»ïÇÝ ÙÇ³óÝáÕ 
³Õ»ÕÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù 
s -áí, ÇëÏ AP  ³Õ»ÕÇ ½³Ý·í³ÍÁ` 
m -áí: ä³ñ½ ¿, áñ m -Á ýáõÝÏóÇ³ 

¿ s -Çó, ( )m m s : 

²ÝóÝ»Éáí P  Ï»ïÇó ÏáñÇ Ù»Ï 

³ÛÉ` P  Ï»ïÇ` P -Ý P -ÇÝ ÙÇ³ó-
ÝáÕ ³Õ»ÕÇ »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ Ýß³-
Ý³Ï»Ýù s -áí: ÜáõÛÝ ³Û¹ ³Õ»ÕÇ 

½³Ý·í³ÍÁ, ³ÏÝÑ³Ûï ¿, Ñ³í³ë³ñ ÏÉÇÝÇ ( ) ( )m m s s m s      

ï³ñμ»ñáõÃÛ³ÝÁ: 

îñí³Í PP  ³Õ»ÕÇ m  ½³Ý·í³ÍÇ ¨ s  »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý Ñ³ñ³-

μ»ñáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý PP  ³Õ»ÕÇ íñ³ μ³ßËí³Í ½³Ý·í³ÍÇ 
ÙÇçÇÝ (·Í³ÛÇÝ) ËïáõÃÛáõÝ: ÆëÏ 

·Í. 1 
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0 0

( ) ( )( ) lim lim
s s

m m s s m s
s

s s


   

   
 

 
 (4) 

μ³Ý³Ó¨áí ë³ÑÙ³Ýí³Í ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ ½³Ý·í³ÍÇ μ³ßËÙ³Ý 
ËïáõÃÛ³Ý ýáõÝÏóÇ³: Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ s -Ç Ñ³Ù³ñ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

( )s  ³ñÅ»ùÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý s -ÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ P  Ï»ïáõÙ 

½³Ý·í³ÍÇ (·Í³ÛÇÝ) ËïáõÃÛáõÝ: 
ÆÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù, μ»ñí³Í »ñ»ù ËÝ¹ÇñÝ»ñáõÙ ¿É (2), (3) ¨ 

(4) μ³Ý³Ó¨»ñáí ë³ÑÙ³Ýí³Í Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ï³éáõóíáõÙ »Ý ÝáõÛÝ 
»Õ³Ý³Ïáí: ²Ýï»ë»Éáí Ñ³ñóÇ ½áõï μÝ³·Çï³Ï³Ý ³ëå»ÏïÝ»ñÁ ¨ 
³é³ÝÓÝ³óÝ»Éáí ³Û¹ ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñáõÙ ÏÇñ³éí³Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ 
Ùáï»óáõÙÁ` Ñ³Ý·áõÙ »Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ ·³Õ³÷³ñÇÝ: 

 
2û. ²Í³ÝóÛ³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ: îñí³Í ¿ ( )y f x  ( )a x b   

ýáõÝÏóÇ³Ý: ¸Çï³ñÏ»Ýù 0 ( ; )x a b  Ï»ïÁ: 

²ñ·áõÙ»ÝïÇ ó³ÝÏ³ó³Í 0( )x x x  ³ñÅ»ùÇ Ñ³Ù³ñ 0x x x    

ï³ñμ»ñáõÃÛáõÝÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý 0x  Ï»ïáõÙ ³ñ·áõÙ»ÝïÇ ³×: ¸ñ³Ý 

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý` 0 0( ) ( ) ( )y f x f x f x      ï³ñμ»ñáõÃÛáõÝÝ ³Ý-

í³ÝáõÙ »Ý ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×: 

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 1: üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç ¨ ³Û¹ ³×Ý ³é³ç³óÝáÕ ³ñ·áõ-
Ù»ÝïÇ ³×Ç Ñ³ñ³μ»ñáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ, »ñμ ³ñ·áõÙ»ÝïÇ ³×Á 
Ó·ïáõÙ ¿ 0-Ç, ÏáãíáõÙ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³É ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ` 

0
00

( )lim ( )
x

f x
f x

x 

 


: (5) 

ºÃ» Ýßí³Í ë³ÑÙ³ÝÁ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ¨ í»ñç³íáñ ¿, ³å³ f -Ý 

³Ýí³ÝáõÙ »Ý 0x  Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ: Ð³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ ³ëáõÙ 

»Ý, áñ f -Ý 0x -áõÙ ³Í³ÝóÛ³É ãáõÝÇ Ï³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ã¿: 

²Í³ÝóÛ³ÉÇ Ýß³Ý³ÏÙ³Ý (5)-áõÙ Ý»ñÏ³Û³óí³Í Ó¨Ý ³é³ç³ñÏ»É ¿ 
È³·ñ³ÝÅÁ*: ÆëÏ È³ÛμÝÇóÁ, áí, Ç ¹»å, Ñ³Ù³ñíáõÙ ¿ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ ·³-
Õ³÷³ñÇ Ñ»ÕÇÝ³ÏÁ, Çñ ³ßË³ï³ÝùÝ»ñáõÙ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ Ýß³Ý³ÏÙ³Ý 

Ñ³Ù³ñ û·ï³·áñÍ»É ¿ 0( )df x

dx
 ( 0( )df x  Áëï dx -Ç), 

df

dx
 Ï³Ù 

dy

dx
 

                                                 
* Äá½»ý ÈáõÇ  È³·ñ³ÝÅ (1736-1813), ýñ³ÝëÇ³óÇ Ù³Ã»Ù³ïÇÏáë: 
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ëÇÙíáÉÝ»ñÁ: ¸³, Áëï ³Ù»Ý³ÛÝÇ, å³ÛÙ³Ý³íáñí³Í ¿ »Õ»É Ýñ³Ýáí, 
áñ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ³×»ñÇ Ñ³ñ³μ»ñáõÃÛ³Ý (Ïáïáñ³ÏÇ) ë³ÑÙ³Ý ¿: 
¼·áõß³óÝ»Ýù, ë³Ï³ÛÝ, áñ È³ÛμÝÇóÇ Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»ñÁ ³ÙμáÕç³Ï³Ý 
ëÇÙíáÉÝ»ñ »Ý ¨ ãÇ Ï³ñ»ÉÇ ¹ñ³Ýù ÁÝÏ³É»É áñå»ë Ïáïáñ³ÏÝ»ñ: ¸³ 
»ñμ»ÙÝ Ï³ñáÕ ¿ ÃÛáõñÇÙ³óáõÃÛ³Ý Ñ³Ý·»óÝ»É: 

ÜÛáõïáÝÁ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿ñ 
•

0( )f x -áí: ²Û¹ 

Ó¨Á ÑÇÙÝ³Ï³ÝáõÙ û·ï³·áñÍíáõÙ ¿ ýÇ½ÇÏ³Ï³Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñáõÙ, Å³Ù³-
Ý³ÏÇó Ï³Ëí³Í ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ Ýß³Ý³Ï»Éáõ Ñ³Ù³ñ: 

ú·ï³·áñÍ»Éáí ë³ÑÙ³ÝáõÙ 1-ÇÝ Ý³Ëáñ¹áÕ Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»ñÁ ¨ 
Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ 0( 0) ( )x x x    ` (5) μ³Ý³Ó¨ÇÝ Ï³ñáÕ 

»Ýù ï³É Ý³¨ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ. 

0

0 0 0
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim
x x x

f x x f x f x f x
f x

x x x  

     
 

: (5′) 

²Ý¹ñ³¹³éÝ³Éáí, í»ñç³å»ë, Ý³Ëáñ¹ Ï»ïáõÙ ë³ÑÙ³Ýí³Í 
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇÝ, ï»ëÝáõÙ »Ýù, áñ Ù³ëÝÇÏÇ áõÕÕ³·ÇÍ ß³ñÅÙ³Ý ³-
ñ³·áõÃÛáõÝÁ ×³Ý³å³ñÑÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ ¿` Áëï Å³Ù³Ý³ÏÇ. 

( ) ( )dS
t S t

dt
   : 

Ð³Ù³ÝÙ³Ýáñ»Ý, II ËÝ¹ñáõÙ` ( ) ( )dQ
q t Q t

dt
  , ÇëÏ III-áõÙ` 

( ) ( )dm
s m s

dt
   : 

 

3û. üáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ: ä³Ñå³Ý»Éáí Ý³Ëáñ¹ Ï»ïáõÙ 
Ùïóí³Í Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»ñÁ` ë³ÑÙ³Ý»Ýù ¨ë ÙÇ ·³Õ³÷³ñ, áñÁ ë»ñ-
ïáñ»Ý ³éÝãíáõÙ ¿ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ ·³Õ³÷³ñÇÝ: 

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 2: ( )y f x  ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ 0x Ï»ïáõÙ ¹Çý»-

ñ»Ýó»ÉÇ, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ A  ÃÇí, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 0( )f x  ³×Ç Ñ³-
Ù³ñ ×ßÙ³ñÇï ¿ 

0( ) ( )f x A x o x      ( 0)x   (6) 

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ: 
²Ûë Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý Ù»ç ³é³çÇÝ ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ` A x -Á, ³Ýí³ÝáõÙ 

»Ý ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç ·ÉË³íáñ Ù³ë: ÆëÏ »ñÏñáñ¹Á, ÇÝãå»ë ¨ Ýß³-
Ý³Ïí³Í ¿, x -Ç ÝÏ³ïÙ³Ùμ, »ñμ 0x  , μ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³Ýí»ñç 
÷áùñ ¿ (no IV. 4.7): 
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¸Çóáõù ( )y f x  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ ë³ÑÙ³ÝáõÙ 2-Ç ÇÙ³ë-

ïáí ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿: ´³Å³Ý»Éáí (6) Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý »ñÏáõ Ù³ëÁ 
x -Ç ¨ ³ÝóÝ»Éáí ë³ÑÙ³ÝÇ` Ïëï³Ý³Ýù. 

0
0 0

( ) ( )lim lim 0 :
x x

f x o x
A A A

x x   

 
    

 
 

²Ûëï»ÕÇó Ý³Ë »½ñ³Ï³óÝáõÙ »Ýù, áñ f -Á 0x -áõÙ áõÝÇ í»ñç³-

íáñ ³Í³ÝóÛ³É (ë³ÑÙ³ÝáõÙ 1-Ç ÇÙ³ëïáí ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿), ÇëÏ ³Û-
ÝáõÑ»ï¨, áñ (6) Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý Ù»ç ³éÏ³ A  ÃÇíÁ Ñ»Ýó 0( )f x -Ý ¿: 

²ÛÝå»ë áñ, (6)-Á Ï³ñáÕ »Ýù ³ñï³·ñ»É Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí. 

0 0( ) ( ) ( ) :f x f x x o x      (6′) 

²ÛÅÙ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, Ã» f -Á 0x -áõÙ ë³ÑÙ³ÝáõÙ 1-Ç ÇÙ³ëïáí ¹Ç-

ý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿: 

Ò¨³÷áË»Éáí (5)-Á 0
00

( )lim ( ) 0
x

f x
f x

x 

    
 ï»ëùÇ` Ï³ñáÕ 

»Ýù ·ñ»É, áñ 0
0

( ) ( ) (1)f x
f x o

x

  


, áñï»ÕÇó Ïëï³óíÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

³×Ç 0 0( ) ( ) (1)f x f x x o x      Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ: ÆëÏ ¹³, ³ñ¹»Ý, 

ÝáõÛÝ (6′)-Ý ¿, »Ã» Ñ³ßíÇ ³éÝ»Ýù (1) ( )o x o x     ³ÏÝÑ³Ûï Ñ³í³-

ë³ñáõÃÛáõÝÁ: ²ÛÝå»ë áñ, f -Á, ÷³ëïáñ»Ý, ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ Ý³¨ 

ë³ÑÙ³ÝáõÙ 2-Ç ÇÙ³ëïáí: 
²ÛëåÇëáí, ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛ³Ý Ý³Ëáñ¹ Ï»ïáõÙ ¨ 

³Ûë Ï»ïáõÙ ïñí³Í ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý: 
¸Çóáõù ( )y f x  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿: 

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 3: üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç (6′) Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý ·ÉË³íáñ 
Ù³ëÁ` 0( )f x x  -Á, ÏáãíáõÙ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É ¨ Ýß³Ý³Ï-

íáõÙ ` df , Df , 0( )df x  Ï³Ù 0( )Df x : 

ö³ëïáñ»Ý, 0x  Ï»ïáõÙ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ x  ÷á-

÷áË³Ï³ÝÇó Ï³Ëí³Í, 0( )k f x  ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³Ïóáí ·Í³ÛÇÝ  

ýáõÝÏóÇ³ ¿. 

0 0( )( ) ( )df x x f x x   : (7) 

 



 9 

àñáß ÝÏ³ï³éáõÙÝ»ñáí û·ï³Ï³ñ ¿ ·ïÝ»É ( )g x x  ýáõÝÏ-

óÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ: àõÝ»Ýù` 

0 0

0 0
0

0 0

( ) ( )( ) lim lim 1
x x x x

g x g x x x
g x

x x x x 

    
 

: 

²Û¹ï»ÕÇó ëï³ÝáõÙ »Ýù` 

0( )( ) 1dg x x x x     : (8) 

ÆÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù, ó³ÝÏ³ó³Í 0x  Ï»ïáõÙ g  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ ( )I x x    μ³Ý³Ó¨áí ïñíáÕ ·Í³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý 

¿` ÝáõÛÝ³Ï³Ý ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ (no II. 1.3): öáË³ñÇÝ»Éáí (8)-áõÙ 

0x -Ý ó³ÝÏ³ó³Í x -áí ¨ ( )g x -Ç ÷áË³ñ»Ý ·ñ»Éáí x ` Ïëï³Ý³Ýù 

( )dx x x   , x  , 

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 
ºÃ», ³ÛÅÙ, ëï³óí³ÍÁ ï»Õ³¹ñ»Ýù (7)-áõÙ ¨ ³Ýï»ë»Ýù, ÇÝãå»ë 

¹³ Ñ³×³Ë ¿ ³ñíáõÙ, x  ³ñ·áõÙ»ÝïÁ, ³å³ ÏÑ³Ý·»Ýù ¹Çý»ñ»Ý-
óÇ³É Ñ³ßíáõÙ ËÇëï Ï³ñ¨áñ  

0 0( ) ( )df x f x dx  (9) 

Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ: 
ºÃ» f -Á ( ; )a b  ÙÇç³Ï³ÛùÇ μáÉáñ Ï»ï»ñáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, 

³å³ (9)-áõÙ 0x -Ý Ï³ñáÕ »Ýù ÷áË³ñÇÝ»É ó³ÝÏ³ó³Í x -áí. 

( ) ( )df x f x dx : (10) 

²Ûë í»ñçÇÝ μ³Ý³Ó¨Ý û·ï³Ï³ñ ¿ Ý³¨ ·áñÍÝ³Ï³Ý ³éáõÙáí: 
Ð»ï³·³ÛáõÙ, ÇÝï»·ñ³ÉÝ»ñ Ñ³ßí»ÉÇë, ³ÛÝ μ³í³Ï³Ý Ñ»ßï³óÝáõÙ 
¿ ³Ûëå»ë Ïáãí³Í §Ù³ë»ñáí ÇÝï»·ñÙ³Ý¦ ¨ §÷á÷áË³Ï³ÝÇ ÷á-
Ë³ñÇÝÙ³Ý¦ ï»ËÝÇÏ³Ý: 

4û. ¸Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛ³Ý ³ÝÑñ³Å»ßï å³ÛÙ³ÝÁ: ºÃ» áñ¨¿ Ï»-
ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ ·Ý³Ñ³ïíáõÙ ¿ áñå»ë ¹ñ³-
Ï³Ý Ñ³ïÏ³ÝÇß, áñå»ë ýáõÝÏóÇ³ÛÇ É³í áñ³Ï, ³å³ ¹Çý»ñ»Ýó»-
ÉÇáõÃÛáõÝÁ, ÇÝãå»ë óáõÛó ÏïñíÇ ëïáñ¨, áñ³Ï³Ï³Ý ³éáõÙáí ³í»-
ÉÇÝ ¿, ù³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ: 

ºÃ» 0 ( ; )x a b  Ï»ïáõÙ ( )y f x  ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, 

³å³ ³Û¹ Ï»ïáõÙ f -Á Ý³¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿: 
ÆëÏ³å»ë, ³ñï³·ñ»Éáí (6′) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ 
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0 0 0 0( ) ( ) ( )( ) ( )f x f x f x x x o x x      0( )x x  (6′′) 

ï»ëùáí, ÝÏ³ïáõÙ »Ýù, áñ »ñμ 0x x , Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý ³ç Ù³ëÇ 

»ñÏáõ ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ ¿É Ó·ïáõÙ »Ý 0-Ç: àõñ»ÙÝ, Ó³Ë Ù³ëÝ ¿É ¿ Ó·ïáõÙ 
0-Ç: ²Û¹ï»ÕÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿ 

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x


  Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, áñÁ 

Ñ»Ýó Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ f -Á 0x -áõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿: 

²ÛëåÇëáí, ïñí³Í Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ ³Û¹ 
Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛ³Ý ³ÝÑñ³Å»ßï å³ÛÙ³Ý ¿: 

úñÇÝ³Ïáí Ñ³Ùá½í»Ýù, áñ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõ-
ÃÛ³Ý μ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³Ý ã¿: 

 

úñÇÝ³Ï 2: ¸Çï³ñÏ»Ýù ( ) | |f x x  ýáõÝÏóÇ³Ý (·Í. 2): 

ò³ÝÏ³ó³Í 0x  Ï»ïáõÙ ³Ûë ýáõÝÏ-

óÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ μËáõÙ ¿ »é³ÝÏ-
Û³Ý ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó (no I. 2.6). 

0 0 0| ( ) ( ) | | | | | | |f x f x x x x x     : 

êïáõ·»Ýù, ³ÛÅÙ, áñ 0 0x   Ï»ïáõÙ 

ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ã¿: 
Î³½Ù»Ýù ³×»ñÇ Ñ³ñ³μ»ñáõÃÛáõÝÁ. 

1, 0,( ) (0) | | | 0 | | |
1, 0 :0
xf x f x x

xx x x

  
     

 

ä³ñ½ ¿, áñ 0 Ï»ïáõÙ ³×»ñÇ Ñ³ñ³μ»ñáõÃÛ³Ý Ó³Ë³ÏáÕÙÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ 
1  ¿, ÇëÏ ³ç³ÏáÕÙÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ` 1: ÆëÏ ¹³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿ (no IV. 4.5), áñ ³×»-

ñÇ Ñ³ñ³μ»ñáõÃÛáõÝÁ 0-áõÙ ë³ÑÙ³Ý ãáõÝÇ, ýáõÝÏóÇ³Ý ³Û¹ Ï»ïáõÙ ¹Çý»-
ñ»Ýó»ÉÇ ã¿: 

5û. ¶ñ³ýÇÏÇ ßáß³÷áÕ: ²Í³ÝóÛ³ÉÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ:  
¸Çï³ñÏ»Ýù ( )y f x  ( )a x b   ýáõÝÏóÇ³Ý:  

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 4: y kx b   áõÕÇÕÁ ÏáãíáõÙ ¿ 0 ( ; )x a b  Ï»ïáõÙ 

f ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ ßáß³÷áÕ, »Ã» 0x -Ç ßñç³Ï³ÛùáõÙ f -Á Ï³-

ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É 

0( ) ( )f x kx b o x x     0( )x x  (11) 

ï»ëùáí: 
²ÝóÝ»Éáí (11)-Ç ³ç ¨ Ó³Ë Ù³ë»ñáõÙ ë³ÑÙ³ÝÇ, »ñμ 0x x ª 

Ïëï³Ý³Ýù. 

О
·Í. 2
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0
0 0( ) lim ( )

x x
f x f x kx b


    (12) 

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: ²Ûë Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó ¨ (11)-Çó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 

0 0

0 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )lim lim
x x x x

f x f x kx b o x x kx b

x x x x 

     
 

 

0 0

0 0

0 0

( ) ( )lim lim 0 :
x x x x

k x x o x x
k k

x x x x 

 
    

 
 

²Ûë í»ñçÇÝÁ ÙÇ ÏáÕÙÇó Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ f -Á 0x -áõÙ ¹Çý»ñ»Ý-

ó»ÉÇ ¿, ÇëÏ ÙÛáõë ÏáÕÙÇó` áñ 0( )f x k  : î»Õ³¹ñ»Éáí k -Ç ³ñÅ»ùÁ 

(12)-áõÙ` Ï³ñáÕ »Ýù Ñ³ßí»É Ý³¨ b -Ý. 

0 0 0 0 0( ) ( ) ( )b f x kx f x f x x    : 

²ÛÝå»ë áñ, 

0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )kx b f x x f x f x x f x f x x x         : 

²ÛëåÇëáí, »Ã» ( )y f x  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ áõÝÇ ßáß³÷áÕ, 

³å³ ³ÛÝ 0x -áõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, ÁÝ¹ áñáõÙ` ßáß³÷áÕ áõÕÇÕÁ 

ïñíáõÙ ¿ 

0 0 0( ) ( ) ( )( )y y x f x f x x x     (13) 

Ñ³í³ë³ñáõÙáí: 
¸Çóáõù, ³ÛÅÙ, f -Á 0x -áõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿: 

Ò¨³÷áË»Éáí ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ (6′′) Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ 

0 0 0 0( ) ( ) ( )( ) ( )f x f x f x x x o x x      0( )x x  (14) 

ï»ëùÇ ¨ Ñ³Ù»Ù³ï»Éáí (11)-Ç Ñ»ï` ÝÏ³ïáõÙ »Ýù, áñ y kx b    

0 0 0( ) ( )( )f x f x x x    Ñ³í³ë³ñáõÙáí áñáßíáÕ áõÕÇÕÁ, Áëï ë³Ñ-

Ù³ÝáõÙ 4-Ç, 0x  Ï»ïáõÙ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ ßáß³÷áÕÝ ¿: 

²Ù÷á÷»Éáí` Ñ³Ý·áõÙ »Ýù Ñ»ï¨Û³ÉÇÝ. 
áñå»ë½Ç 0x  Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ áõÝ»Ý³ ßáß³÷áÕ, 

³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ μ³í³ñ³ñ, áñ ýáõÝÏóÇ³Ý 0x -áõÙ ÉÇÝÇ ¹Çý»ñ»Ýó»-
ÉÇ: 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: î³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ß³ñùáõÙ ³é³í»É å³ñ½ 
Ï³éáõóí³Íù áõÝ»óáÕÁ, ÇÑ³ñÏ», ·Í³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý ¿: ¸³ Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí, 

»Ã» ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, ³å³ 0x -Ç ÷áùñ ßñç³-
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Ï³ÛùáõÙ f -Ç ³ñÅ»ùÝ»ñÁ Ñ³ñÙ³ñ ¿ Ùáï³ñÏ»É ßáß³÷áÕ (·Í³ÛÇÝ) ýáõÝÏ-

óÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñáí: ²Û¹ ¹»åùáõÙ μ³ó³ñÓ³Ï ëË³É³ÝùÁ*, ÇÝãå»ë Ý»ñÏ³-

Û³óí³Í ¿ (14) μ³Ý³Ó¨áõÙ, ÏÉÇÝÇ 0( )x x -Ç ÝÏ³ïÙ³Ùμ μ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³Ý-

í»ñç ÷áùñ: 
 

úñÇÝ³Ï 3: ¶ïÝ»Ýù 4,01 -Ç Ùáï³íáñ ³ñÅ»ùÁ: 

ÆÑ³ñÏ», å³ñ½ Ùáï³ñÏÙ³Ùμ` 4,01 2 : 

¸Åí³ñ ã¿ ëïáõ·»É, áñ ³Ûë ¹»åùáõÙ μ³ó³ñÓ³Ï ëË³É³ÝùÁ` 

4,01 2 -Á, 0,002 -Çó Ù»Í ¿. 

0,01 0,014,01 2 0,002
54,01 2

   


: 

²ÛÅÙ Ñ³Ùá½í»Ýù, áñ ßáß³÷áÕÇ ÙÇçáóáí Ï³ñ»ÉÇ ¿ Çñ³Ï³Ý³óÝ»É ³í»-
ÉÇ ×ß·ñÇï Ùáï³ñÏáõÙ: 

¸Çï³ñÏ»Ýù ( )f x x  ýáõÝÏóÇ³Ý: ÀÝïñ»Éáí 0 4x  ` ÏáõÝ»Ý³Ýù. 

0( ) (4) 4 2f x f   : Ð³ßí»Ýù, ³ÛÅÙ, 0( ) (4)f x f  -Á. 

4 4

4 1 1 1(4) lim lim 0,25
4 42 4 2x x

x
f

x x 

     
  

: 

î»Õ³¹ñ»Éáí (13)-áõÙ 0 4x  , 4,01x  , 0( ) 2f x   ¨ 0( ) 0,25f x  ` 

Ïëï³Ý³Ýù. 

(4,01) 2 0,25 (4,01 4) 2,0025y      : 

²ñ¹ÛáõÝùáõÙ` 4,01 2,0025 : ä³ñ½ Ñ³ßí³ñÏÝ»ñáí Ñ³Ùá½íáõÙ 

»Ýù, áñ 2,0025 -Á 4,01 -Ç Ùáï³íáñ ³ñÅ»ùÝ ¿ Ñ³í»ÉáõÙáí: ²í»ÉÇÝ, 

2,0024 4,01 2,0025   ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ óáõÛó »Ý ï³ÉÇë Ý³¨, 

áñ Ùáï³ñÏÙ³Ý μ³ó³ñÓ³Ï ëË³É³ÝùÁ 410 -Á ãÇ ·»ñ³½³ÝóáõÙ. 

4,01 2,0025 2,0025 2,0024 0,0001    : 

ÎñÏÇÝ ³Ý¹ñ³¹³éÝ³Ýù ë³ÑÙ³ÝáõÙ 4-ÇÝ ¨ ÷áñÓ»Ýù ³ÛÝ Ù»Ï-
Ý³μ³Ý»É »ñÏñ³ã³÷áñ»Ý: 

¸Çï³ñÏ»Ýù ( )y f x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ (·Í. 3): 

                                                 
* ¸Çï³ñÏíáÕ Ù»ÍáõÃÛ³Ý Çñ³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ ¨ Ùáï³íáñ ³ñÅ»ùÇ ï³ñμ»ñáõÃÛ³Ý μ³ó³ñ-
Ó³Ï ³ñÅ»ùÁ: 
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¶ñ³ýÇÏÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ 

0 0 0( ; )M x y   0 0( )y f x  ¨ 

( ; )M x y  0( )x x  Ï»ï»ñáí 

³ÝóÝáÕ áõÕÇÕÝ ³Ýí³ÝáõÙ 
»Ý ·ñ³ýÇÏÇ Ñ³ïáÕ: 

¸Çóáõù P -Ý 0M  Ï»ïáí 

³ÝóÝáÕ ÑáñÇ½áÝ³Ï³Ý ¨ M  
Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ áõÕÕ³ÓÇ· 
áõÕÇÕÝ»ñÇ Ñ³ïÙ³Ý Ï»ïÝ ¿: 

Üß³Ý³Ï»Ýù 0M M  Ñ³ïáÕÇ ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³ÏÇóÁ Mk -áí: ºÃ» 

M -Á 0M M  Ñ³ïáÕÇ Ox -Ç ÝÏ³ïÙ³Ùμ Ã»ùáõÃÛ³Ý ³ÝÏÛáõÝÝ ¿ 

 0M MM P   , ³å³` 

0

0 0
tgM M

y yPM y
k

PM x x x


 
   

 
: (15) 

²ÛÝáõÑ»ï¨, 0M MP -Çó ·ïÝáõÙ »Ýù Ý³¨, áñ 

2 2 2 2
0 0 0( ) ( )M M x x y y x y        : (16) 

²é³ÛÅÙ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, Ã» f -Á 0x -áõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿.  0x    

0y   (no V. 1.1): ²Û¹ ¹»åùáõÙ, x -Á 0x -ÇÝ Ó·ï»ÉÇë M  Ï»ïÁ, 

ÇÝãå»ë Ñ»ï¨áõÙ ¿ (16)-Çó, ·ñ³ýÇÏÇ »ñÏ³ÛÝùáí ³Ýí»ñç Ùáï»ÝáõÙ ¿ 

0M -ÇÝ. 

0

2 2
0 0

lim lim 0
x x x

MM x y
  

     : 

ºÃ» ¹ñ³ ³ñ¹ÛáõÝùáõÙ 0M M  Ñ³ïáÕÁ §Ó·ïáõÙ ¿¦ áñáß³ÏÇ 

ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ ¹ÇñùÇ, ³å³ ³Û¹ ¹ÇñùáõÙ ·ïÝíáÕ áõÕÇÕÝ ³Ýí³ÝáõÙ 
»Ý ·ñ³ýÇÏÇ ßáß³÷áÕ: 

ø³ÝÇ áñ μáÉáñ ¹Çï³ñÏíáÕ 0M M  Ñ³ïáÕÝ»ñÝ ³ÝóÝáõÙ »Ý ÙÇ¨-

ÝáõÛÝ 0M  Ï»ïáí (å³ïÏ³ÝáõÙ »Ý 0M  Ï»ÝïñáÝáí áõÕÇÕÝ»ñÇ ÷ÝçÇÝ. 

no III. 3.8), ¹ñ³Ýó ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ ¹ÇñùÁ ÏÉÇÝÇ áñáß³ÏÇ, »Ã» Mk  ³ÝÏÛáõ-

Ý³ÛÇÝ ·áñÍ³ÏÇóÝ áõÝÇ áñáß³ÏÇ í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç ë³ÑÙ³Ý: 
²Ýí»ñç ë³ÑÙ³ÝÇ ¹»åùÁ ÏùÝÝ³ñÏ»Ýù Ñ³çáñ¹ Ï»ïáõÙ: ÆëÏ 

í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³ÝÁ, ÇÝãå»ë Ñ»ï¨áõÙ ¿ (15) μ³Ý³Ó¨Çó, ·áÛáõÃÛáõÝ 

·Í. 3
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áõÝÇ ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ f -Á 0x -áõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿: ÀÝ¹ 

áñáõÙ` ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ áõÕÕÇ (ßáß³÷áÕÇ) Tk  ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³ÏóÇ 

Ñ³Ù³ñ ëï³óíáõÙ ¿ 

00 0
lim lim ( )T M
x x

y
k k f x

x   

   


 

μ³Ý³Ó¨Á: 
²ÛëåÇëáí, Ï³ñáÕ »Ýù ³ñÓ³Ý³·ñ»É ³Í³ÝóÛ³ÉÇ »ñÏñ³ã³÷³-

Ï³Ý ÇÙ³ëïÝ ³ñï³Ñ³ÛïáÕ Ñ»ï¨Û³É ÷³ëïÁ. 
ïñí³Í 0x  Ï»ïáõÙ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ·ñ³ýÇÏÇ 

 0 0; ( )x f x  Ï»ïáí ï³ñí³Í ßáß³÷áÕ áõÕÕÇ ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³-

ÏÇóÝ ¿: 
²Ûë å³ÛÙ³ÝÝ»ñáõÙ ßáß³÷áÕÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ 

0 0 0( )( )y y f x x x    

ï»ëùÁ:  
Þ³ñáõÝ³Ï»Éáí áõëáõÙÝ³ëÇñ»É ·Í. 3-Á` Ï³ñáÕ »Ýù Ý³¨ ÝÏ³ï»É, 

áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ x -Ç Ñ³Ù³ñ, 0M P  Ñ³ïí³ÍÇÝ (³í»ÉÇ ëïáõÛ·` 

0x x x   -ÇÝ) PT  Ñ³ïí³ÍÁ` 0( )Ty y -Ý, Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óÝáÕ 

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ 0x  Ï»ïáõÙ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ ¿. 

0 0 0 0 0 0( )( ) ( )( ) ( )T Tdf x x x f x x x k x x y y       : 

ÆÝã í»ñ³μ»ñáõÙ ¿ ·Í³·ñÇ íñ³ Ýßí³Í TM  Ñ³ïí³ÍÇÝ, ³å³ 
³ÛÝ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç (6′′) Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý Ù»ç ³éÏ³ 0( )o x x  

·áõÙ³ñ»ÉÇÝ ¿. 

0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )( )T TTM y y y y y y f x df x x x          

0( ) :o x x   

 
6û. ²Ýí»ñç ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ: àõÕÕ³ÓÇ· ßáß³÷áÕ: ¸Çóáõù 

( )y f x  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿: 

²ëáõÙ »Ý, áñ f -Á 0x -áõÙ áõÝÇ ³Ýí»ñç ³Í³ÝóÛ³É, »Ã» 

0

0
00

( ) ( )lim lim
x x x

f x f x y

x x x  

 
  

 
: 

²Û¹ ¹»åùáõÙ ·ñáõÙ »Ý. 0( )f x   : 
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Ð³Ù³ÝÙ³Ýáñ»Ý ë³ÑÙ³ÝíáõÙ »Ý 0( )f x    ¨ 0( )f x    

³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ: 
ØÇ ÏáÕÙÇó å³ñ½ ¿, áñ »Ã» áñ¨¿ Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ ³Ý-

í»ñç ³Í³ÝóÛ³É, ³å³ ³ÛÝ ³Û¹ Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ã¿: ê³Ï³ÛÝ, 
³Ýí»ñç ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ Ñ»ï³ùñùñáõÃÛáõÝ »Ý Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ Ã»Ïáõ½ 
Ñ»Ýó ³ÛÝù³Ýáí, áñ ¹ñ³Ýù ³ÝÙÇç³Ï³Ýáñ»Ý ³éÝãíáõÙ »Ý ýáõÝÏ-

óÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ áõÕÕ³-
ÓÇ· ßáß³÷áÕÇ ·³Õ³÷³-
ñÇÝ: 

¸Çóáõù` 0( )f x   : 

²Ûëï»Õ ¿É, ÇÝãå»ë ¨ Ý³-
Ëáñ¹ Ï»ïáõÙ, ï³Ý»Ýù 

·ñ³ýÇÏÇ  0 0 0; ( )M x f x  

Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ 0M M  Ñ³-

ïáÕ (·Í. 4): ÎñÏÝ»Éáí 
no 5-áõÙ ³ñí³Í ¹³ïá-

ÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ` 0M M  Ñ³-

ïáÕÇ Mk  ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³ÏóÇ Ñ³Ù³ñ Ïëï³Ý³Ýù. 

0 0
00

lim lim ( )M
M M x x

y
k f x

x 

    


: 

 
ºÃ» M -Á 0M M -Ç Ox  ³é³ÝóùÇ ÝÏ³ïÙ³Ùμ Ã»ùáõÃÛ³Ý ³Ý-

ÏÛáõÝÝ ¿, ³å³, ù³ÝÇ áñ 0 M    (no III. 3.1), tg M Mk    

å³ÛÙ³ÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 2M  : ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ »ñμ M  Ï»-

ïÁ ·ñ³ýÇÏÇ »ñÏ³ÛÝùáí ³Ýí»ñç Ùáï»ÝáõÙ ¿ 0M -ÇÝ,  0M M  Ñ³ïáÕÁ 

§Ó·ïáõÙ ¿¦ áõÕÕ³ÓÇ· ¹ÇñùÇ: àõñ»ÙÝ, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Ý³Ëáñ¹ Ï»ïáõÙ ÁÝ-
¹áõÝí³Í ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý, ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ 0M -áõÙ áõÝÇ áõÕÕ³ÓÇ· 

ßáß³÷áÕ, áñÁ (no III. 3.3) áñáßíáõÙ ¿ 

0 0x x   

Ñ³í³ë³ñáõÙáí: 

úñÇÝ³Ï 4: ¸Çï³ñÏ»Ýù 3u x  ýáõÝÏóÇ³Ý (no II.3.5, ·Í. 19): 

ºÃ» ÷áñÓ»Ýù Ñ³ßí»É ³Ûë ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ 0 0x   Ï»ïáõÙ, 

·Í. 4
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³å³ Ïëï³Ý³Ýù. 
3 3

3 20 0

0 1(0) lim lim
0x x

x
u

x x 

    


: 

²Ûëï»ÕÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 0x   Ñ³í³ë³ñáõÙáí áñáßíáÕ áõÕÕ³ÓÇ· 

áõÕÇÕÁ` Oy  ³é³ÝóùÁ, ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇÝ (0;0)  Ï»ïáí ï³ñí³Í ßá-

ß³÷áÕÝ ¿: 
ÜáõÛÝ ·Í. 19-áõÙ å³ïÏ»ñí³Í ¿ Ý³¨ ¹Çï³ñÏíáÕ ýáõÝÏóÇ³ÛÇÝ Ñ³Ï³-

¹³ñÓ` 3v x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ: Ð³ßí»Ýù v -Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÁ (0) 0u   

Ï»ïáõÙ. 
3 3

2

0 0

0(0) lim lim 0
0x x

x
v x

x 

   


: 

ø³ÝÇ áñ Ý³¨ (0) 0v  , v  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇÝ (0;0)  Ï»ïáí ï³ñ-

í³Í ßáß³÷áÕÁ áñáßíáõÙ ¿ 

(0) (0)( 0) 0y v v x     

Ñ³í³ë³ñáõÙáí ¨, Ñ»ï¨³μ³ñ, Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ Ox  ³é³ÝóùÇÝ: 
 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: úñÇÝ³Ï 4-áõÙ u  ¨ v  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ·ñ³ýÇÏÝ»ñÇÝ 

(0;0)  Ï»ïáí ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÝ»ñÁ (Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ ³é³ÝóùÝ»ñÁ) 

y x  áõÕÕÇ ÝÏ³ïÙ³Ùμ ÙÇÙÛ³Ýó Ñ³Ù³ã³÷ »Ý: ¸³ å³ÛÙ³Ý³íáñí³Í ¿ 

³ÛÝ ÇñáÕáõÃÛ³Ùμ, áñ ÝáõÛÝ Ñ³Ù³ã³÷áõÃÛáõÝÁ ³éÏ³ ¿ Ý³¨ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ 
·ñ³ýÇÏÝ»ñÇ ÙÇç¨: ²Û¹ ¨ ÝÙ³Ý³ïÇå ³ÛÉ ÷³ëï»ñÇ ³í»ÉÇ ËÇëï ¨ ³í»ÉÇ 
ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ μÝáõÛÃÇ Ó¨³Ï»ñåáõÙÝ»ñÁ ïñí³Í »Ý ³Ûë ·ÉËÇ í»ñçáõÙ μ»ñí³Í 
í³ñÅáõÃÛáõÝ 4-áõÙ *: 

7û. ØÇ³ÏáÕÙ³ÝÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ: ¸Çóáõù ( )y f x  ( )a x b   

ýáõÝÏóÇ³Ý 0 ( ; )x a b  Ï»ïáõÙ (Ñ³ïí³ÍÇ Ý»ñùÇÝ Ï»ïáõÙ) ³ÝÁÝ¹-

Ñ³ï ¿: 
üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç ¨ ³ñ·áõÙ»ÝïÇ ³×Ç Ñ³ñ³μ»ñáõÃÛ³Ý ÙÇ³ÏáÕ-

Ù³ÝÇ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÁ * * (í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç) ÏáãíáõÙ »Ý 0x  
Ï»ïáõÙ ÙÇ³ÏáÕÙ³ÝÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ` 

0 0
0 0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f x
f x

x  

   


 (Ó³Ë³ÏáÕÙÛ³Ý ³Í³ÝóÛ³É), 

0 0
0 0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f x
f x

x  

   


  (³ç³ÏáÕÙÛ³Ý ³Í³ÝóÛ³É): 

                                                 
* î»°ë no II. 3.5-áõÙ ³ñí³Í ¹ÇïáÕáõÃÛáõÝÁ: 
** î»°ë no IV. 4.5-áõÙ: 
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²Ûëï»Õ ¿É, ÇÝãå»ë no IV. 4.5-áõÙ, ÝÏ³ï»Ýù, áñ ÙÇ³ÏáÕÙ³ÝÇ 
³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ ÇÝùÝáõñáõÛÝ ³ñÅ»ù »Ý Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ 
¹»åùáõÙ, »ñμ ¹Çï³ñÏíáÕ Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ã¿: 
²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛ³Ý å³ñ³·³ÛáõÙ ÙÇ³ÏáÕÙ³ÝÇ 
³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ »ñÏáõëÝ ¿É ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý ¨ Ñ³í³ë³ñ »Ý ýáõÝÏ-
óÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÇÝ. 0 0 0( ) ( ) ( )f x f x f x     : 

ØÇ³ÏáÕÙ³ÝÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ë³ÑÙ³ÝíáõÙ 
»Ý Ý³¨ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ ÙÇ³ÏáÕÙ³ÝÇ ßáß³÷áÕÝ»ñ: ¸ñ³Ýù 
áñáßíáõÙ »Ý 

¨ 
0 0 0( ) ( )( )y f x f x x x    (Ó³Ë³ÏáÕÙÛ³Ý ßáß³÷áÕ) 

(17)
0 0 0( ) ( )( )y f x f x x x    (³ç³ÏáÕÙÛ³Ý ßáß³÷áÕ) 

Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñáí: 
 
úñÇÝ³Ï 5: ¸Çï³ñÏ»Ýù 

| sin |y x  ýáõÝÏóÇ³Ý (·Í. 5): 

Ð³ßí»Ýù ³Ûë ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙÇ³-

ÏáÕÙ³ÝÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ 0 0x   

Ï»ïáõÙ, ÁÝÃ³óùáõÙ Ñ³Ùá½í»Éáí, 
áñ ³ÛÝ 0-áõÙ Ã»¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿, 
μ³Ûó ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ã¿: 

Ü³Ë Ýß»Ýù, áñ »ñμ 

2 0x    , sin x -Á μ³ó³ë³Ï³Ý ¿, Ñ»ï¨³μ³ñ` | sin | sinx x    : 

ÆëÏ »ñμ 0 2x    ` | sin | sinx x   : ú·ïí»Éáí no IV. 4.9-áõÙ 

ëï³óí³Í I Ýß³Ý³íáñ ë³ÑÙ³ÝÇó` Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É` 

0 0

| sin | | sin 0 | sin(0) lim lim 1
x x

x x
y

x x    

       
 

, 

0 0

| sin | sin(0) lim lim 1
x x

x x
y

x x    

    
 

: 

²ñ¹»Ý ÇëÏ å³ñ½ ¿, áñ | sin |x -Á 0-áõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ã¿, ù³ÝÇ áñ ³Û¹ 

Ï»ïáõÙ Ýñ³ ÙÇ³ÏáÕÙ³ÝÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ Çñ³ñ Ñ³í³ë³ñ ã»Ý: 
ØÇ³ÏáÕÙ³ÝÇ ßáß³÷áÕÝ»ñÇ (17) Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ ³Ûë ûñÇÝ³ÏáõÙ 

ÁÝ¹áõÝáõÙ »Ý y x   (Ó³Ë³ÏáÕÙÛ³Ý ßáß³÷áÕ) ¨ y x  (³ç³ÏáÕÙÛ³Ý ßá-

ß³÷áÕ) ï»ëùÁ: ¸ñ³Ýù Çñ³ñ Ñ»ï Ï³½ÙáõÙ »Ý áñáß³ÏÇ, ïíÛ³É ¹»åùáõÙ 

·Í. 5



 18

90û-Ç ³ÝÏÛáõÝ, áñÇ Ï³å³ÏóáõÃÛ³Ùμ ³ëáõÙ »Ý, áñ ¹Çï³ñÏíáÕ Ï»ïÁ 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ Ï»ï ¿: 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 1: ì»ñ³¹³éÝ³Éáí [ ; ]a b  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ áñáßí³Í 

( )f x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇÝ, Ýß»Ýù, áñ Ñ³ïí³ÍÇ a  ¨ b  Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ Ï³ñ»ÉÇ ¿ 

Ëáë»É ÙÇÙÇ³ÛÝ ÙÇ³ÏáÕÙ³ÝÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ Ù³ëÇÝ. a -áõÙ` ³ç³ÏáÕÙÛ³Ý, 

b -áõÙ` Ó³Ë³ÏáÕÙÛ³Ý: 
 

úñÇÝ³Ï 6: 21y x  , 1 1x    (·Í. 6): 

´³Ý³Ó¨Ç »ñÏáõ ÏáÕÙÁ 
ù³é³ÏáõëÇ μ³ñÓñ³óÝ»Éáí, 
Ï³ñáÕ »Ýù Ñ³Ùá½í»É, áñ 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ ÙÇ³íáñ 
ßñç³Ý³·ÍÇ í»ñÇÝ ÏÇë³Ñ³ñ-
ÃáõÃÛ³Ý Ù»ç ÁÝÏ³Í ³Õ»ÕÝ ¿ 
(ÏÇë³ßñç³Ý³·ÇÍÁ): 

Ð³ßí»Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

³Í³ÝóÛ³ÉÁ A  Ï»ïáõÙ. 

0 1x   : 

àõÝ»Ýù. 

2

1 0 1 0

1 0 1 1( 1) ( 1) lim lim
( 1) 1x x

x x x
y y

x x    

          
  

 

1 0 1 0

1lim 1 lim 2 ( )
1x x

x
x   

       


: 

êï³óí³ÍÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ÏÇë³ßñç³Ý³·ÍÇÝ (Ý³¨ ßñç³Ý³·ÍÇÝ) A  
Ï»ïáí ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÁ áõÕÕ³ÓÇ· ¿: ¸³ ÉÇáíÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ 
ï³ññ³Ï³Ý »ñÏñ³ã³÷áõÃÛáõÝÇó Ñ³ÛïÝÇ ³ÛÝ ÷³ëïÇÝ, áñ ßñç³Ý³·ÍÇ 
áñ¨¿ Ï»ïáí ³Û¹ ßñç³Ý³·ÍÇÝ ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÁ áõÕÕ³Ñ³Û³ó ¿ ßáß³÷-

Ù³Ý Ï»ïÁ Ï»ÝïñáÝÇÝ ÙÇ³óÝáÕ ß³é³íÕÇÝ: îíÛ³É ¹»åùáõÙ OA  ß³é³íÇÕÝ 

áõÝÇ ÑáñÇ½áÝ³Ï³Ý ¹Çñù, Ñ»ï¨³μ³ñ, ßáß³÷áÕÁ å»ïù ¿ ÉÇÝÇ áõÕÕ³ÓÇ·: 

ÜáõÛÝ Ó¨áí Ï³ñáÕ »Ýù óáõÛó ï³É, áñ (1)y   : ²ÛÝå»ë áñ, B  Ï»-

ïáí ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÝ ¿É ¿ áõÕÕ³ÓÇ·: 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 2: ²ÛÝ ÷³ëïÁ, áñ ûñÇÝ³Ï 6-áõÙ ( 1)y    , ÇëÏ 

·Í. 6



 19

(1)y   , å³ÛÙ³Ý³íáñí³Í ¿ Ñ»ï¨Û³Éáí. A  Ï»ïáí ï³ñí³Í AM  Ñ³-

ïáÕÇ Ox -Ç ÝÏ³ïÙ³Ùμ Ã»ùáõÃÛ³Ý ³ÝÏÛáõÝÁ ëáõñ ¿, ÇëÏ BM  Ñ³ïáÕÇÝÁ` 

μáõÃ: ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ AM -Ç AMk  ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³ÏÇóÁ ¹ñ³Ï³Ý 

¿, ÇëÏ BM -Ç BMk  ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³ÏÇóÁ` μ³ó³ë³Ï³Ý: Ð»ï¨³μ³ñ, 

AMk -Á, áñÁ M -Á A -ÇÝ ³Ýí»ñç Ùáï»Ý³ÉÇë Ó·ïáõÙ ¿  -Ç, ÏáõÝ»Ý³   

ë³ÑÙ³Ý, ÇëÏ BMk -Á, »ñμ M -Á ³Ýí»ñç Ùáï»ÝáõÙ ¿ B -ÇÝ`   ë³ÑÙ³Ý: 

 
 

§ 2. ¸ÆüºðºÜòØ²Ü Î²ÜàÜÜºðÀ 
 

1û. Âí³μ³Ý³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ: îñí³Í »Ý ( )y u x  ¨ 

( )y v x  ( )a x b   ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ: 

ºÃ» 0 ( ; )x a b  Ï»ïáõÙ u -Ý ¨ v -Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý, ³å³ u v , 

u v  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ, ÇëÏ »Ã» ( ; )a b -áõÙ ( ) 0v x  , ³å³ Ý³¨ u v  

ýáõÝÏóÇ³Ý, 0x -áõÙ ÝáõÛÝå»ë ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý, ÁÝ¹ áñáõÙ ` ×ßÙ³ñÇï 

»Ý ³Í³ÝóÛ³ÉÇ Ñ³ßíÙ³Ý (¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý) Ñ»ï¨Û³É Ï³ÝáÝÝ»ñÁ. 

³) 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )u v x u x v x     ; 

μ) 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u v x u x v x v x u x       ; 

·) 0 0 0 0
0 2

0

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

u x v x v x u xu
x

v v x

       
 

: 

²å³óáõó»Ýù ÙÇ³ÛÝ í»ñçÇÝ` ù³Ýáñ¹Ç ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÁ, 
ÙÛáõë »ñÏáõëÇ ³å³óáõóáõÙÁ ÃáÕÝ»Éáí ÁÝÃ»ñóáÕÇÝ: 

 Î³½Ù»Ýù ³×»ñÇ Ñ³ñ³μ»ñáõÃÛáõÝÁ ¨ Ó¨³÷áË»Ýù ³ÛÝ Ñ»-
ï¨Û³É Ï»ñå. 

0 0

0 0 0 0 0 0

0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

u x x u xu
v x x v x u x x v x v x x u xv

x x x v x x v x

                 
      

 

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( ) ( ))
( ) ( )

u x x v x u x v x v x x u x v x u x

x v x x v x

        


    
  
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0 0 0 0

0

0 0

0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )1
( )

( ) ( )1 :
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

u x x u x v x x v x

x v x x x

u x u xu v

v x v x x x v x x x v x v x x

     
   

   

 
    

         

 

ø³ÝÇ áñ v -Ý, áñå»ë ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³, 0x -áõÙ ³ÝÁÝ¹-

Ñ³ï ¿ (no 1.4), áõëïÇ` 
0

0 00
lim ( ) lim ( ) ( )
x x x
v x x v x v x

  
    : 

²ÛÅÙ, Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ßÕÃ³ÛÇ ³é³çÇÝ ¨ 
í»ñçÇÝ ûÕ³ÏÝ»ñáõÙ ³ÝóÝ»Éáí ë³ÑÙ³ÝÇ` Ïëï³Ý³Ýù. 

  0
0 0 0 0 00 0

( )1( ) lim lim lim lim
( ) ( )x x x x

u v u xu u v
x

v x x v x x v x x       

                 
 

0 0 0 0 0 0 0
2 20 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1lim :
( ) ( ) ( ) ( )x

u x u x v x u x v x v x u x

v x x v x v x v x 

      
   

 
 

 

2û. ´³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÁ: ØÇÝã ³Ûë Ï³Ýá-
ÝÇÝ ³ÝóÝ»ÉÁ, Ý»ñÏ³Û³óÝ»Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ Ýß³Ý³ÏÙ³Ý 
Ýáñ Ó¨»ñ, áñáÝóÇó Ñ³×³Ë »Ýù û·ïí»Éáõ: 

îñí³Í 0x  Ï»ïáõÙ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ 0( )f x -áí Ýß³-

Ý³Ï»Éáõó μ³óÇ, û·ï³·áñÍáõÙ »Ý Ý³¨  
0

( )
x x

f x


  Ýß³Ý³ÏáõÙÁ: ê³, 

ãÝ³Û³Í Ñ³Ù»Ù³ï³μ³ñ ³í»ÉÇ Í³í³ÉáõÝ ï»ëùÇÝ, ß³ï Ñ³ñÙ³ñ ¿ 
áñáß³ÏÇáñ»Ý ïñí³Í ( )f x  ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛ³Ý ( ( )y f x  ýáõÝÏ-

óÇ³ÛÇ) ³Í³ÝóÛ³ÉÁ Ýß³Ý³Ï»ÉÇë: úñÇÝ³Ï. 3 xy x e   ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

³Í³ÝóÛ³ÉÁ, ³ë»Ýù 0 2x   Ï»ïáõÙ, Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿  3
2

x

x
x e



 -áí: 

²ÛÝáõÑ»ï¨, »ñμ ·áñÍ áõÝ»Ýù ( )y f x  ¨ ( )x t ( )t    

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³¹ñáõÛÃÇ Ñ»ï (no II.1.2), ³å³ ( )df
f x

dx
  ³-

Í³ÝóÛ³ÉÇ Ñ³Ù³ñ û·ï³·áñÍíáõÙ ¿ Ý³¨ xy  Ýß³Ý³ÏáõÙÁ, ÇëÏ Ñ³Ù³-
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¹ñáõÛÃÇ 
( ( )) ( ( ( ))df t

f t
dt

    ³Í³ÝóÛ³ÉÇ Ñ³Ù³ñª ty  Ýß³Ý³ÏáõÙÁ: 

´³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ (Ñ³Ù³¹ñáõÛÃÇ) ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÁ Ñ»ï¨-
Û³ÉÝ ¿. 

»Ã»  -Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ 0 ( ; )t    Ï»ïáõÙ, ÇëÏ f -Á` 

0 0( )x t  Ï»ïáõÙ, ³å³  ( )y f t  μ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³Ý 0t -áõÙ ¹Ç-

ý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, ÁÝ¹ áñáõÙ` 

  
0

0 0( ) ( ) ( )
t t

f t f x t 

    : (18) 

Î³ÝáÝÇ ³å³óáõóáõÙÁ ã»Ýù μ»ñáõÙ, ù³ÝÇ áñ μ³ñ¹ ¿ ¨, μ³óÇ 
³Û¹, ³Ûë ¹³ëÁÝÃ³óÇ ßñç³Ý³ÏÝ»ñáõÙª áã ëÏ½μáõÝù³ÛÇÝ: 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 1: ú·ï³·áñÍ»Éáí no 1.2-áõÙ Ý»ñÏ³Û³óí³Í É³ÛμÝÇó-
Û³Ý Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»ñÁ, (18) μ³Ý³Ó¨ÇÝ Ï³ñáÕ »Ýù ï³É Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ. 

dy dy dx

dt dx dt
  : (18′) 

Î³ï³ñ»Éáí ÇÝ¹áõÏóÇ³` (18) Ï³ÝáÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óÝ»É 
»ñ»ù ¨ ³í»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³¹ñáõÛÃÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ: úñÇÝ³Ï, 

¹Çóáõù   ( )y f g h x  μ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³Ý ·áÛ³ó»É ¿ ( )y f v , 

( )v g u  ¨ ( )u h x  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³¹ñáõÙÇó, ÁÝ¹ áñáõÙ` h -Á 

¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ 0x  Ï»ïáõÙ, g -Ý` 0 0( )u h x  Ï»ïáõÙ, ÇëÏ f -Á` 

0 0( )v g u  Ï»ïáõÙ: Ü»ñÏ³Û³óÝ»Éáí y -Á áñå»ë ( )y f v  ¨ 

 ( )v g h x  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³¹ñáõÛÃ ¨ »ñÏáõ ³Ý·³Ù ÏÇñ³é»Éáí 

(18) Ï³ÝáÝÁ, Ý³Ë ÏáõÝ»Ý³Ýù, áñ 

  
0

0 0( ) ( ) ( )ux x
g h x g u h x


    , 

ÇëÏ ³ÛÝáõÑ»ï¨, áñ 

      
00

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x xx x

f g h x f v g h x f v g u h x


          

Ï³Ù` 

dy dy dv du

dx dv du dx
   : 

ì»ñçÇÝ μ³Ý³Ó¨ÇÝ, ³Ûë Ï»ïÇ ëÏ½μáõÙ Ùïóí³Í Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»-
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ñáí, Ï³ñ»ÉÇ ¿ ï³É Ý³¨ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ. 

x v u xy y v u      : (18′′) 
 

3û. Ð³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóáõÙÁ: 
¸Çóáõù ( )y f x  ( )a x b   ýáõÝÏóÇ³Ý μ³í³ñ³ñáõÙ ¿ Ñ»ï¨-

Û³É å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ. 
I. f -Á ÷áËÙÇ³ñÅ»ù ¿; 

II. 0 ( ; )x a b  Ï»ïáõÙ f -Á ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿; 

III. 0( ) 0f x  : 

²Û¹ ¹»åùáõÙ, »Ã» 1( )x f y  Ñ³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³Ý 0 0( )y f x  
Ï»ïáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿, ³å³` 

1) 1( )f y -Á 0y -áõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿; 

2)  
0

1

0

1( )
( )y y

f y
f x





 


: (23) 

 î³Ýù 0y -ÇÝ y  ³× ¨ ¹Çï³ñÏ»Ýù ¹ñ³Ýáí ÍÝíáÕ 
1 1 1

0 0 0( ) ( ) ( )x f y f y y f y          ³×Á: 

ø³ÝÇ áñ 1f  -Á (ÇÝãå»ë ¨ f -Á) ÷áËÙÇ³ñÅ»ù ¿, áõñ»ÙÝ` 

0 0y x     : ¸³ Çñ³íáõÝù ¿ ï³ÉÇë 1f   Ñ³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³-

ÛÇ ³×Ç ¨ Ýñ³ ³ñ·áõÙ»ÝïÇ ³×Ç Ñ³ñ³μ»ñáõÃÛáõÝÁ Ý»ñÏ³Û³óÝ»Éáõ 

1x

y y x




  
 (24) 

ï»ëùáí: Àëï å³ÛÙ³ÝÇ` 1f  -Á 0y -áõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿: àõñ»ÙÝ` 

0 0y x     : 

ºÃ», ³ÛÅÙ, (24)-áõÙ ³ÝóÝ»Ýù ë³ÑÙ³ÝÇ, »ñμ 0y  , ³å³, ù³-

ÝÇ áñ ¹ñ³ ³ñ¹ÛáõÝùáõÙ x -Á ÝáõÛÝå»ë ÏÓ·ïÇ 0-Ç, ÁÝ¹ áñáõÙ` 

0( ) 0f x  , Ïëï³Ý³Ýù Ã»° 1f   ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝÁ, 

Ã»° å³Ñ³ÝçíáÕ (23) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ:  

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: ºÃ» Ý³Ë³å»ë Ñ³ÛïÝÇ ÉÇÝ»ñ, áñ 1f   Ñ³Ï³¹³ñÓ 

ýáõÝÏóÇ³Ý 0y  Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, ³å³ Ï³ñáÕ ¿ÇÝù ·ñ»É no II. 1.3-Ç 
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í»ñçáõÙ μ»ñí³Í  1 ( )f f x x   ÝáõÛÝáõÃÛáõÝÁ, ³ÛÝáõÑ»ï¨, Ñ³ßíÇ ³éÝ»-

Éáí, áñ ó³ÝÏ³ó³Í Ï»ïáõÙ y x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ 1-Ç 

¨ ÏÇñ³é»Éáí μ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý Ý³Ëáñ¹ Ï»ïáõÙ ³å³óáõó-
í³Í Ï³ÝáÝÁ, ëï³Ý³É. 

    
0 0

1 1
01 ( ) ( ) ( )

x x y y
f f x f y f x 

 

     : 

²Û¹ï»ÕÇó, ÇÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù, ÇëÏáõÛÝ ÏÑ»ï¨»ñ (23) Ñ³í³ë³ñáõ-
ÃÛáõÝÁ: 

 
4û. ä³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñáí ïñí³Í ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

¹Çý»ñ»ÝóáõÙÁ: ¸Çï³ñÏ»Ýù ( )x t , ( )y t  å³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý 

Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ ½áõÛ·Á (no III. 2.3): 

¸Çóáõù ( )x t  ýáõÝÏóÇ³Ý ( ; )   ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ 

¨ ËÇëï ÙáÝáïáÝ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ no V. 3.3-áõÙ μ»ñí³Í 
Ã»áñ»ÙÝ»ñÇ,  -Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¿, Ýñ³ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ïÇñáõÛÃÁ áñá-

ß³ÏÇ ( ; )a b  ÙÇç³Ï³Ûù ¿, áñÇ íñ³ áñáßí³Í 1( )t x  Ñ³Ï³¹³ñÓ 

ýáõÝÏóÇ³Ý ÝáõÛÝå»ë ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿: 
öáË³ñÇÝ»Éáí ( )y t  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñ·áõÙ»ÝïÁ (å³ñ³Ù»ïñÁ) 

1( )t x -áí, ëï³ÝáõÙ »Ý ( ; )   ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ áñáßí³Í 

 1( )y x   Ñ³Ù³¹ñáõÛÃÁ, áñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ( )x t  ¨ ( )y t  

( )t    å³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñáí ïñí³Í ýáõÝÏóÇ³: 

ºÃ» å³ñ³Ù»ïñÇ 0 ( ; )t    ³ñÅ»ùÇ ¹»åùáõÙ   ¨   ýáõÝÏ-

óÇ³Ý»ñÁ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý ¨ 0( ) 0t  , ³å³  1( )y x   ýáõÝÏ-

óÇ³Ý 0 0( )x t  Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, ÁÝ¹ áñáõÙ` 

  
0

1 0

0

( )( )
( )x x

t
x

t


 










, Ï³Ù, ³í»ÉÇ ë»ÕÙ, t

x
t

y
y

x


 


: 

 Ü³Ë ÝÏ³ï»Ýù, áñ ( )x t  ýáõÝÏóÇ³Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏ-

óÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý Ñ³Ù³ñ å³Ñ³ÝçíáÕ, Ý³Ëáñ¹ Ï»ïáõÙ Ãí³ñÏ-

í³Í μáÉáñ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ μ³í³ñ³ñáõÙ ¿: Ð»ï¨³μ³ñ, 1( )t x -Ý 

0x -áõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, ÁÝ¹ áñáõÙ, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ (23) Ï³ÝáÝÇ, 
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 
0

1

0

1( )
( )x x

x
t








 


: 

²ÛÝáõÑ»ï¨, ù³ÝÇ áñ ( )t -Ý 1
0 0( )t x  Ï»ïáõÙ ÝáõÛÝå»ë ¹Ç-

ý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, áõñ»ÙÝ ·áñÍáõÙ ¿ Ý³¨ μ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»Ýó-
Ù³Ý (18) Ï³ÝáÝÁ: ²ÛÝå»ë áñ, Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É. 

    
00

1 1 0
0

0

( )( ) ( ) ( )
( )t x xx x

t
x t x

t


   


 



   


: 

 
 

§ 3. î²ðð²Î²Ü üàôÜÎòÆ²ÜºðÆ ¸ÆüºðºÜòàôØÀ 
 

1û. ÐÇÙÝ³Ï³Ý ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ: ²Ûë-
ï»Õ óáõÛó ÏïñíÇ, áñ ÑÇÙÝ³Ï³Ý ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇó Ûáõ-
ñ³ù³ÝãÛáõñÁ Çñ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÇ μáÉáñ Ý»ñùÇÝ Ï»ï»ñáõÙ ¹Çý»-
ñ»Ýó»ÉÇ ¿: ¸³ Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí` Ï»ïÁ, áñáõÙ Ï³ï³ñí»Éáõ ¿ ¹Çý»-

ñ»ÝóáõÙÁ, ÏÝß³Ý³Ï»Ýù ó³ÝÏ³ó³Í x -áí (³ÛÉ áã Ã» áñáß³ÏÇ 0x -áí): 

ÀÝ¹ëÙÇÝ, áñå»ë ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ ³ÝóáõÙÝ Çñ³Ï³Ý³óÝáÕ ÷á÷áË³-
Ï³Ý Ñ³Ý¹»ë Ï·³ x -Á: 

I. êÏë»Ýù ³Ù»Ý³å³ñ½` Ñ³ëï³ïáõÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇó. 

y C const  : 

ø³ÝÇ áñ ó³ÝÏ³ó³Í x -Ç ¨ ó³ÝÏ³ó³Í x -Ç Ñ³Ù³ñ 

( ) ( )y x y x x C    , áõñ»ÙÝ` 

0 0

( ) ( )( ) lim lim 0
x x

y x x y x C C
y C

x x   

       
 

: 

²ÛëåÇëáí, Ñ³ëï³ïáõÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ó³ÝÏ³ó³Í x  
Ï»ïáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ¨ Ñ³í³ë³ñ ¿ 0-Ç: 

Ð»ï¨³Ýù 1: Ð³ëï³ïáõÝ ·áñÍ³ÏÇóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ 
Ýß³ÝÇ ï³ÏÇó ¹áõñë μ»ñ»É. 

 ( ) ( )Cg x C g x   : 

 Ð³Ù³Ó³ÛÝ no  2.1-áõÙ Ó¨³Ï»ñåí³Í μ) Ï³ÝáÝÇ` 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( ) ( )Cg x C g x C g x g x C g x C g x              : 

Ð»ï¨³Ýù 2: üáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ï³ñμ»ñáõÃÛ³Ý ³Í³ÝóÛ³ÉÁ Ñ³í³-
ë³ñ ¿ ¹ñ³Ýó ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ ï³ñμ»ñáõÃÛ³ÝÁ. 

( ( ) ( )) ( ) ( )u x v x u x v x     : 

 ú·ïí»Ýù no  2.1-Ç ³) Ï³ÝáÝÇó ¨ Ñ»ï¨³Ýù 1-Çó. 

( ( ) ( )) ( ( ) ( 1) ( )) ( ) (( 1) ( ))u x v x u x v x u x v x             

( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) :u x v x u x v x          

II. ²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù py x  (0 )x    ³ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ ýáõÝÏ-

óÇ³Ý: 
²Ûë ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇë û·ïí»Éáõ »Ýù no IV. 4.9-áõÙ 

ëï³óí³Í Ñ»ï¨Û³É Ýß³Ý³íáñ ë³ÑÙ³ÝÇó. 

0

(1 ) 1lim
p

p





 
 : 

àõÝ»Ýù` 

  
0 0

1 1( )( ) lim lim

pp
p p

p

x x

x x xx x x
x

x x   

       
 

 

 1 1

0

1 1
lim

p

p p

x

x x
x px

x x
 

 

  
  


: 

Ø³ëÝ³íáñ³å»ë, »ñμ 
1
2

p  , ëï³ÝáõÙ »Ýù. 

 
1 1
2 21 1

2 2
x x x

x


      

 
:  

²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ 0p  , ³ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ 

Ý³¨ 0x   Ï»ïáõÙ. 0 0p   ( 0)p  : ºÉÝ»Éáí ³Í³ÝóÛ³ÉÇ ë³ÑÙ³Ýáõ-

ÙÇó` Ïëï³Ý³Ýù. 

1
0 0 0

0, 1,( ) 0( ) lim lim ( )
, 0 1:

p p
p p
x

x x

px
x x

px


    

         
 

ö³ëïáñ»Ý, 0 1p   ¹»åùáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý 0x   Ï»ïáõÙ áõÝÇ 

³Ýí»ñç (³ç³ÏáÕÙÛ³Ý) ³Í³ÝóÛ³É: 
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III. òáõóã³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çï³ñÏáõÙÁ ëÏë»Ýù xy e  ( )x  

Ù³ëÝ³íáñ ¹»åùÇó: ú·ïí»Éáí no IV. 4.9-Ç 

0

1lim 1e

 


  

Ýß³Ý³íáñ ë³ÑÙ³ÝÇó` Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É. 

0 0 0

( 1) 1( ) lim lim lim 1
x x x x x x

x x x x

x x x

e e e e e
e e e e

x x x

  

     

        
  

: 

ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ, »ñμ ·áñÍ áõÝ»Ýù xy a  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ»ï, 

³ÛÝ Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ »Ýù lnx x aa e  ï»ëùáí ¨ ¹Çï³ñÏáõÙ áñå»ë 
uy e  ¨ lnu x a  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³¹ñáõÛÃ: ÎÇñ³é»Éáí 

Ñ³Ù³¹ñáõÛÃÇ ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý (18) Ï³ÝáÝÁ ¨ Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ 
ln( )u u x a x

ue e e a    , ( ln ) ( ) ln lnxu x a x a a      , ëï³ÝáõÙ »Ýù. 

 ln( ) ( ) lnx x a u x
u xa e e u a a      : (25) 

IV. logay x  ( 0)x   Éá·³ñÇÃÙ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ý-

ó»Ýù »ñÏáõ »Õ³Ý³Ïáí: 
³) ²ÛÝ ¹»åùáõÙ »ñμ Éá·³ñÇÃÙÇ ÑÇÙùÁ e -Ý ¿` lny x , Ï³ñáÕ 

»Ýù û·ïí»É no IV. 4.9-Ç 

0

ln(1 )lim 1






  

Ýß³Ý³íáñ ë³ÑÙ³ÝÇó. 

0 0

lnln( ) ln(ln ) lim lim
x x

x x
x x x xx

x x   

 
     
 

0

ln 1
1 1 1lim 1 :

x

x

x
xx x x
x

 

    
      
 

 
 

 

ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ Ï³ñ»ÉÇ ¿ û·ïí»É Éá·³ñÇÃÙÇ ÙÇ ÑÇÙùÇó 
Ù»Ï ³ÛÉ ÑÇÙùÇ ³ÝóÙ³Ý μ³Ý³Ó¨Çó ¨ ·ñ»É. 



 27

ln 1 1(log ) (ln ) :
ln ln lna

x
x x

a a x a

      
 

 

μ) ºñÏñáñ¹ »Õ³Ý³ÏÁ Ñ»ï¨Û³ÉÝ ¿. logay x  ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çï³ñ-

ÏáõÙ »Ýù áñå»ë yx a  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ï³¹³ñÓ, ÏÇñ³éáõÙ »Ýù Ñ³-
Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý (23) Ï³ÝáÝÁ ¨ û·ïíáõÙ óáõó-
ã³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ Ñ³Ù³ñ ëï³óí³Í (25) μ³Ý³Ó¨Çó. 

1 1 1(log ) :
ln( ) lna x y y

y

x
x aa a a

   


 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 1: àõß³·ñ³í ¿ ³ÛÝ ÷³ëïÁ, áñ óáõóã³ÛÇÝ ¨ Éá·³ñÇÃ-
Ù³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ Ñ³Ù»Ù³ï³μ³ñ ³í»ÉÇ å³ñ½ ï»ëù 

áõÝ»Ý ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ ¹ñ³Ýó ÑÇÙùÁ e -Ý ¿: ²í»ÉÇÝ, xe -Á ÙÛáõë ýáõÝÏ-

óÇ³Ý»ñÇ ß³ñùáõÙ ³é³ÝÓÝ³ÝáõÙ ¿ Ý³¨ Ýñ³Ýáí, áñ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ×Çßï ¨ 

×Çßï Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ »É³Ï»ï³ÛÇÝ (Ý³ËÝ³Ï³Ý) ýáõÝÏóÇ³ÛÇÝ. ( )x xe e  : 

²Û¹ù³ÝÝ ÇëÏ μ³í³Ï³Ý ¿, áñå»ë½Ç óáõóã³ÛÇÝ ¨ Éá·³ñÇÃÙ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³-
Ý»ñÁ ¹Çï³ñÏ»ÉÇë Ý³Ë³å³ïíáõÃÛáõÝÁ ïñíÇ Ñ»Ýó e  ÑÇÙùÇÝ: ²Ûë Ù³ëÇÝ, 

Ç ¹»å, no IV. 3.2-áõÙ ³ñ¹»Ý ³ÏÝ³ñÏ»É »Ýù: 

ºé³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ Ñ³ßíáõ-
ÙÁ ÑÇÙÝíáõÙ ¿ no IV. 4.9-Ç 

0

sinlim 1





  

Ýß³Ý³íáñ ë³ÑÙ³ÝÇ íñ³: 
êÏë»Ýù siny x  ¨ cosy x  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇó. 

V. 
0 0

2sin cos
sin( ) sin 2 2(sin ) lim lim

x x

x x
x

x x x
x

x x   

          
 

 

0 0

sin
2lim lim cos 1 cos cos

2
2

x x

x
x

x x x
x   


         

: 
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VI. 
0

cos( ) cos(cos ) lim
x

x x x
x

x 

   


 

0

2sin sin
2 2lim

x

x x
x

x 

     
  


 

0 0

sin
2lim lim sin sin

2
2

x x

x
x

x x
x   


         

: 

ÜáõÛÝ »Õ³Ý³Ïáí Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ñ³ßí»É Ý³¨ ï³Ý·»ÝëÇ ¨ Ïá-
ï³Ý·»ÝëÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ: ê³Ï³ÛÝ, ¿É ³í»ÉÇ Ñ³ñÙ³ñ ¿ »ÉÝ»É 

sintg
cos
x

x
x

 , 
cosctg
sin
x

x
x

  Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ»ñÇó ¨ ÏÇñ³é»É ù³Ýáñ¹Ç 

¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý no 2.1-áõÙ Ó¨³Ï»ñåí³Í Ï³ÝáÝÁ: ì»ñçÝ³Ï³Ý ³ñ¹-
ÛáõÝùÇÝ Ñ³ëÝáõÙ »Ýù` û·ï³·áñÍ»Éáí ëÇÝáõëÇ ¨ ÏáëÇÝáõëÇ ³Í³Ýó-
Û³ÉÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ Ñ»Ýó Ýáñ ëï³óí³Í μ³Ý³Ó¨»ñÁ: 

ºí ³Ûëå»ë` 

VII. 2
sin (sin ) cos (cos ) sin( )
cos cos
x x x x x

tgx
x x

       
 

 

2 2

2 2
cos sin 1

cos cos
x x

x x


  : 

VIII. 2
cos 1(ctg )
sin sin
x

x
x x

     
 

: 

 

Ð³Ï³¹³ñÓ »é³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³Í³ÝóÛ³É-
Ý»ñÁ Ñ³ßíáõÙ »Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý (23) Ï³Ýá-
Ýáí: 

IX. arcsiny x , [ 1;1]x  : 

²Ûë ýáõÝÏóÇ³Ý sinx y  
2 2

y
     

 
 ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ï³-

¹³ñÓÝ ¿: ò³ÝÏ³ó³Í ( 1;1)x   Ï»ïáõÙ` 

2 2

1 1 1 1 1(arcsin )
(sin ) cos 1 sin 1

x
y y

y x
x y y y x

      
   

: 
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ÜÏ³ï»Ýù, áñ ;
2 2

y
    

 
, ³ÛÝå»ë áñ` cos 0y   ¨, Ñ»ï¨³-

μ³ñ, 2cos 1 siny y   : 
 

X. arccosy x  ýáõÝÏóÇ³Ý Ï³ñ»ÉÇ ¿ ¹Çý»ñ»Ýó»É` »ÉÝ»Éáí 

arccos arcsin
2

x x


   μ³Ý³Ó¨Çó: ´³í³Ï³Ý ¿ û·ïí»É Ñ³ëï³-

ïáõÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ Ñ³Ù³ñ I-áõÙ ëï³óí³Í ³ñ¹ÛáõÝùÇó ¨ 
¹ñ³ÝÇó μËáÕ Ñ»ï¨³Ýù 2-Çó. 

 (arccos ) arcsin arcsin
2 2

x x x
              

   
 

2 2

1 10
1 1x x

   
 

: 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 2: ²ñÏëÇÝáõëÇ ¨ ³ñÏÏáëÇÝáõëÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ μ³Ý³-

Ó¨»ñÁ 1x    Ï»ï»ñáõÙ ÏáñóÝáõÙ »Ý Çñ»Ýó ÇÙ³ëïÁ: ÀÝÃ»ñóáÕÁ Ï³ñáÕ ¿ 

ÇÝùÝáõñáõÛÝ Ñ³Ùá½í»É, áñ ³Û¹ Ï»ï»ñáõÙ Ýßí³Í ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ áõÝ»Ý 
³Ýí»ñç ³Í³ÝóÛ³É: Ð»Ýó ¹ñ³Ýáí ¿É å³ÛÙ³Ý³íáñí³Í ¿ ³ÛÝ »ñ¨áõÛÃÁ, áñ 
ÝÏ³ïáõÙ »Ýù no II. 3.7-áõÙ å³ïÏ»ñí³Í ·Í. 25-Ý áõ ·Í. 26-Á 
áõëáõÙÝ³ëÇñ»ÉÇë: Ü»ñÏ³Û³óí³Í »ñÏáõ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ·ñ³ýÇÏÝ»ñÝ ¿É 

1x    Ï»ï»ñáõÙ áõÝ»Ý áõÕÕ³ÓÇ· ßáß³÷áÕÝ»ñ: 
 

XI. arctgy x  ( )x  ýáõÝÏóÇ³Ý tgx y  
2 2

y
     

 
 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÝ ¿: ú·ïí»Éáí ï³Ý·»ÝëÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ μ³-
Ý³Ó¨Çó` ëï³ÝáõÙ »Ýù. 

2
2 2

1 1 1(arctg ) cos
(tg ) 1 tg 1y

x y
y y x

    
  

: 

 

XII. arcctgy x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ 

û·ïíáõÙ »Ýù Ïáï³Ý·»ÝëÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ μ³Ý³Ó¨Çó. 

2
2 2

1 1 1(arcctg ) sin
(ctg ) 1 ctg 1y

x y
y y x

       
  

: 
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²Ù÷á÷»Éáí ëï³óí³Í I-XII μ³Ý³Ó¨»ñÁ` Ï³ñáÕ »Ýù Ï³½Ù»É 
ÑÇÙÝ³Ï³Ý ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ Ñ»ï¨Û³É ³Õ-
Ûáõë³ÏÁ. 

I. ( ) 0C   ;  

II. 1( )p px px   ; II.*   1
2

x
x

  ; 

III. ( ) lnx xa a a  ; III.* ( )x xe e  ; 

IV. 1(log )
lna x x a

  ; IV.* 
1(ln )x
x

  ; 

V. (sin ) cosx x  ; VI. (cos ) sinx x   ; 

VII. 2
1(tg )

cos
x

x
  ; VIII. 2

1(ctg )
sin

x
x

   ; 

IX. 
2

1(arcsin )
1

x
x

 


; X. 
2

1(arccos )
1

x
x

  


 

XI. 2
1(arctg )

1
x

x
 


; XII. 2

1(arcctg )
1

x
x

  


: 

 
²ÕÛáõë³ÏÇ »ñÏñáñ¹, »ññáñ¹ ¨ ãáññáñ¹ ÑáñÇ½áÝ³Ï³ÝÝ»ñáõÙ 

·ñí³Í II*, III* ¨ IV* Ù³ëÝ³íáñ μ³Ý³Ó¨»ñÁ ·áñÍÝ³Ï³ÝáõÙ ß³ï 
³í»ÉÇ Ñ³×³Ë »Ý å»ïù ·³ÉÇë, ù³Ý ¹ñ³Ýó ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óáõÙÝ»ñÁ: 
¸³ ¿ å³ï×³éÁ, áñ ³Û¹ μ³Ý³Ó¨»ñÇÝ ³ÕÛáõë³ÏáõÙ ³é³ÝÓÇÝ ï»Õ ¿ 
Ñ³ïÏ³óí³Í: 

 
2û. ¸Çý»ñ»ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÝ»ñÇ ÏÇñ³éÙ³Ý ûñÇÝ³ÏÝ»ñ: ²ÝóÝ»Ýù 

Ý³Ëáñ¹ å³ñ³·ñ³ýáõÙ Ùß³Ïí³Í ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý ï»ËÝÇÏ³ÛÇ ÷áñ-
Ó³ñÏÙ³ÝÁ: ¸Çï³ñÏíáÕ μáÉáñ ûñÇÝ³ÏÝ»ñáõÙ û·ïí»Éáõ »Ýù 
³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ ³ÕÛáõë³ÏÇó` ³é³Ýó Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ÑÕáõÙÝ»ñ 
Ï³ï³ñ»Éáõ: 

1) ¶ïÝ»Ýù 3 5(2 2 )xy x   ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ: 

üáõÝÏóÇ³Ý, ÇÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù, Çñ»ÝÇó Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¿ 
3( )u x x  ¨ 5( ) 2 2xv x    ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³É: àõñ»ÙÝ, ³-

é³çÇÝ Ñ»ñÃÇÝ å»ïù ¿ û·ïí»É ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý Ï³Ýá-
ÝÇó (no 2.1, μ). 

3 5 3 5( ) (2 2 ) (2 2 )x xy x x        : 
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Ð³çáñ¹ ù³ÛÉáõÙ, 5(2 2 )x  -Á ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ, ÏÇñ³éáõÙ »Ýù 

·áõÙ³ñÇ ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÁ (no 2.1, ³). 
5 5(2 2 ) (2 ) (2 ) 2 ln 2 0 2 ln 2x x x x        : 

²ñ¹ÛáõÝùáõÙ` 2 5 33 (2 2 ) 2 ln 2x xy x x     : 

²ÝóÝ»Ýù Ñ³çáñ¹ ûñÇÝ³ÏÇÝ: 

2) 

2

2 cos3

xe
y

x



: 

Ü³Ë ÏÇñ³é»Ýù ù³Ýáñ¹Ç ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÁ. 

 2 2
2

2

(2 cos3 ) (2 cos3 )

2 cos3 (2 cos3 )

x x
x e x e xe

y
x x

      
      

: 

²ÛÅÙ ·ïÝ»Ýù  2xe

-Á ¨ (2 cos3 )x  -Á: 

Ü»ñÏ³Û³óÝ»Éáí 
2xv e  ýáõÝÏóÇ³Ý áñå»ë uv e  ¨ 2u x  

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³¹ñáõÛÃ` ·ïÝáõÙ »Ýù. 

 2 22( ) ( ) 2x u x
u x u xe v u e x xe

         : 

ø³ÝÇ áñ (2 cos3 ) (2) (cos3 ) (cos3 )x x x       , ÙÝáõÙ ¿ ·ïÝ»É 

cos3w x  μ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ: ²ÛÝ cosw u  ¨ 3u x  
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³¹ñáõÛÃÝ ¿, ³ÛÝå»ë áñ` 

(cos ) sin (3 ) 3sin 3x u xw u u u x x          : 

²ñ¹ÛáõÝùáõÙ` 
2 2

2
2 (2 cos3 ) 3 sin3

(2 cos3 )

x xxe x e x
y

x

    


: 

3) 
2

4
2

1ln
1
x

y
x





: ²ÝÙÇç³å»ë μ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý 

Ï³ÝáÝÁ ÏÇñ³é»Éáõ ÷áË³ñ»Ý Ï³ñáÕ »Ýù, û·ïí»Éáí Éá·³ñÇÃÙÇ 
Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇó (no II. 3.6), ýáõÝÏóÇ³Ý Ó¨³÷áË»É ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý 
Ñ³Ù³ñ ³í»ÉÇ Ýå³ëï³íáñ ï»ëùÇ. 

 
1

2 24
2 2

2 2
1 1 1 1ln ln ln(1 ) ln(1 )

4 41 1
x x

y x x
x x

  
      

  
: 



 32

²ÛÅÙ Ñ»ßïáõÃÛ³Ùμ ·ïÝáõÙ »Ýù. 

   2 2
2 2 2 2 4

1 1 1 1 2 21 1
4 41 1 1 1 1

x x x
y x x

x x x x x

                    
: 

 

4) 
2

3
( 1)( 2)

( 3)
x x

y
x

 



: ²Ûë ûñÇÝ³ÏáõÙ ¿É, ÇÝãå»ë ¨ Ý³Ëáñ¹áõÙ, 

»Ã» ³ÝÙÇç³å»ë ³ÝóÝ»Ýù ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÝ»ñÇ ÏÇñ³éÙ³ÝÁ, 
³å³ ëïÇåí³Í ÏÉÇÝ»Ýù ·áñÍ áõÝ»Ý³É μ³ñ¹ ¨ Í³í³ÉáõÝ ³ñï³-
Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ»ï: ÜÏ³ï»Éáí, áñ Éá·³ñÇÃÙÇ ³éÏ³ÛáõÃÛáõÝÁ 
³Ûëï»Õ ¿É Ï³ñáÕ ¿ñ ¿³å»ë Ñ»ßï³óÝ»É ¹Çý»ñ»ÝóáõÙÁ` Ý»ñÙáõÍ»Ýù 
Ñ»ï¨Û³É ûÅ³Ý¹³Ï ýáõÝÏóÇ³Ý. ( ) ln ( )w x y x  

ØÇ ÏáÕÙÇó áõÝ»Ýù` 

 
2

3
( 1)( 2)( ) ln ln( 1) 2ln( 2) 3ln( 3)

( 3)
x x

w x x x x
x

            
 

 

( 1) ( 2) ( 3) 1 2 32 3
1 2 3 1 2 3

x x x

x x x x x x

    
     

     
: 

ØÛáõë ÏáÕÙÇó` 

1( ) (ln ( )) ( )
( )

w x y x y x
y x

     *, 

áñï»ÕÇó í»ñçÝ³Ï³Ý³å»ë ëï³ÝáõÙ »Ýù` 

2

3
( 1)( 2) 1 2 3( ) ( ) ( )

1 2 3( 3)
x x

y x y x w x
x x xx

             
: 

5) ¸Çï³ñÏ»Ýù 2( )g x x  ( 1)x   ¨ 2( ) 4 2h x x x     ( 1)x   

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ÙÇ³íáñáõÙÁ. 

2

2

, ( ;1],

4 2, (1; ) :

x x
y

x x x

   
    

 

                                                 
*
 ¶ñ³Ï³ÝáõÃÛ³Ý Ù»ç Ñ³×³Ë (ln ( ))y x  -Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ( )y x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Éá·³ñÇÃÙ³-

Ï³Ý ³Í³ÝóÛ³É: 
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Ü³Ë ÝÏ³ï»Ýù, áñ ( ;1)  μ³ó ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ 2y x  ¨, áõñ»ÙÝ, 

2( ) 2y x x   , ÇëÏ (1; )  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ` 

2( 4 2) 2 4y x x x        : 

ØÝáõÙ ¿ Ñ»ï³½áï»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝÁ 1x   
Ï»ïáõÙ: ø³ÝÇ áñ ³Û¹ Ï»ïÇ ó³ÝÏ³ó³Í ßñç³Ï³ÛùÇ Ó³Ë ¨ ³ç ÏáÕ-
Ù»ñáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý ïñí³Í ¿ ï³ñμ»ñ μ³Ý³Ó¨»ñáí, á°ã ¹Çý»ñ»Ýó-
Ù³Ý Ï³ÝáÝÝ»ñÇ ÏÇñ³éÙ³Ùμ, á°ã ¿É ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ ³ÕÛáõë³ÏÇó 

û·ïí»Éáí (1)y -Á ã»Ýù Ï³ñáÕ ·ïÝ»É: 

Ð³ßí»Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙÇ³ÏáÕÙ³ÝÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ (no 1.7). 

2

1 0 1 0 1 0

( ) (1) 1(1) lim lim lim ( 1) 2
1 1x x x

y x y x
y x

x x      

      
 

, 

2

1 0 1 0

( 4 2) 1 ( 1)( 3)(1) lim lim 2
1 1x x

x x x x
y

x x    

         
 

: 

ÆÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù, 1x   Ï»ïáõÙ ÙÇ³ÏáÕÙ³ÝÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»-
ñÁ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý, í»ñç³íáñ »Ý ¨ Çñ³ñ Ñ³í³ë³ñ: Ð»ï¨³μ³ñ, 

y -Á ³Û¹ Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, ÁÝ¹ áñáõÙ` (1) (1) (1) 2y y y      : 

²ÛëåÇëáí` 

2 , 1,
2 4, 1:
x x

y
x x

    
 

6) | |y x x , x : 

ºñμ 0x  ` 
3
2y x x x  , 

1
23 3

2 2
x

y x   : 

ºñμ 0x  ` 
3
2( ) ( )y x x x x x         , 

 
1
23 3( ) ( )

2 2
x

y x x
       : 

ì»ñç³å»ë, »ñμ 0x  ` 

0 0

| |
(0) lim lim | | 0

x x

x x
y x

x   

 
    


: 
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ØÇ³íáñ»Éáí ëï³óí³Í ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÁ Ù»Ï ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ μ³Ý³-
Ó¨áõÙ` Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É` 

3 | |
2
x

y  : 

ÜÏ³ï»Ýù, áñ ÇÝãå»ë | |x -Á (no 1.4, ûñÇÝ³Ï 2), ³ÛÝå»ë ¿É 

| |x -Á* 0x   Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ã»Ý, ÙÇÝã¹»é | |x x  ýáõÝÏ-

óÇ³Ý ÝáõÛÝ ³Û¹ Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿: 
Ð³çáñ¹ í³ñÅáõÃÛáõÝÁ í»ñ³μ»ñáõÙ ¿ å³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý Ñ³í³-

ë³ñáõÙÝ»ñáí ïñí³Í ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÙ³ÝÁ: 

7) cosx a t , siny a t , 0 t   : 

²Ûë Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñáí áñáßíáÕ ÏáñÁ** (0;0)  Ï»ÝïñáÝáí ¨ a  

ß³é³íÕáí ßñç³Ý³·ÍÇ í»ñÇÝ ÏÇë³Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ù»ç ÁÝÏ³Í ³Õ»ÕÝ ¿ 
(ÏÇë³ßñç³Ý³·ÇÍÁ): 

ø³ÝÇ áñ cosx a t  ýáõÝÏóÇ³Ý [0; ] -áõÙ ÷áËÙÇ³ñÅ»ù ¿, ÁÝ¹ 

áñáõÙ` ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ïÇñáõÛÃÁ [ ; ]a a  Ñ³ïí³ÍÝ ¿, 

áõñ»ÙÝ Ýßí³Í å³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñáí ïñí³Í ¿ 
( )y y x  ýáõÝÏóÇ³ (no 2.4), áñÇ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÁ [ ; ]a a  Ñ³ï-

í³ÍÝ ¿, ÇëÏ ·ñ³ýÇÏÁ` í»ñÁ ÑÇß³ï³Ïí³Í ÏÇë³ßñç³Ý³·ÇÍÁ: 
Ð³ßí»Ýù ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ` û·ïí»Éáí no 2.4-áõÙ 

ëï³óí³Í μ³Ý³Ó¨Çó. 

cos ctg
sin

t
x

t

y a t
y t

x a t


    

 
: 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 2: ÆÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù, å³ñ³Ù»ïñÇ 0 ¨   ³ñÅ»ù-

Ý»ñÇ ¹»åùáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ` ctg t -Ý, ¹³éÝáõÙ ¿ ³Ýí»ñç Ù»Í: 

¸³ ÉÇáíÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ ³ÛÝ ÇñáÕáõÃÛ³ÝÁ, áñ ÏÇë³ßñç³Ý³·ÍÇ 
Í³Ûñ³Ï»ï»ñáí ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÝ»ñÝ áõÝ»Ý áõÕÕ³ÓÇ· ¹Çñù (no 1.7, ·Í. 6): 

àõß³·ñ³í ¿ Ý³¨ Ñ»ï¨Û³É ¹Çï³ñÏáõÙÁ. ÏÇë³ßñç³Ý³·ÍÇ Ï»ÝïñáÝÁ 

( cos ; sin )a t a t  Ï»ïÇÝ ÙÇ³óÝáÕ ß³é³íÇÕÁ Ox  ³é³ÝóùÇ ÝÏ³ïÙ³Ùμ 

                                                 
* ºÃ» | |x -Á ÉÇÝ»ñ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ, ³å³ 

2
| | | |x x -Ý, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ no  2.1-Ç μ) Ï³ÝáÝÇ, 

å»ïù ¿ ÝáõÛÝå»ë ÉÇÝ»ñ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ, áñÁ, ë³Ï³ÛÝ, ³Û¹å»ë ã¿: 
** î»°ë no III. 2.3-Ç ûñÇÝ³Ï 5-Á: 
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Ã»ùí³Í ¿ t  é³¹Ç³Ý ³ÝÏÛ³Ý ï³Ï: ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ³Û¹ ß³é³íÇÕÁ 

å³ñáõÝ³ÏáÕ áõÕÕÇ ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³ÏÇóÁ tg t -Ý ¿: ²ÛÅÙ, »Ã» ÑÇß»Ýù    

no 1.5-áõÙ ³Í³ÝóÛ³ÉÇÝ ïñí³Í »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý Ù»ÏÝ³μ³ÝáõÃÛáõÝÁ, 

ÇÝãå»ë Ý³¨ áõÕÇÕÝ»ñÇ áõÕÕ³Ñ³Û³óáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÁ (no III. 3.6), Ï³ñáÕ 

»Ýù ÝÏ³ï»É, áñ tg ( ctg ) 1t t     ÝáõÛÝáõÃÛáõÝÁ áõÕÕ³ÏÇ Ñ³ëï³ïáõÙÝ ¿ 

¹åñáó³Ï³Ý »ñÏñ³ã³÷áõÃÛáõÝÇó Ñ³ÛïÝÇ ³ÛÝ ÷³ëïÇ, áñ ßñç³Ý³·ÍÇ 
ó³ÝÏ³ó³Í Ï»ïáí ï³ñí³Í ß³é³íÇÕÝ áõ ßáß³÷áÕÁ ÷áËáõÕÕ³Ñ³Û³ó »Ý: 

 
 

ì ² ð Ä à ô Â Ú à ô Ü Ü º ð  
 

1. òáõÛó ï³É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í 0x  Ï»ïáõÙ ( )g x kx b   ·Í³ÛÇÝ ýáõÝÏ-

óÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ ïñíáõÙ ¿ 0( )( )dg x x k x    μ³Ý³Ó¨áí: 

2. êïáõ·»É, áñ áõÕÕÇÝ Ýñ³ ó³ÝÏ³ó³Í Ï»ïáí ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÁ ÝáõÛÝ 
³Û¹ áõÕÇÕÝ ¿: 

3. ³) òáõÛó ï³É, áñ 2y ax  å³ñ³μáÉÇÝ Ýñ³ 0 0( ; )x y  Ï»ïáí ßáß³÷áÕ 

ï³Ý»Éáõ Ñ³Ù³ñ μ³í³Ï³Ý ¿ ù³ÝáÝÇ ÙÇçáóáí ³Û¹ Ï»ïÁ ÙÇ³óÝ»É Ox  

³é³ÝóùÇ 0

2
x

 Ï»ïÇÝ: 

μ) ²é³ç³ñÏ»É ÝáõÛÝåÇëÇ ÙÇ ÑÝ³ñù, 3y ax  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇÝ 

ßáß³÷áÕ ï³Ý»Éáõ Ñ³Ù³ñ: 

4. ¸Çóáõù ( )y f x  ýáõÝÏóÇ³Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ ¿ ¨ 0 0( )y f x : 

³) ²å³óáõó»É, áñ »Ã» f -Á 0x -áõÙ ¨ 1f  -Á 0y -áõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý, 

³å³ 1f   Ñ³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇÝ 0 0( ; )y x  Ï»ïáí ï³ñí³Í ßá-

ß³÷áÕÁ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇÝ 0 0( ; )x y  Ï»ïáí ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÇ 

Ñ³Û»É³ÛÇÝ å³ïÏ»ñÝ ¿ y x  áõÕÕÇ ÝÏ³ïÙ³Ùμ: 

μ) òáõÛó ï³É, áñ »Ã» 0( ) 0f x   ¨ 1f  -Á 0y -áõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿, ³å³ 

1f   ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ 0 0( ; )y x  Ï»ïáõÙ áõÝÇ áõÕÕ³ÓÇ· ßáß³÷áÕ: 

5. êïáõ·»É, áñ »Ã» f -Á ½áõÛ· ýáõÝÏóÇ³ ¿ ¨ 0x   Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ, 

³å³ (0) 0f   °: 

6. ²å³óáõó»É, áñ ½áõÛ· ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ Ï»Ýï ýáõÝÏóÇ³ ¿, ÇëÏ 
Ï»Ýï ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ` ½áõÛ·: 

òáõóáõÙ: ¸Çý»ñ»Ýó»É no II. 2.3-Ç ë³ÑÙ³ÝáõÙ 5-áõÙ ·ñí³Í ÝáõÛÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, 

Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ ( )f x -Á ( )y f t  ¨ t x   ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³¹ñáõÛÃÝ ¿: 
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7. êïáõ·»É, áñ  ln | | 1x x  , 0x  : 

òáõóáõÙ: ÜÏ³ï»É, áñ ln | | ln( )x x  , »ñμ 0x   ¨ û·ïí»É Ý³Ëáñ¹ í³ñÅáõ-

ÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ ïñí³Í óáõóáõÙÇó: 

8. §ÐÇå»ñμáÉ³Ï³Ý¦ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ »Ý Ñ»ï¨Û³É μ³Ý³Ó¨»ñáí. 

ch
2

x xe e
x


  (ÑÇå»ñμáÉ³Ï³Ý ÏáëÇÝáõë), 

sh
2

x xe e
x


  (ÑÇå»ñμáÉ³Ï³Ý ëÇÝáõë): 

³) ²å³óáõó»É ÝáõÛÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁ. 

2 2ch sh 1x x  ; 2 2ch sh ch 2x x x  ; 2sh ch sh 2x x x : 

μ) òáõÛó ï³É, áñ chx a t , shy b t  ( )t     å³ñ³Ù»ïñ³-

Ï³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñáí áñáßíáÕ ÏáñÁ no III. 4.3-áõÙ å³ïÏ»ñí³Í ÑÇå»ñ-
μáÉÇ ³ç ÏÇë³Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ù»ç ÁÝÏ³Í ×ÛáõÕÝ ¿ (³Ûëï»ÕÇó ¿É í»ñÁ ë³ÑÙ³Ý-
í³Í ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ §ÑÇå»ñμáÉ³Ï³Ý¦ ³Ýí³ÝáõÙÁ): 

·) êïáõ·»É, áñ (ch ) shx x  , (sh ) chx x  : 

9. ¸Çóáõù ( )u x  ¨ ( )v x  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý ¨ ( ) 0u x  : 

³) òáõÛó ï³É, áñ ( )( )v xy u x  §³ëïÇ×³Ý³óáõóã³ÛÇÝ¦ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

³Í³ÝóÛ³ÉÁ ïñíáõÙ ¿ 

( ) ( )( ) ( ) ln ( ) ( )
( )

v x u x
y u x v x u x v x

u x

    
 

 

μ³Ý³Ó¨áí: 

òáõóáõÙ: Ü»ñÏ³Û³óÝ»É ýáõÝÏóÇ³Ý ( ) ln ( )v x u xy e  ï»ëùáí ¨ û·ïí»É μ³ñ¹ 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áõ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÝ»ñÇó: 

μ) ¶ïÝ»É ( 0)xx x  , sin ( 0)xx x   ¨ (sin ) (0 )xx x    ýáõÝÏ-

óÇ³Ý»ñÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ: 
10. ¸Çóáõù f  ¨ g  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ X  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý: 

ÖßÙ³ñÇï ¿± ³ñ¹Ûáù, áñ »Ã» X -áõÙ ³Ù»Ýáõñ»ù ( ) ( )f x g x , ³å³ 

( ) ( )f x g x  : 

´»ñ»É Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ûñÇÝ³Ï: 
11. Ð³ßí»É ·áõÙ³ñÁ. 

2 1( ) 1 2 3 n
nS x x x nx      : 

òáõóáõÙ: ÜÏ³ï»É, áñ 2 3( ) ( )nnS x x x x x       ¨ û·ïí»É »ñÏñ³ã³-

÷³Ï³Ý åñá·ñ»ëÇ³ÛÇ ·áõÙ³ñÇ μ³Ý³Ó¨Çó: 

12. îñí³Í ¿` 1 2( ) sin sin 2 sinnf x a x a x a nx    : 
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²å³óáõó»É, áñ »Ã» ( ) sinf x x , x , ³å³ 

1 22 1na a na    : 

òáõóáõÙ: êïáõ·»É, áñ (0) 0f  , 1 2(0) 2 nf a a na     : ²ÛÝáõÑ»ï¨, 

»ÉÝ»Éáí ³Í³ÝóÛ³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó, ·ñ»É, áñ 
0

( )(0) lim
x

f x
f

x
   ¨ û·ïí»É ËÝ¹ñÇ 

å³ÛÙ³ÝÇó: 
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¶ È àô Ê  VII 

 
¸ÆüºðºÜòÆ²È Ð²ÞìÆ ÐÆØÜ²Î²Ü 

´²Ü²ÒºìºðÀ 
 

§ 1. ìºðæ²ìàð ²ÖºðÆ ´²Ü²ÒºìÀ 
 

1û. ü»ñÙ³ÛÇ* É»ÙÙ³Ý: ØÇÝã É»ÙÙ³Ý Ó¨³Ï»ñå»ÉÁ ë³ÑÙ³Ý»Ýù 
¹ñ³ Ñ³Ù³ñ ³ÝÑñ³Å»ßï ÙÇ ·³Õ³÷³ñ: 

¸Çóáõù X -Á Ãí³ÛÇÝ μ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿: 

ê³ÑÙ³ÝáõÙ: 0x  Ï»ïÁ ÏáãíáõÙ ¿ X  μ³½ÙáõÃÛ³Ý Ý»ñùÇÝ Ï»ï, 

»Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0x -Ç ßñç³Ï³Ûù, áñÝ ³ÙμáÕçáõÃÛ³Ùμ ÁÝÏ³Í ¿ 

X -áõÙ.  0 00 ( ; )x x X       : 

Ð»ßï ¿ ï»ëÝ»É, áñ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ X -Á ÙÇç³Ï³Ûù ¿ (μ³ó, 
÷³Ï, ÏÇë³μ³ó, í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç), Ýñ³ μáÉáñ Ï»ï»ñÁ, 
μ³ó³éáõÃÛ³Ùμ Í³Ûñ³Ï»ï»ñÇ, Ý»ñùÇÝ Ï»ï»ñ »Ý: ÆÝã í»ñ³μ»ñáõÙ ¿ 
a  ¨ b  Í³Ûñ³Ï»ï»ñÇÝ, áñáÝù, Ç ¹»å, ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ý³¨ 
ÙÇç³Ï³ÛùÇ »½ñ³ÛÇÝ Ï»ï»ñ, ³å³ ¹ñ³ÝóÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÇ 
ó³ÝÏ³ó³Í ßñç³Ï³ÛùÁ ÙÇ³ÛÝ §ÏÇëáí ã³÷¦ ¿ ÁÝÏ³Í ( ; )a b -áõÙ: 

Î³ñ¨áñ ¿ ÝÏ³ï»É, áñ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÇ Ý»ñùÇÝ Ï»ïáõÙ Ï³-
ñ»ÉÇ ¿ Ëáë»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¨° Ó³Ë³ÏáÕÙÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÇ Ù³ëÇÝ, ¨° 
³ç³ÏáÕÙÛ³Ý: 

²ÛÅÙ ³ÝóÝ»Ýù É»ÙÙ³ÛÇÝ: 
îñí³Í ¿ ( )y f x , x X , ýáõÝÏóÇ³Ý: 

È»ÙÙ³ (ü»ñÙ³): ºÃ» X  μ³½ÙáõÃÛ³Ý 0x  Ý»ñùÇÝ Ï»ïáõÙ f -Á 

ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ Ù»Í³·áõÛÝ (÷áùñ³·áõÛÝ) ³ñÅ»ù ¨ ³Û¹ Ï»ïáõÙ ýáõÝÏ-
óÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, ³å³` 0( ) 0f x  : 

²å³óáõÛó:  àñáß³ÏÇáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, Ã» 

0( ) maxf x f : Ü³Ë, ù³ÝÇ áñ 0x -Ý Ý»ñùÇÝ Ï»ï ¿, ·áÛáõÃÛáõÝ ÏáõÝ»-

Ý³ 0  , ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 0 0( ; )x x X    : 

                                                 
* äÇ»é ü»ñÙ³ (1601-1665), ýñ³ÝëÇ³óÇ Ù³Ã»Ù³ïÇÏáë: 
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²ÛÝáõÑ»ï¨, ù³ÝÇ áñ 0x -áõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ Ù»Í³·áõÛÝ 

³ñÅ»ù, áõñ»ÙÝ Ýßí³Í ßñç³Ï³ÛùáõÙ, ÇÝãå»ë ¨ X -Ç μáÉáñ Ï»ï»-
ñáõÙ, 

0( ) ( )f x f x : (1) 

î³Ýù 0x -ÇÝ 0x x x    (| | )x    ³× ¨ Ï³½Ù»Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

³×Ç ¨ ³ñ·áõÙ»ÝïÇ ³×Ç Ñ³ñ³μ»ñáõÃÛáõÝÁ. 

0

0

( ) ( )f x f xf

x x x




 
: (2) 

²ÛÅÙ ÝÏ³ï»Ýù, áñ (2)-áõÙ ·ñí³Í Ïáïáñ³ÏÇ Ñ³Ù³ñÇãÁ, Ñ³Ù³-

Ó³ÛÝ (1)-Ç, å³Ñå³ÝáõÙ ¿ Ýß³ÝÁ. 0( ) ( ) 0f f x f x    : ÆÝã í»ñ³-

μ»ñáõÙ ¿ Ñ³Ûï³ñ³ñÇÝ, ³å³ ³ÛÝ 0x -Ç Ó³Ë 0( )x x  ¨ ³ç 0( )x x  

ÏáÕÙ»ñáõÙ áõÝÇ ï³ñμ»ñ Ýß³ÝÇ ³ñÅ»ùÝ»ñ. ³ÛÝå»ë áñ` 

0 0 0f
x x x

x
 

    


, 

0 0 0f
x x x

x
 

    


: 

Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ f -Á 0x -áõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ ¨ »ÉÝ»Éáí í»ñ-

çÇÝ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó, ÙÇ ÏáÕÙÇó ëï³ÝáõÙ »Ýù` 

0
0 0 0

( ) ( ) lim 0
x x

f
f x f x

x  

   


, 

ÇëÏ ÙÛáõë ÏáÕÙÇó` 

0
0 0 0

( ) ( ) lim 0
x x

f
f x f x

x  

   


: 

´³Ûó ³Ûë »ñÏáõëÁ Ñ³Ù³ï»Õ»ÉÇ »Ý ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ 

0( ) 0f x  : 

È»ÙÙ³Ý ³å³óáõóí»ó: 
´»ñ»Ýù ÙÇ ûñÇÝ³Ï, áñÁ óáõÛó ¿ ï³ÉÇë, áñ É»ÙÙ³ÛáõÙ Ý»ñÏ³-

Û³óí³Í å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ ¿³Ï³Ý »Ý: 
 

úñÇÝ³Ï 1: | |y x , 2 1x   : Ð»ßï ¿ ï»ëÝ»É, áñ max 2 2y    , 

min | 0 | 0y   : ÀÝ¹ áñáõÙ, 2 -Á áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÇ »½ñ³ÛÇÝ Ï»ï ¿, ÇëÏ 0-Ý` 

Ý»ñùÇÝ: 

²ÛÝ ÷³ëïÁ, áñ 2 2( 2) (| |) ( ) 1 0x xy x x          , Ñ³ëï³ïáõÙ 
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¿, áñ É»ÙÙ³ÛáõÙ 0x -Ç Ý»ñùÇÝ Ï»ï ÉÇÝ»Éáõ å³ÛÙ³ÝÁ ¿³Ï³Ý ¿: ´³Ûó 0x   

Ï»ïáõÙ ¿É, ãÝ³Û³Í ³ÛÝ Ý»ñùÇÝ Ï»ï ¿, ¹³ñÓÛ³É ã»Ýù Ï³ñáÕ ³ë»É, Ã» 
³Í³ÝóÛ³ÉÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ 0-Ç, ù³ÝÇ áñ, ÇÝãå»ë μ³½ÙÇóë »Ýù ÏñÏÝ»É, | |x -Á 

³Û¹ Ï»ïáõÙ áõÕÕ³ÏÇ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ã¿: ²ÛÝå»ë áñ, ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»Ýó»-
ÉÇáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÁ ÝáõÛÝå»ë ¿³Ï³Ý ¿: 

 

2û. èáÉÇ* Ã»áñ»ÙÁ:  
Â»áñ»Ù (èáÉ): ºÃ» ( )y f x , [ ; ]x a b  ýáõÝÏóÇ³Ý 

I. [ ; ]a b  Ñ³ïí³ÍáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿; 
II. Ñ³ïí³ÍÇ μáÉáñ Ý»ñùÇÝ Ï»ï»ñáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿; 
III. Ñ³ïí³ÍÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ Ñ³í³ë³ñ ³ñÅ»ù-

Ý»ñ` ( ) ( )f a f b , 

³å³ ( ; )a b  μ³ó ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ c  Ï»ï, áñï»Õ` 

( ) 0f c  : 

²å³óáõÛó:  Â»áñ»ÙÇ I å³ÛÙ³ÝÇó ¨ ì³Û»ñßïñ³ëÇ Ã»áñ»ÙÇó 
(no V. 2.3, Ã»áñ»Ù 4) Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ [ ; ]a b -áõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ 

Ù»Í³·áõÛÝ ¨ ÷áùñ³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñ. 

1 2 1 2, [ ; ]{ ( ) max , ( ) min }x x a b f x f f x f    : 

ºÃ», 1x  ¨ 2x  Ï»ï»ñÁ »ñÏáõëÝ ¿É Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý Ñ³ïí³ÍÇ Í³Û-

ñ³Ï»ï»ñÇÝ, ³å³, Áëï III å³ÛÙ³ÝÇ, max minf f : ´³Ûó ¹³ 

Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ýáõÝÏóÇ³Ý [ ; ]a b -Ç íñ³ Ñ³ëï³ïáõÝ ¿: ø³ÝÇ áñ 

Ñ³ëï³ïáõÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ μáÉáñ Ï»ï»ñáõÙ ½ñá ¿ 
(no VI.3.1), áõñ»ÙÝ, áñå»ë Ã»áñ»ÙáõÙ å³Ñ³ÝçíáÕ c  Ï³ñáÕ »Ýù 
ÁÝïñ»É ( ; )a b  ÙÇç³Ï³ÛùÇ ó³ÝÏ³ó³Í Ï»ï: 

ÆëÏ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ 1x  ¨ 2x  Ï»ï»ñÇó ³éÝí³½Ý Ù»ÏÁ, ³ë»Ýù 

1x -Á, Ñ³ïí³ÍÇ Ý»ñùÇÝ Ï»ï ¿, ³å³, ù³ÝÇ áñ 1x -áõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý 

ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ Ù»Í³·áõÛÝ ³ñÅ»ù ¨, Áëï II å³ÛÙ³ÝÇ, f -Á ³Û¹ Ï»ïáõÙ 

¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, Ï³ñáÕ »Ýù, »ÉÝ»Éáí ü»ñÙ³ÛÇ É»ÙÙ³ÛÇó, »½ñ³Ï³ó-
Ý»É, áñ 1( ) 0f x  : 

Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí»ó: 
¸Çï³ñÏ»Ýù Ã»áñ»ÙÇ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇ Ï³ñ¨áñáõÃÛáõÝÁ óáõó³¹ñáÕ 

»ñÏáõ ûñÇÝ³Ï: 
 

úñÇÝ³Ï 2: [0;1]  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ áñáßí³Í: 

                                                 
* ØÇß»É èáÉ (1652-1719), ýñ³ÝëÇ³óÇ Ù³Ã»Ù³ïÇÏáë: 
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1, 0,
, 0 1

x
y

x x


   

 

ýáõÝÏóÇ³Ý Ã»áñ»ÙÇ II ¨ III å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ μ³í³ñ³ñáõÙ ¿, ë³Ï³ÛÝ ýáõÝÏ-

óÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ áã ÙÇ Ï»ïáõÙ Ñ³í³ë³ñ ã¿ 0-Ç: ä³ï×³éÁ I å³ÛÙ³ÝÇ 

μ³ó³Ï³ÛáõÃÛáõÝÝ ¿` ýáõÝÏóÇ³Ý 0x   Ï»ïáõÙ Ë½íáÕ ¿: 

ºÃ» 0-áõÙ Ë½áõÙÁ í»ñ³óÝ»Ýù, ÁÝ¹áõÝ»Éáí` (0) 0y  , ³å³ Ã»áñ»ÙÇ I 
¨ II å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ μ³í³ñ³ñí³Í ÏÉÇÝ»Ý, μ³Ûó, ù³ÝÇ áñ Ñ³ïí³ÍÇ Ý»ñùÇÝ 
Ï»ï»ñáõÙ Ã»° ýáõÝÏóÇ³Ý ¨ Ã»° ¹ñ³ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ÏÙÝ³Ý ÝáõÛÝÁ, ¹³ñÓÛ³É 
Ã»áñ»ÙáõÙ å³Ñ³ÝçíáÕ c  Ï»ïÁ ·áÛáõÃÛáõÝ ãÇ áõÝ»Ý³: ä³ï×³éÝ, ³Ûë ³Ý-

·³Ù, ÏÉÇÝÇ ³ÛÝ, áñ Ë½áõÙÁ í»ñ³óÝ»ÉÇë Ë³Ëïí»É ¿ Ã»áñ»ÙÇ III å³ÛÙ³ÝÁ. 

(0) 0 1 (1)y y   : 
 

úñÇÝ³Ï 3: | |y x , 1 1x   : üáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿, Ñ³ïí³ÍÇ 

Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ Ñ³í³ë³ñ ³ñÅ»ùÝ»ñ (| 1| |1|)  , μ³Ûó ³-

Í³ÝóÛ³ÉÁ áã ÙÇ Ï»ïáõÙ 0-Ç Ñ³í³ë³ñ ã¿. 

1, 0,
(| |)

1, 0 :
x

y x
x

     
 

²Ûëï»Õ, ³ñ¹»Ý, å³ï×³éÁ II å³ÛÙ³ÝÇ μ³ó³Ï³ÛáõÃÛáõÝÝ ¿. | |x -Á 0-áõÙ 

¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ã¿: 
èáÉÇ Ã»áñ»ÙÝ áõÝÇ »ñÏñ³-

ã³÷³Ï³Ý å³ñ½ Ù»ÏÝ³μ³Ýáõ-
ÃÛáõÝ: 

üáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ 
( ; ( ))a f a  ¨ ( ; ( ))b f b  Í³Ûñ»ñáí 

³ÝóÝáÕ áõÕÇÕÁ, ßÝáñÑÇí III 
å³ÛÙ³ÝÇ, ÑáñÇ½áÝ³Ï³Ý ¿    (·Í. 
1): ØÛáõë ÏáÕÙÇó, ( ) 0f c   

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, 
áñ ( ; ( ))c f c  Ï»ïáí ·ñ³ýÇÏÇÝ ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÁ ÝáõÛÝå»ë 

ÑáñÇ½áÝ³Ï³Ý ¿: ö³ëïáñ»Ý, ëï³óíáõÙ ¿, áñ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ 
íñ³ Ï³ Ï»ï*, áñáí ·ñ³ýÇÏÇÝ ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÁ ½áõ·³Ñ»é ¿ 
·ñ³ýÇÏÇ Í³Ûñ»ñÁ ÙÇ³óÝáÕ É³ñÇÝ: 

Ð»ï³ùñùÇñ ¿ Ý³¨ Ã»áñ»ÙÇ ýÇ½ÇÏ³Ï³Ý Ù»ÏÝ³μ³ÝáõÃÛáõÝÁ: 
¸Çóáõù Ù³ëÝÇÏÇ áõÕÕ³·ÇÍ ß³ñÅÙ³Ý ûñ»ÝùÁ ïñí³Í ¿ ( )s S t  

                                                 
* ¶Í. 1-áõÙ ³Û¹åÇëÇ »ñÏáõ Ï»ï Ï³` 1 1( ; ( ))c f c -Á ¨ 2 2( ; ( ))c f c -Á:° 

·Í. 1 
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μ³Ý³Ó¨áí, áñï»Õ t -Ý Å³Ù³Ý³ÏÝ ¿, ÇëÏ ( )S t -Ý` t  Å³Ù³Ý³ÏáõÙ 

Ù³ëÝÇÏÇ ³Ýó³Í ×³Ý³å³ñÑÁ: 

ÐÇß»óÝ»Ýù, áñ no VI.1.2-áõÙ ( )S t -Ý ë³ÑÙ³Ýí»ó áñå»ë Å³Ù³-

Ý³ÏÇ t  å³ÑÇÝ ß³ñÅÙ³Ý ³ÏÝÃ³ñÃ³ÛÇÝ ³ñ³·áõÃÛáõÝ: 

ºÃ» Å³Ù³Ý³ÏÇ 0t  å³ÑÇÝ Ù³ëÝÇÏÁ ·ïÝí»É ¿ áñáß³ÏÇ A  Ï»-

ïáõÙ ¨ ³Û¹ Ï»ïÇó ¹áõñë ·³Éáõó ÇÝã-áñ Å³Ù³Ý³Ï ³Ýó, T  å³ÑÇÝ, 

¹³ñÓÛ³É Ñ³ÛïÝí»É ¿ A -áõÙ` 0( ) ( )S T S t , ³å³ ³Û¹ Å³Ù³Ý³Ï³-

Ñ³ïí³ÍáõÙ »Õ»É ¿ ÙÇ  0( )t T   å³Ñ* (ûñÇÝ³Ï, Ñ»ï ¹³éÝ³Éáõ 

å³ÑÁ), »ñμ ß³ñÅÙ³Ý ³ÏÝÃ³ñÃ³ÛÇÝ ³ñ³·áõÃÛáõÝÁ Ñ³í³ë³ñí»É ¿ 

½ñáÛÇ. ( ) 0S   : 

 
3û. È³·ñ³ÝÅÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ μ³Ý³Ó¨Á: 
Â»áñ»Ù (È³·ñ³ÝÅ): ºÃ» ( )y f x , a x b  , ýáõÝÏóÇ³Ý 

I. [ ; ]a b -áõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ¨ 

II. ( ; )a b  μ³ó ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ³Ý»Ýáõñ»ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ, 

³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ( ; )c a b , ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a

 


: (3) 

²å³óáõÛó:  ÜÏ³ï»Éáí, áñ f -Á μ³í³ñ³ñáõÙ ¿ Ý³Ëáñ¹ Ï»-

ïáõÙ μ»ñí³Í èáÉÇ Ã»áñ»ÙÇ I ¨ II å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ` Ó¨³÷áË»Ýù ³ÛÝ 
³ÛÝå»ë, áñ Ï³ï³ñíÇ Ý³¨ III å³ÛÙ³ÝÁ: 

¸Çï³ñÏ»Ýù 
( ) ( )( ) ( ) ( )f b f a

F x f x x a
b a


  


 ( )a x b   

ýáõÝÏóÇ³Ý: àñå»ë f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¨ ·Í³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ï³ñμ»-

ñáõÃÛáõÝ, F -Á ÏÉÇÝÇ Ã»° [ ; ]a b  Ñ³ïí³ÍáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï, Ã»° ( ; )a b  

ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ: ²ÝÙÇç³Ï³Ý ï»Õ³¹ñÙ³Ùμ Ñ³Ùá½íáõÙ 
»Ýù, áñ í»ñçÇÝë μ³í³ñ³ñáõÙ ¿ Ý³¨ èáÉÇ Ã»áñ»ÙÇ III å³ÛÙ³ÝÇÝ. 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )f b f a
F a f a a a f a

b a


   


, 

                                                 
* ¶áõó»¨ ÙÇ ù³ÝÇ ³Û¹åÇëÇ å³Ñ»ñ: 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )f b f a
F b f b b a f a

b a


   


: 

Ð³Ù³Ó³ÛÝ ÑÇß³ï³Ïí³Í Ã»áñ»ÙÇ, ( ; )a b -áõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ ÏáõÝ»-

Ý³ c  Ï»ï, áñï»Õ` ( ) 0F c  : 

ØÝáõÙ ¿ Ñ³ßí»É F  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ` 
( ) ( )( ) ( ) f b f a

F x f x
b a

  


, 

ï»Õ³¹ñ»É ¹ñ³ÝáõÙ x c  ¨ ÝÏ³ï»É, áñ ( ) 0F c   Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõ-

ÝÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ (3) μ³Ý³Ó¨ÇÝ: 
Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí»ó: 
Â»áñ»ÙáõÙ ëï³óí³Í (3) μ³Ý³Ó¨Á Ñ³×³Ë ³Ýí³ÝáõÙ »Ý È³·-

ñ³ÝÅÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ μ³Ý³Ó¨: ²ÛÝ áõÝÇ Ã»° μ³½Ù³ÃÇí ÏÇñ³éáõ-
ÃÛáõÝÝ»ñ, Ã»° μ³½Ù³åÇëÇ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óáõÙÝ»ñ, áñáÝóÇó Ù»ÏÁ ÏÝ»ñ-
Ï³Û³óÝ»Ýù Ñ»Ýó ³Ûë å³ñ³·ñ³ýáõÙ: ¸³ ¿ å³ï×³éÁ, áñ È³·-
ñ³ÝÅÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ μ³Ý³Ó¨Ý ÁÝ¹áõÝí³Í ¿ Ñ³Ù³ñ»É ¹Çý»ñ»Ý-
óÇ³É Ñ³ßíÇ ÑÇÙÝ³Ï³Ý μ³Ý³Ó¨: 

ÜÏ³ï»Ýù, áñ È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÁ èáÉÇ Ã»áñ»ÙÇ ³ÝÙÇç³Ï³Ý 
ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óáõÙÝ ¿. ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ ( ) ( )f b f a , (3)-Á í»ñ³ÍíáõÙ 

¿ èáÉÇ Ã»áñ»ÙáõÙ ëï³óí³Í ( ) 0f c   Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý: 

Â»áñ»ÙÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý Ù»ÏÝ³μ³ÝáõÃÛáõÝÁ, ÝÙ³Ý ¿ èáÉÇ 
Ã»áñ»ÙÇ Ù»ÏÝ³μ³ÝáõÃÛ³ÝÁ: 

Ü³Ë å»ïù ¿ ÝÏ³-
ï»É (·Í. 2), áñ f  ýáõÝÏ-

óÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ 
( ; ( ))a f a  ¨ ( ; ( ))b f b  

Í³Ûñ»ñÁ ÙÇ³óÝáÕ É³ñÁ 
(É³ñÁ å³ñáõÝ³ÏáÕ 
áõÕÇÕÁ) áõÝÇ (3) μ³Ý³-
Ó¨Ç Ó³Ë Ù³ëÇÝ Ñ³í³-
ë³ñ ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñ-
Í³ÏÇó (no III. 3.9), ÇëÏ ÝáõÛÝ ³Û¹ μ³Ý³Ó¨Ç ³ç Ù³ëÁ ( ; ( ))c f c  Ï»ïáí 

·ñ³ýÇÏÇÝ ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÇ ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³ÏÇóÝ ¿ (no VI. 1.5): 

²ÛÝå»ë áñ, ÑÇß»Éáí áõÕÇÕÝ»ñÇ ½áõ·³Ñ»éáõÃÛ³Ý no III. 3.6-áõÙ μ»ñ-
í³Í Ñ³Ûï³ÝÇßÁ, (3) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ Ï³ñáÕ »Ýù Ù»ÏÝ³μ³Ý»É 

·Í. 2
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Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå. 
üáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ íñ³ Ï³ ³éÝí³½Ý Ù»Ï Ï»ï, áñáí ·ñ³-

ýÇÏÇÝ ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÁ ½áõ·³Ñ»é ¿ ·ñ³ýÇÏÇ Í³Ûñ»ñÁ ÙÇ³óÝáÕ 
É³ñÇÝ: 

ÆÝã í»ñ³μ»ñáõÙ ¿ μ³Ý³Ó¨Ç ýÇ½ÇÏ³Ï³Ý Ù»ÏÝ³μ³ÝáõÃÛ³ÝÁ, 
³å³, û·ï³·áñÍ»Éáí èáÉÇ Ã»áñ»ÙÇ Ù»ÏÝ³μ³ÝáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ 
Ùïóí³Í Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»ñÁ, Ï³ñáÕ »Ýù ³ë»É` 

ó³ÝÏ³ó³Í 0[ ; ]t T  Å³Ù³Ý³Ï³Ñ³ïí³ÍáõÙ ÉÇÝáõÙ ¿ ÙÇ å³Ñ, 

»ñμ Ù³ëÝÇÏÇ áõÕÕ³·ÇÍ ß³ñÅÙ³Ý ³ÏÝÃ³ñÃ³ÛÇÝ ³ñ³·áõÃÛáõÝÁ` 

( )S  -Ý, Ñ³í³ë³ñíáõÙ ¿ ³Û¹ Å³Ù³Ý³Ï³Ñ³ïí³ÍáõÙ ß³ñÅÙ³Ý ÙÇ-

çÇÝ ³ñ³·áõÃÛ³ÝÁ` 0

0

( ) ( )S T S t

T t




-ÇÝ: 

 
4û. ÎáßÇÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ μ³Ý³Ó¨Á: ¸Çï³ñÏ»Ýù [ ; ]a b  

Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ áñáßí³Í »ñÏáõ ýáõÝÏóÇ³` f  ¨ g : 

Â»áñ»Ù (ÎáßÇ): ºÃ» f -Á ¨ g -Ý` 

I. [ ; ]a b -áõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý, 

II. ( ; )a b  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ` ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý, 

III. ( ) 0g x  , ( , ),x a b  

³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ( ; )c a b , ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
f b f a f c

g b g a g c





: (4) 

²å³óáõÛó:  ²Ûëï»Õ ¿É, ÇÝãå»ë ¨ È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÝ ³å³-
óáõó»ÉÇë, Ý»ñÙáõÍ»Ýù ûÅ³Ý¹³Ï ýáõÝÏóÇ³. 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
f b f a

x f x g x g a
g b g a


   


: 

ÜÏ³ï»Éáí, áñ [ ; ]a b  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÇó ¨ 

( ; )a b  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝÇó ½³ï,  -Ý μ³í³ñ³ñáõÙ 

¿ èáÉÇ Ã»áñ»ÙÇ Ý³¨ III å³ÛÙ³ÝÇÝ` 

( ) ( ) ( )a b f a   , 



 45

»½ñ³Ï³óÝáõÙ »Ýù, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ( ; )c a b  Ï»ï, áñáõÙ` 

( ) 0c  : ºÃ», ³ÛÅÙ, Ñ³ßí»Ýù 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )
f b f a

x f x g x
g b g a

    


 

³Í³ÝóÛ³ÉÁ ¨ ï»Õ³¹ñ»Ýù ³Û¹ï»Õ x c , ³å³ ( ) 0c   Ñ³í³ë³-

ñáõÃÛáõÝÇó ³ÝÙÇç³å»ë Ïëï³Ý³Ýù (4) μ³Ý³Ó¨Á:  
Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí»ó: 
êï³óí³Í μ³Ý³Ó¨Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÎáßÇÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ 

μ³Ý³Ó¨: 
Üß»Ýù, áñ »Ã» È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÁ èáÉÇ Ã»áñ»ÙÇ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³-

óáõÙÝ ¿ñ, ³å³ ÎáßÇÇ Ã»áñ»ÙÁ, Çñ Ñ»ñÃÇÝ, È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÇ ÁÝ¹-
Ñ³Ýñ³óáõÙÝ ¿: ´³í³Ï³Ý ¿ (4) μ³Ý³Ó¨áõÙ áñå»ë g  í»ñóÝ»É 

( )g x x  ýáõÝÏóÇ³Ý, áñå»ë½Ç ³ÛÝ ÇëÏáõÛÝ í»ñ³ÍíÇ È³·ñ³ÝÅÇ 

í»ñç³íáñ ³×»ñÇ μ³Ý³Ó¨Ç: 
 
 

§ 2. ´²ðÒð Î²ð¶Æ ²Ì²ÜòÚ²ÈÜºð 
 

1û. ´³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ: ¸Çóáõù f -Á 

( ; )a b  ÙÇç³Ï³ÛùÇ μáÉáñ Ï»ï»ñáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿: 

²ñ·áõÙ»ÝïÇ ó³ÝÏ³ó³Í ( ; )x a b  ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³-

Ý»óÝ»Éáí x  Ï»ïáõÙ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ ³ñÅ»ùÁ, ëï³ÝáõÙ 

»Ý ÙÇ Ýáñ ýáõÝÏóÇ³` ( )y f x , ( ; )x a b , áñÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý f  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³É ýáõÝÏóÇ³: 
Ü³Ëáñ¹ ·ÉËáõÙ ³ñÍ³ñÍí³Í ·³Õ³÷³ñÝ»ñÇ, ËÝ¹ÇñÝ»ñÇ 

ßñç³Ý³ÏÝ»ñáõÙ ÇÝùÝÇÝ ³é³ç³ÝáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É Ñ³ñóÁ. ÏÉÇÝÇ± ³ñ¹-

Ûáù f  -Á, áñå»ë x  ÷á÷áË³Ï³ÝÇ Ãí³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³, ÙÇç³Ï³ÛùÇ 

³Ûë Ï³Ù ³ÛÝ Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ: ºÃ» ³Ûá, ³å³ ³Û¹ å³ñ³·³-
ÛáõÙ áñ³Ï³Ï³Ý ÇÝã Ýáñ ·Ý³Ñ³ï³Ï³Ý Ï³ñáÕ ¿ ëï³Ý³É ýáõÝÏ-
óÇ³Ý, ¨ áñù³Ýáí ¿ ¹³ Ýå³ëï»Éáõ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³é³í»É Ù³Ý-
ñ³ÏñÏÇï Ñ»ï³½áïÙ³ÝÁ: 

²Ûë ¨ Ñ³çáñ¹ å³ñ³·ñ³ýÝ»ñÁ ·ñ»Ã» ³ÙμáÕçáõÃÛ³Ùμ ÝíÇñ-
í³Í »Ý Ñ»Ýó ³Û¹ Ñ³ñó»ñÇ áõëáõÙÝ³ëÇñÙ³ÝÁ: 
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ê³ÑÙ³ÝáõÙ: ºÃ» ( )y f x  ýáõÝÏóÇ³Ý 0 ( ; )x a b  Ï»ïáõÙ áõÝÇ 

í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É (¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿), ³å³ ³Û¹ í»ñçÇÝÝ ³Ýí³-
ÝáõÙ »Ý 0x  Ï»ïáõÙ »É³Ï»ï³ÛÇÝ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ »ñÏñáñ¹ ³Í³ÝóÛ³É 

¨ Ýß³Ý³ÏáõÙ` 

0( )f x , 0( )y x , 
2

0
2
( )d f x

dx
 

¨ ³ÛÉÝ: ÀÝ¹ëÙÇÝ, ³ëáõÙ »Ý, áñ f -Á 0x -áõÙ »ñÏáõ ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ý-

ó»ÉÇ ¿: 
Ð³Ù³ÝÙ³Ýáñ»Ý ë³ÑÙ³ÝíáõÙ »Ý ýáõÝÏóÇ³ÛÇ »ññáñ¹ ¨ ³í»ÉÇ 

μ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ: ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ëÏ½μáõÝùÁ Ñ»ï¨Û³ÉÝ ¿. 

»Ã» 0x -Ç ßñç³Ï³ÛùáõÙ ( 1)n  -ñ¹ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ` ( 1) ( )nf x -Á, ³ñ-

¹»Ý ë³ÑÙ³Ýí³Í ¿, ³å³ 0x  Ï»ïáõÙ n -ñ¹ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ 

¿ Ñ»ï¨Û³É μ³Ý³Ó¨áí.  

 
0

( 1) ( 1)
( ) ( 1) 0 0

0 0

( ) ( )( ) ( ) lim
n n

n n

x x x

f x x f x
f x f x

x

 


  

   


: 

üáõÝÏóÇ³ÛÇ ¨ Ýñ³ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ Ýß³Ý³ÏÙ³Ý Ó¨»ñÇÝ áñáß 
ÙÇ³ï»ë³ÏáõÃÛáõÝ Ñ³Õáñ¹»Éáõ Ýå³ï³Ïáí å³ÛÙ³Ý³íáñíáõÙ »Ý 
0-ñ¹ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÇ ï³Ï Ñ³ëÏ³Ý³É Ñ»Ýó ÇÝùÁ ýáõÝÏóÇ³Ý. 

(0) ( ) ( )f x f x : 

ºÃ» ïñí³Í n  μÝ³Ï³Ý ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ( )
0( )nf x -Ý ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

¨ í»ñç³íáñ ¿, ³å³ ³ëáõÙ »Ý, áñ f -Á 0x -áõÙ n  ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ý-

ó»ÉÇ ¿ Ï³Ù áõÝÇ ÁÝ¹Ñáõå ÙÇÝã¨ n -ñ¹ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³É: ÆëÏ »Ã» 

( ; )a b  ÙÇç³Ï³ÛùÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ ó³ÝÏ³-

ó³Í Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³É, ³å³ ³ëáõÙ »Ý, áñ ³ÛÝ ( ; )a b -áõÙ ³Ýí»ñç 

¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿: 
 
2û. ÐÇÙÝ³Ï³Ý ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ μ³ñÓñ Ï³ñ·Ç 

³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ: ²Ýí»ñç ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ûñÇÝ³ÏÝ»ñ »Ý 
μáÉáñ ÑÇÙÝ³Ï³Ý ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ: ´³í³Ï³Ý ¿ áõëáõÙ-
Ý³ëÇñ»É no VI. 3.1-áõÙ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ ³ÕÛáõë³ÏÁ ¨ 

ï»ëÝ»É, áñ, ûñÇÝ³Ï, px , xa , loga x , sin x  ¨ cos x  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇó 
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Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ (Ñ³ëï³ïáõÝ ³ñï³¹ñÇãÇ ×ßïáõÃÛ³Ùμ) 
ÝáõÛÝ ³Û¹ ËÙμÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ ýáõÝÏóÇ³ ¿: ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ 
³Ù»Ý ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý ³ñ¹ÛáõÝùáõÙ ëï³óíáÕ ³Í³ÝóÛ³É 
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ÝáñÇó ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý: Î³ï³ñ»Éáí å³ñ½ ÇÝ¹áõÏ-
óÇ³, ëï³ÝáõÙ »Ýù Ýßí³Í ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ μ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³É-
Ý»ñÇ Ñ»ï¨Û³É ó³ÝÏÁ. 

I. ( )( ) ( 1) ( ( 1))p n p nx p p p n x       ; 

I*.  ( )
(1 ) ( 1) ( ( 1))(1 )

np p nx p p p n x         ; 

II. ( )( ) lnx n x na a a ; II*. ( )( )x n xe e ; 

III. 
1

( ) ( 1) ( 1)!(log )
ln

n
n

a n

n
x

x a

 
 ; 

III*. 
1

( ) ( 1) ( 1)!(ln(1 ))
(1 )

n
n

n

n
x

x

 
 


; 

IV. ( )(sin ) sin
2

n n
x x

   
 

; 

V. ( )(cos ) cos
2

n n
x x

   
 

: 

êïáõ·»Ýù ÙÇ³ÛÝ V μ³Ý³Ó¨Á` ÙÝ³ó³ÍÝ»ñÇ ëïáõ·áõÙÁ ÃáÕÝ»-
Éáí ÁÝÃ»ñóáÕÇÝ: 

 1) 1n   ¹»åùáõÙ áõÝ»Ýù (cos ) cos sin
2

x x x
      

 
, áñÁ 

×ßÙ³ñÇï ¿: 
2) ÀÝ¹áõÝ»Éáí, áñ n -Ç Ñ³Ù³ñ ·ñí³Í μ³Ý³Ó¨Á ×ßÙ³ñÇï ¿, 

óáõÛó ï³Ýù, áñ ³ÛÝ ÏÉÇÝÇ ×ßÙ³ñÇï Ý³¨ ( 1)n  -Ç Ñ³Ù³ñ. 

 ( 1) ( )(cos ) (cos ) cos
2

n n n
x x x


       

  

sin sin
2 2 2

( 1)cos cos :
2 2 2

n n n
x x x

n n
x x

  

  

                  
     

          
   
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 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 1: ²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ p -Ý áã μ³ó³ë³Ï³Ý ³ÙμáÕç ÃÇí 

¿ ¨ n p , I ¨ I* μ³Ý³Ó¨»ñÇ ³ç Ù³ëÇ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇó Ù»ÏÁ ½ñá ¿, áñÁ 

Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ Ó³Ë Ù³ëáõÙ ·ñí³Í n -ñ¹ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ÝáõÛÝ³μ³ñ 

½ñáÛÇ ¿ Ñ³í³ë³ñ: Î³ñ»ÉÇ ¿ Ý³¨ áõÕÕ³ÏÇ ÝÏ³ï»É, áñ p N  ¹»åùáõÙ` 

1 2 ( )( ) , ( ) ( 1) , ,( ) ! !p p p p p p ox px x p p x x p x p         

¨, ù³ÝÇ áñ í»ñçÇÝ` p -ñ¹ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ Ñ³ëï³ïáõÝ ¿, áõëïÇ` 

( 1) ( 2)( ) ( ) 0p p p px x    :  

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 2: I*-áõÙ ¨ III*-áõÙ áñå»ë ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñ·áõÙ»Ýï 

í»ñóí³Í ¿ (1 )x -Á: ¸³ ³ñí³Í ¿ ³ÛÝ Ýå³ï³Ïáí, áñå»ë½Ç ýáõÝÏóÇ³Ý 

0x   Ï»ïÇ 1-ßñç³Ï³ÛùáõÙ ( 1 1)x    ÉÇÝÇ áñáßí³Í*: Â» áñù³Ýáí ¿ ¹³ 

Ýå³ï³Ï³Ñ³ñÙ³ñ, å³ñ½ Ï¹³éÝ³ Ñ³çáñ¹ å³ñ³·ñ³ýáõÙ: 
 

 

3û. ä³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñáí ïñí³Í ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
μ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ Ñ³ßíÙ³Ý ï»ËÝÇÏ³Ý: ¸Çï³ñÏ»Ýù 

( )x t , ( )y t , ( )t    å³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ 

½áõÛ·Á: 
ºÃ»   ¨   ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ( ; )   ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ n  ³Ý·³Ù ¹Çý»-

ñ»Ýó»ÉÇ »Ý, ¨ ³Ù»Ýáõñ»ù` ( ) 0t  , ³å³ Ýßí³Í Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñáí 

áñáßíáÕ  1( ) ( )y x x   ýáõÝÏóÇ³Ý n  ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿: 

²é³çÇÝ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ Ñ³Ù³ñ no 2.4-áõÙ ëï³ó³Ýù 

( )( )
( )

t
x

t

y t
y x y

x t




 
   

 
 

μ³Ý³Ó¨Á: ÐÇß»Ýù, áñ t -Ý ³Û¹ μ³Ý³Ó¨áõÙ ( )x t  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³-

Ï³¹³ñÓÝ ¿ñ: ÎÇñ³é»Éáí ù³Ýáñ¹Ç, ÇÝãå»ë Ý³¨ μ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¨ 
Ñ³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÝ»ñÁ` ëï³ÝáõÙ »Ýù. 

                                                 
* Â»° px -Ç, Ã»° ln x -Ç áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÁ (0; )  ÙÇç³Ï³ÛùÝ ¿, áñÁ 0-Ç áã ÙÇ ßñç³Ï³Ûù 

ãÇ å³ñáõÝ³ÏáõÙ: 



 49

2

2

2
( )( ) t t

x
t t

y yd y dy x d d dt
y x y

dx dx x dt x dxdx

    
              

 

   
2 2

2 3
1 ( ) ( ) ( ) ( ) :

( )
t tt t

tt

y x x y t t t t

x tx

   


       
  

 
 

ÜáõÛÝ »Õ³Ý³Ïáí` 

 
3

3

3 3
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

( )( )x

t

d y dy x t t t t
y

dx tdx t

   


          
   

 

¨ ³ÛÉÝ: 
 

úñÇÝ³Ï 2:  2( ) ln 1x t t t    , 
2

1( )
1

y t
t

 


: 

¶ïÝ»Ýù 2x
y -Ý: 

àõÝ»Ýù` 

    2 2
2

1( ) ln 1 1
1

t t t t t
t t


 

        
 

 

 2
2 2 2 2 2

1 1 1 2 11 1 1 :
1 2 1 1 2 1 1

t
t

t t t t t t t

                          
 

   
 

2
2 2 322 2

1 1( ) 1
1 11 1

t t
t t

t tt t



         

  

: 

²Û¹ï»ÕÇó ëï³ÝáõÙ »Ýù` 

2
3 2

2

( ) 1
( ) 11

x

t t t
y t

t tt





       
 

, 

 
2

2 2 2
2

2 2 32 2

1 1 2 11
( )1 1 1

x
t

t t t t
y t

tt t t

                 
: 
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§ 3. ÂºÚÈàðÆ ´²Ü²ÒºìÀ 
 
1û. Â»ÛÉáñÇ μ³½Ù³Ý¹³Ù: ¸Çï³ñÏ»Ýù ëï³Ý¹³ñï ï»ëùÇ 

2
0 1 0 2 0 0( ) ( ) ( ) ( )nn nP x c c x x c x x c x x         

Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý μ³½Ù³Ý¹³ÙÁ: 
Ð³ßí»Ýù μ³½Ù³Ý¹³ÙÇ μ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ. 

2 1
1 2 0 3 0 0( ) 2 ( ) 3 ( ) ( )nn nP x c c x x c x x nc x x          , 

2
2 3 0 0( ) 2 3 2 ( ) ( 1) ( )nn nP x c c x x n n c x x          , 

…………… 
( ) ( ) !n
n nP x n c , 
( 1) ( 2)( ) ( ) 0n n
n nP x P x    : 

ºÃ» ³Ûë μ³Ý³Ó¨»ñáõÙ ï»Õ³¹ñ»Ýù 0x x , ³å³, Ñ³ßíÇ ³éÝ»-

Éáí Ý³¨, áñ 0 0( )nP x c , Ïëï³Ý³Ýù μ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇ 

Ñ»ï¨Û³É Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ. 
( )

0( )
!

k
n

k

P x
c

k
 , 0,1, ,k n  : 

ì»ñ³¹³éÝ³Éáí μ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ëï³Ý¹³ñï ï»ëùÇÝ` Ï³ñáÕ 
»Ýù ·ñ»É` 

( )
0 0

0 0 0
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1! !

n
nn n

n n

P x P x
P x P x x x x x

n


      : (1) 

¸Çóáõù, ³ÛÅÙ, f -Á 0x  Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ ³éÝí³½Ý n  ³Ý·³Ù 

¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³ ¿: Î³½Ù»Ýù 
( )

0 0
0 0 0 0

( ) ( )( ; ) ( ) ( ) ( )
1! !

n
f n
n

f x f x
P x x f x x x x x

n


       

Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý μ³½Ù³Ý¹³ÙÁ: 
Ü³Ë Ýß»Ýù, áñ »Ã» f -Á ãÇ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ áã ³í»ÉÇ, ù³Ý n -ñ¹ 

Ï³ñ·Ç μ³½Ù³Ý¹³Ù Ï³Ù, ³é³í»É ¨ë, »Ã» ³ÛÝ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³å»ë 
μ³½Ù³Ý¹³Ù ã¿, ³å³ åÝ¹»É, (1) μ³Ý³Ó¨Ç ÝÙ³ÝáõÃÛ³Ùμ, Ã» 

0( ; )f
nP x x -Á 0x -Ç ßñç³Ï³ÛùáõÙ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ ( )f x -ÇÝ, ã»Ýù Ï³ñáÕ: 

¸Çóáõù 0( ; )f
nr x x -Á ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ß»ÕáõÙÝ ¿ f

nP  μ³½Ù³Ý¹³ÙÇó. 

0 0( ; ) ( ) ( ) ( ; )f f
n n nr x x r x f x P x x   : (2) 
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²Û¹ ¹»åùáõÙ áõÝ»Ýù` 

0 0( ) ( ; ) ( ; )f f
n nf x P x x r x x   Ï³Ù, ³í»ÉÇ Ù³Ýñ³Ù³ëÝ, 

( )
0 0

0 0 0
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1! !

n
n

n

f x f x
f x f x x x x x r x

n


       : (3) 

²Ûë í»ñçÇÝÝ ¿É Ñ»Ýó ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Â»ÛÉáñÇ* μ³Ý³Ó¨: ÀÝ¹ëÙÇÝ, 
f
nP -Á ÏáãíáõÙ ¿ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ n -ñ¹ Ï³ñ·Ç Â»ÛÉáñÇ μ³½Ù³Ý¹³Ù, 

μ³½Ù³Ý¹³ÙÇ 
( )

0( )
!

kf x

k
 ( 0;1; )k    ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ` Â»ÛÉáñÇ ·áñ-

Í³ÏÇóÝ»ñ, ÇëÏ f
nr -Á` Â»ÛÉáñÇ μ³Ý³Ó¨Ç n -ñ¹ ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³Ù 

Ï³Ù, áõÕÕ³ÏÇ, n -ñ¹ ÙÝ³óáñ¹: 
Ø³ëÝ³íáñ³å»ë, »ñμ 0 0x  , (3)-Ý ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ 

( )(0) (0)( ) (0) ( )
1! !

n
n

n

f f
f x f x x r x

n


      (4) 

 ( ) (0; )f
n nr x r x  ï»ëùÁ: ²Ûë ï»ëùáí ·ñí³Í Â»ÛÉáñÇ μ³Ý³Ó¨Ý ³Ý-

í³ÝáõÙ »Ý Ý³¨ Ø³ÏÉáñ»ÝÇ** μ³Ý³Ó¨: Üß»Ýù áñ, ³Ûë å³ñ³·ñ³ýÇ 
í»ñçáõÙ, ÑÇÙÝ³Ï³Ý ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ Â»ÛÉáñÇ μ³Ý³Ó¨áí 
Ý»ñÏ³Û³óÝ»ÉÇë, Ý³Ë³å³ïíáõÃÛáõÝÁ ïñíáõÙ ¿ Ñ»Ýó ³Û¹ Ù³ëÝ³-
íáñ ¹»åùÇÝ: 

ÆÝùÝÇÝ, ÇÑ³ñÏ», (4) μ³Ý³Ó¨Á áñ¨¿ Éáõñç ³ñÅ»ù ãÇ Ï³ñáÕ Ý»ñ-
Ï³Û³óÝ»É, ù³ÝÇ ¹»é nr  ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ Ï³éáõóí³ÍùÁ Ï³Ù 

÷á÷áËÙ³Ý í³ñùÁ, Ï³Ëí³Í n -Çó ¨ x -Çó, ãÇ μ³ó³Ñ³Ûïí³Í: ²ÛÝ-
å»ë áñ, ³é³çÇÏ³ÛáõÙ å»ïù ¿ ½μ³Õí»Ýù Ñ»Ýó ³Û¹ Ñ³ñóÇ å³ñ½³-
μ³ÝÙ³Ùμ: 

 
2û. ØÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ È³·ñ³ÝÅÇ ¨ ÎáßÇÇ μ³Ý³Ó¨»ñÁ: 
¸Çóáõù ( )y f x  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ áõÝÇ 

ÁÝ¹Ñáõå ÙÇÝã¨ ( 1)n  -ñ¹ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³É, ÁÝ¹ áñáõÙ` ( 1) ( )nf x -Á, 

áñå»ë x -Çó Ï³Ëí³Í ýáõÝÏóÇ³, ³Û¹ ßñç³Ï³ÛùáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿***: 
Â»ÉÛáñÇ (3) μ³Ý³Ó¨Ç ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ Ñ»ï¨Û³É 

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ È³·ñ³ÝÅÇÝ. 

                                                 
* ´ñáõÏ Â»ÛÉáñ (1685-1731), ³Ý·ÉÇ³óÇ Ù³Ã»Ù³ïÇÏáë: 
** ÎáÉÇÝ Ø³ÏÉáñ»Ý (1698-1746), ßáïÉ³Ý¹³óÇ Ù³Ã»Ù³ïÇÏáë: 
*** ²ëáõÙ »Ý Ý³¨, áñ f -Á Ýßí³Í ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ 1n   ³Ý·³Ù ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿: 
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( 1)
1

0
( )( ) ( ) ,

( 1)!

n
n

n

f c
r x x x

n


 


    (5) 

áñï»Õ c -Ý 0x -Ç ¨ x -Ç ÙÇç¨ ÁÝÏ³Í Ï»ï ¿: 

Â»ÛÉáñÇ μ³Ý³Ó¨Á, ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ (5) Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ùμ, 
ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ 

( )
0 0

0 0 0
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1! !

n
nf x f x

f x f x x x x x
n


      

( 1)
1

0
( ) ( )

( 1)!

n
nf c

x x
n


 


 (6) 

ï»ëùÁ: ²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ 0 0x  , (10)-Á μ»ñíáõÙ ¿ Ø³ÏÉáñ»ÝÇ 

μ³Ý³Ó¨ÇÝ. 

( ) ( 1)
1(0) (0) ( )( ) (0)

1! ! ( 1)!

n n
n nf f f c

f x f x x x
n n




    


 : (6) 

àã å³Ï³ë Ï³ñ¨áñ ¿ Ý³¨ ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ ÎáßÇÇ 
Ñ»ï¨Û³É μ³Ý³Ó¨Á. 

 

( 1)
10 0

0
( ( ))( ) (1 ) ( )

!

n
n n

n

f x x x
r x x x

n





 

   , 0 1  : (7) 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 1: ØÇ³Ý·³ÙÇó »ñ¨áõÙ ¿, áñ È³·ñ³ÝÅÇ μ³Ý³Ó¨áí 
ïñí³Í ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÁ Â»ÛÉáñÇ μ³½Ù³Ý¹³ÙÇ Ñ»ï ß³ï ³í»ÉÇ É³í 
¿ Ý»ñ¹³ßÝ³Ïí³Í, ù³Ý ÎáßÇÇ μ³Ý³Ó¨áí Ý»ñÏ³Û³óí³ÍÁ: ÂíáõÙ ¿, Ã» ³ÛÝ 

Â»ÛÉáñÇ ( 1)n  -ñ¹ Ï³ñ·Ç μ³½Ù³Ý¹³ÙÇ í»ñçÇÝ` ³í³· ³Ý¹³ÙÝ ¿: ´³Ûó 

ÝÏ³ï»Ýù, áñ ¹³ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ³éÙ³Ùμ ³Û¹å»ë ã¿, ù³ÝÇ áñ (5)-áõÙ 
1

0( )nx x  -Ç ·áñÍ³ÏÇóÁ Ñ³ëï³ïáõÝ ã¿, ³ÛÉ Ï³Ëí³Í ¿ c -Çó, áñÝ Çñ 

Ñ»ñÃÇÝ Ï³Ëí³Í ¿ x -Çó: 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 2: ºÃ» (6)-áõÙ í»ñóÝ»Ýù 0n  , ³å³ Ïëï³Ý³Ýù` 

0 0( ) ( ) ( )( )f x f x f c x x   : 

ê³, ÇÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù, no 1.3-áõÙ μ»ñí³Í È³·ñ³ÝÅÇ í»ñç³íáñ 

³×»ñÇ μ³Ý³Ó¨Ý ¿, áñï»Õ 0a x , b x : ö³ëïáñ»Ý, Â»ÛÉáñÇ μ³Ý³Ó¨Á, 

ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ (5) ï»ëùáí, í»ñç³íáñ ³×»ñÇ μ³Ý³Ó¨Ç 
ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óáõÙÝ ¿: 
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Æ ¹»å, ÝáõÛÝ ³Û¹ »½ñ³Ï³óáõÃÛ³ÝÝ »Ýù Ñ³Ý·áõÙ Ý³¨ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, 
»ñμ (6)-áõÙ ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÁ ÷áË³ñÇÝí³Í ¿ (7) Ó¨áí: 

 
3û. ØÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ ä»³ÝáÛÇ ·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÁ: Â»ÛÉáñÇ 

ÉáÏ³É μ³Ý³Ó¨Á: ¸Çóáõù f -Á 0x  Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ n  ³Ý·³Ù 

¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, ÁÝ¹ áñáõÙ` ( ) ( )nf x -Á 0x -áõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿: 

¶ñ»Ýù Â»ÛÉáñÇ (6) μ³Ý³Ó¨Á, ( 1)n  -ñ¹ ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³-

Ùáí. 
( 1) ( )

10
0 0 0

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( 1)! !

n n
n nf x f c

f x f x x x x x
n n


     


 : (8) 

Àëï å³ÛÙ³ÝÇ` 
0

( ) ( )
0lim ( ) ( )n n

x x
f x f x


 : 

ø³ÝÇ áñ c -Ý ·ïÝíáõÙ ¿ x -Ç ¨ 0x -Ç ÙÇç¨, áõñ»ÙÝ 0c x , »ñμ 

0x x : Ð»ï¨³μ³ñ` ( ) ( )
0( ) ( )n nf c f x : ÆëÏ ¹³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ 

( ) ( )
0( ) ( ) ( )n nf c f x x  , 

áñï»Õ ( )x -Á, »ñμ 0x x , ³Ýí»ñç ÷áùñ ¿: êï³óí³Í Ñ³í³ë³-

ñáõÃÛáõÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 
( ) ( )( )

0 0
0 0 0

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
! ! !

n nn
n n nf x x f xf c

x x x x x x
n n n


       

 
( )

0
0 0 0

( )( ) ( ) ( ) ( ) :
! !

n
n n nf xx

x x x x o x x
n n


       

ÆÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù, í»ñçÇÝ ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛ³Ý Ù»ç ³é³çÇÝ 
·áõÙ³ñ»ÉÇÝ Â»ÛÉáñÇ n -ñ¹ Ï³ñ·Ç μ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³í³· ³Ý¹³ÙÝ ¿: 
¸ñ³ÝÇó Ï³ñáÕ »Ýù »½ñ³Ï³óÝ»É, áñ »ñÏñáñ¹ ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ` 

 0( )no x x -Á, áã ³ÛÉ ÇÝã ¿, ù³Ý Â»ÛÉáñÇ μ³Ý³Ó¨Ç n -ñ¹ ÙÝ³óáñ-

¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÁ. 

 0( ) ( )nnr x o x x  , 0x x : (9) 

ØÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ (9) Ó¨Á å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ ä»³ÝáÛÇÝ*: Â»Û-
ÉáñÇ μ³Ý³Ó¨Á, ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ ³Û¹ ï»ëùáí, Ñ³×³Ë ³Ýí³-
ÝáõÙ »Ý Â»ÛÉáñÇ ÉáÏ³É μ³Ý³Ó¨. 

0
0 0

( )( ) ( ) ( )
1!
f x

f x f x x x


      

                                                 
* æáõ½»å» ä»³Ýá (1858-1932), Çï³É³óÇ Ù³Ã»Ù³ïÇÏáë: 
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 
( )

0
0 0

( ) ( ) ( )
!

n
n nf x

x x o x x
n

    , 0x : (10) 

¶ñ»Ýù Ý³¨ μ³Ý³Ó¨Ç §Ù³ÏÉáñ»ÝÛ³Ý¦ ï³ñμ»ñ³ÏÁ 0( 0)x  , 

ù³ÝÇ áñ ³é³çÇÏ³ÛáõÙ Ñ»Ýó ¹³ ¨ (6)-Ý »Ýù û·ï³·áñÍ»Éáõ. 

 
( )(0) (0)( ) (0) , 0 :

1! !

n
n nf f

f x f x x o x x
n


       (10) 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 1: ´³Ý³Ó¨Á Ï³ñ¨áñ ¹»ñ ¿ Ï³ï³ñáõÙ ³ÛÝ ËÝ¹ÇñÝ»-

ñáõÙ, áñáÝóáõÙ ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ å³ñ½»É áñáß³ÏÇ 0x  Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Çñ 

ÇëÏ Â»ÛÉáñÇ μ³½Ù³Ý¹³ÙÇó ß»ÕÙ³Ý ½ñáÛÇ Ó·ï»Éáõ ³ñ³·áõÃÛ³Ý Ï³ñ·Á, 

»ñμ 0x x : ÜÏ³ï»Ýù, áñ (10) μ³Ý³Ó¨Á, Áëï ¿áõÃÛ³Ý, μ³ó³Ñ³ÛïáõÙ ¿ 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ í³ñùÁ ÙÇ³ÛÝ 0x -áõÙ: ¸ñ³Ýáí ¿É å³ÛÙ³Ý³íáñí³Í ¿ μ³Ý³Ó¨Ç 

§ÉáÏ³É¦ ³Ýí³ÝáõÙÁ: 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 2: î»Õ³¹ñ»Éáí (10)-áõÙ 1n  , ëï³ÝáõÙ »Ýù 

0 0 0 0( ) ( ) ( )( ) ( )f x f x f x x x o x x      

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, áñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ no VI.1.3-áõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛ³ÝÁ í»ñ³μ»ñáÕ (6′) μ³Ý³Ó¨ÇÝ: ö³ëïáñ»Ý, Â»ÛÉáñÇ 
ÉáÏ³É μ³Ý³Ó¨Á ÑÇßÛ³É Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óáõÙÝ ¿: 

²ÛÅÙ ³ÝóÝ»Ýù Ý³Ëáñ¹ ¨ ³Ûë Ï»ï»ñáõÙ ³ñï³Íí³Í μ³Ý³Ó¨»-
ñÇ ÏÇñ³éáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ: 

 

4û. î³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ»ñÁ Â»ÛÉáñÇ μ³-
Ý³Ó¨áí: êÏë»Ýù ÑÇÙÝ³Ï³Ý ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇó, áñáÝó 
μ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ ó³ÝÏÁ μ»ñí³Í ¿ no 2.2-áõÙ: 

1) ( ) xf x e : àõÝ»Ýù` 

( ) ( )( ) ( )k x k xf x e e  , ( ) 0(0) 1kf e  , x , 0,1,k   : 

²ÛÝáõÑ»ï¨` 
( 1)

1 1 1( )( )
( 1)! ( 1)! ( 1)!

n c x
n n n

n

f c e e
r x x x x

n n n


    

  
, 

áñï»Õ x c  , ÁÝ¹ áñáõÙ` 0 1  , ù³ÝÇ áñ c -Ý ·ïÝíáõÙ ¿ 0-Ç ¨ x -Ç 
ÙÇç¨: 

î»Õ³¹ñ»Éáí ³Ûë ³Ù»ÝÁ (6)-áõÙ` ëï³ÝáõÙ »Ýù xe -Ç Ñ»ï¨Û³É 
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Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ. 
2

11
2! ! ( 1)!

n x
x nx x e
e x x

n n


     


 : (11) 

ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ, »ñμ ( ) xf x a , å»ïù ¿ û·ïí»É í»ñáÑÇß-

Û³É ó³ÝÏÇ II μ³Ý³Ó¨Çó: Î³ñ»ÉÇ ¿ Ý³¨, »ÉÝ»Éáí lnx x aa e  Ñ³í³-

ë³ñáõÃÛáõÝÇó, (11)-áõÙ x -Á ÷áË³ñÇÝ»É lnx a -áí, ÝÏ³ï»É, áñ 
lnx a xe a   ¨ ÙÇ³Ý·³ÙÇó ëï³Ý³É 

2 1
2 1ln ln ln1 ln

2! ! ( 1)!

n x n
x n na a a a
a x a x x x

n n

 
     


  

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ: 
2) ( ) sinf x x : ²Ûë ³Ý·³Ù áõÝ»Ýù` 

( ) ( )( ) (sin ) sin
2

k k k
f x x x

    
 

, x , 0,1,k   ; 

( ) (2 )(0) (0) sin 0k mf f m    ( k -Ý ½áõÛ· ¿), 

( ) (2 1) 1(0) (0) sin ( 1)
2

k m mf f m
       

 
 ( k -Ý Ï»Ýï ¿), 

2 1 2 1
2

(2 1)sin
( 1) cos2( )

(2 1)! (2 1)!

n
n n

n

n
x

x
r x x x

n n


 

     
 

: 

²ÛëåÇëáí` 
3 1

2 1 2 1( 1) ( 1) cossin
3! (2 1)! (2 1)!

n n
n nx x

x x x x
n n


  

    
 

 : (12) 

3) cosy x : ÎñÏÝ»Éáí Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ ³ñí³Í ù³ÛÉ»ñÁ` 

Ñ³Ý·áõÙ »Ýù Ñ»ï¨Û³É μ³Ý³Ó¨ÇÝ. 
2 1

2 2 2( 1) ( 1) coscos 1
2! (2 )! (2 2)!

n n
n nx x

x x x
n n


 

    


 : (13) 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 1: (12) ¨ (13) μ³Ý³Ó¨»ñáõÙ Â»ÛÉáñÇ μ³½Ù³Ý¹³ÙÇ 
Ï³ñ·Ç ¨ ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ Ñ³Ù³ñÇ ³ÝÑ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÃÛáõÝÁ 
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μ³ó³ïñíáõÙ ¿ Ýñ³Ýáí, áñ (12)-áõÙ μ³½Ù³Ý¹³ÙÇ 2n -ñ¹, ÇëÏ (13)-áõÙ 

(2 1)n  -ñ¹ ³Ý¹³ÙÝ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý 0-Ç: 

Æ ¹»å, ³ÛÝ »ñ¨áõÛÃÁ, áñ (12) μ³Ý³Ó¨áõÙ ³éÏ³ »Ý x -Ç ÙÇ³ÛÝ Ï»Ýï, 

ÇëÏ (13)-áõÙ` ÙÇ³ÛÝ ½áõÛ· ³ëïÇ×³ÝÝ»ñ å³ñáõÝ³ÏáÕ ³Ý¹³ÙÝ»ñÁ, å³ÛÙ³-

Ý³íáñí³Í ¿ Ýñ³Ýáí, áñ sin x -Á Ï»Ýï ýáõÝÏóÇ³ ¿, ÇëÏ cos x -Á` ½áõÛ·*: 

4) lny x : ²Ûëï»Õ, ³ñ¹»Ý, ýáõÝÏóÇ³Ý Ø³ÏÉáñ»ÝÇ μ³Ý³Ó¨áí 

Ý»ñÏ³Û³óÝ»É ã»Ýù Ï³ñáÕ, ù³ÝÇ áñ ³ÛÝ 0 0x   Ï»ïÇ áñ¨¿ ßñç³Ï³Û-

ùáõÙ áñáßí³Í ã¿: ¸³ Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí` Ï³ñ»ÉÇ ¿, ûñÇÝ³Ï, í»ñóÝ»É 

0 1x   ¨ ³Û¹ Ï»ïÇ 1-ßñç³Ï³ÛùáõÙ` (0;2)  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, ýáõÝÏóÇ³Ý 

í»ñÉáõÍ»É Áëï ( 1)x  -Ç ³ëïÇ×³ÝÝ»ñÇ: ê³Ï³ÛÝ, ³í»ÉÇ Ýå³ï³-

Ï³Ñ³ñÙ³ñ ¿ ln x -Ç ÷áË³ñ»Ý ¹Çï³ñÏ»É ln(1 )x  ýáõÝÏóÇ³Ý ¨ 

Ý»ñÏ³Û³óÝ»É ³ÛÝ, ÇÝãå»ë Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏÝ»ñáõÙ, Ø³ÏÉáñ»ÝÇ μ³-
Ý³Ó¨áí: ÜÏ³ï»Ýù áñ, Ø³ÏÉáñ»ÝÇ μ³Ý³Ó¨áõÙ Â»ÛÉáñÇ μ³½Ù³Ý-
¹³ÙÝ áõÝÇ Ñ³Ù»Ù³ï³μ³ñ å³ñ½ ï»ëù ¨, Áëï ³Û¹Ù, ³é³í»É Ñ³ñ-
Ù³ñ ¿ ¹ñ³ û·ï³·áñÍáõÙÁ ·áñÍÝ³Ï³Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñáõÙ: 

ºí ³Ûëå»ë` 

 
1

( ) ( 1) ( 1)!ln(1 )
(1 )

k
k

k

k
x

x

 
 


, 

 ( ) 1
0ln(1 ) ( 1) ( 1)!k k

x
x k


    , 1x   , 0,1,k   : 

ÆÝã í»ñ³μ»ñáõÙ ¿ ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇÝ, ³å³ áñáß ÝÏ³ï³-
éáõÙÝ»ñáí Ý³ËÁÝïñ»ÉÇ ¿ ³ÛÝ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É ÎáßÇÇ (7) μ³Ý³Ó¨áí. 

1
1

( 1) !( ) (1 ) ( 1)
1(1 ) !

nn
n n n

n n

n x x
r x x x

xx n







         
: 

²ñ¹ÛáõÝùáõÙ ëï³óíáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÁ. 

2 1( 1)ln(1 ) ( 1)
2 1

nn
n nx x x

x x x x
n x




           
 : (14) 

5) (1 ) py x  , 1x   : 

                                                 
* î»°ë ·ÉáõË VI-Ç í»ñçáõÙ μ»ñí³Í í³ñÅáõÃÛáõÝ 5-Á ¨ 6-Á: 
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 ( )
(1 ) ( 1) ( 1)(1 )

kp p kx p p p k x         , 

 ( )

0
(1 ) ( 1) ( 1)

kp

x
x p p p k


       : 

²Ûë ³Ý·³Ù ¿É, û·ï³·áñÍ»Éáí ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ ÎáßÇÇ 
μ³Ý³Ó¨Á, ·ïÝáõÙ »Ýù` 

( 1) ( )( ) (1 ) ( )
!

p n n
n

p p p n
r x x x x x

n
    

  


, 

³ÛÝå»ë áñ` 

2( 1) ( 1) ( 1)(1 ) 1
2! !

p np p p p p n
x px x x

n

     
      


  

( 1) ( ) (1 ) :
! 1

n
pp p p n x x

x x
n x

 


        


 (15) 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 2: ²Ûëï»Õ ¿É, ÇÝãå»ë Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ, px -Ç ÷á-

Ë³ñ»Ý ¹Çï³ñÏ»óÇÝù (1 ) px  ýáõÝÏóÇ³Ý, ù³ÝÇ áñ ³é³çÇÝÁ, »ñμ 

p , 0-Ç áã ÙÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ áñáßí³Í ã¿: 

²ÛÅÙ ³ÝóÝ»Ýù (11)-(15) μ³Ý³Ó¨»ñáõÙ ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ 
·Ý³Ñ³ïÙ³ÝÁ: Üå³ï³ÏÁ, ³Ûëï»Õ, å³ñ½»ÉÝ ¿, Ã» x -Ç ÇÝã ³ñÅ»ù-

Ý»ñÇ ¹»åùáõÙ ¿ ( )nr x -Á Ó·ïáõÙ 0-Ç, »ñμ n : ¸³, ûñÇÝ³Ï, ÑÝ³-

ñ³íáñáõÃÛáõÝ Ïï³ ýáõÝÏóÇ³Ý Ùáï³ñÏ»Éáõ Çñ n -ñ¹ Ï³ñ·Ç Â»Û-
ÉáñÇ μ³½Ù³Ý¹³Ùáí, ³å³Ñáí»Éáí, Ç Ñ³ßÇí n -Ç Ù»Í³óÙ³Ý, ó³Ý-
Ï³ó³Í ×ß·ñïáõÃÛáõÝ: 

êÏë»Ýù (11) μ³Ý³Ó¨Çó: àõÝ»Ýù` 

1
1 | | | |( )

( 1)! ( 1)!

x n
n x

n

e x
r x x e

n n

 
  

 
: 

ø³ÝÇ áñ áñáß³ÏÇáñ»Ý ïñí³Í Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ x  ³ñÅ»ùÇ Ñ³-

Ù³ñ | |xe -Á Ñ³ëï³ïáõÝ ¿ (Ï³Ëí³Í ã¿ n -Çó), ÇëÏ 
1| |lim 0

( 1)!

n

n

x

n







*, 

                                                 
* ¸ñ³ÝáõÙ Ñ»ßï ¿ Ñ³Ùá½í»É` ÏñÏÝ»Éáí  no IV. 3.1-Ç ûñÇÝ³Ï 22-áõÙ ³ñí³Í ¹³ïáÕáõ-
ÃÛáõÝÝ»ñÁ: 
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áõñ»ÙÝ, ó³ÝÏ³ó³Í x -Ç Ñ³Ù³ñ` 

lim ( ) 0n
x

r x


 : 

úñÇÝ³Ï 3: î»Õ³¹ñ»Éáí (11)-áõÙ 1x  , Ïëï³Ý³Ýù e  ÃíÇ Ñ»ï¨Û³É 
Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ. 

1 11 1
2! ! ( 1)!

e
e

n n



     


 : (16) 

ø³ÝÇ áñ 0 1   ¨ 3e   (no IV. 3.2), áõñ»ÙÝ` 

3(1)
( 1)! ( 1)!n

e
r

n n



 
 

: (17) 

²ñ¹ÛáõÝùáõÙ ëï³óíáõÙ ¿ 

1 12
2! !

e
n

     (18) 

Ùáï³íáñ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, áñáõÙ μ³ó³ñÓ³Ï ëË³É³ÝùÁ ãÇ ·»ñ³½³Ý-

óáõÙ 3 ( 1)!n  -Á: Ø³ëÝ³íáñ³å»ë, í»ñóÝ»Éáí (18)-áõÙ 11n   ¨ Ñ³ßíÇ 

³éÝ»Éáí (17) ·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÁ, å³ñ½ Ñ³ßí³ñÏÝ»ñÇó Ñ»ïá Ïëï³Ý³Ýù e  

ÃíÇ no IV. 3.2-áõÙ μ»ñí³Í Ùáï³íáñ é³óÇáÝ³É ³ñÅ»ùÁ` 810 -Ç ×ßïáõ-
ÃÛ³Ùμ. 

82,71828183 10e   : 

Ð»ï³ùñùÇñ ¿ Ý³¨, áñ (16) μ³Ý³Ó¨Á ÑÝ³ñ³íáñáõÃÛáõÝ ¿ ï³ÉÇë Ñ»ß-

ïáõÃÛ³Ùμ ³å³óáõó»Éáõ, áñ e -Ý Çé³óÇáÝ³É ÃÇí ¿*: 

ÆëÏ³å»ë, Ï³ï³ñ»Ýù Ñ³Ï³ëáÕ »ÝÃ³¹ñáõÃÛáõÝ. e p q , ,p q : 

¶ñ»Ýù (21) μ³Ý³Ó¨Á 1n q   ¹»åùáõÙ. 

1 12
2! ( 1)! ( 2)!

p e

q q q



    
 

 : 

ºÃ» μ³½Ù³å³ïÏ»Ýù í»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý »ñÏáõ Ù³ëÁ ( 1)!q  -áí 

¨ ÝÏ³ï»Ýù, áñ ³ñ¹ÛáõÝùáõÙ Ã»́ Ó³Ë Ù³ëÁ, Ã»́ ³ç Ù³ëÇ μáÉáñ ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÁ, 
μ³ó³éáõÃÛ³Ùμ í»ñçÇÝÇ, Ï¹³éÝ³Ý ³ÙμáÕç Ãí»ñ, ³å³ Ï³ñáÕ »Ýù »½ñ³Ï³ó-

Ý»É, áñ ( 2)e q  -Á ÝáõÛÝå»ë ³ÙμáÕç ¿, μ³Ûó ¹³ ÑÝ³ñ³íáñ ã¿, ù³ÝÇ áñ 

                                                 
* Ð»Ýó ¹³ ¿ å³ï×³éÁ, áñ ·áñÍÝ³Ï³Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñáõÙ, áñï»Õ û·ï³·áñÍíáõÙ »Ý μ³ó³-
é³å»ë é³óÇáÝ³É Ãí»ñÁ, ëïÇåí³Í »Ý ÉÇÝáõÙ μ³í³ñ³ñí»É e  ÃíÇ ÙÇ³ÛÝ ³Ûë Ï³Ù ³ÛÝ 
×ß·ñïáõÃÛ³Ùμ ïñí³Í é³óÇáÝ³É Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÝ»ñáí: 
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30 1
2 2

e

q q



  
 

: 

¶Ý³Ñ³ï»Ýù, ³ÛÅÙ, (12) ¨ (13) μ³Ý³Ó¨»ñáõÙ ³éÏ³ ÙÝ³óáñ¹³-
ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÝ»ñÁ: 

²é³çÇÝáõÙ áõÝ»Ýù. 
2 1

2 1( 1) cos | || ( ) |
(2 1)! (2 1)!

n n
n

n

x x
r x x

n n

 


 
 

, 

ÇëÏ »ñÏñáñ¹áõÙ` 
2 2| || ( ) |

(2 2)!

n

n

x
r x

n






: 

ÆÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù, »ñÏáõ ¹»åùáõÙ ¿É, ó³ÝÏ³ó³Í x -Ç Ñ³Ù³ñ` 

lim ( ) 0n
n

r x


 : 

²Ý¹ñ³¹³éÝ³Éáí (14) μ³Ý³Ó¨ÇÝ, ÝÏ³ï»Ýù, áñ »ñμ | | 1x  , 

| | (1 ) | | (1 ) | | (1 ) | |
1 |1 | 1 | | 1
x x x x x

x
x x x

   
   

   
   

   
: (19) 

²Û¹ï»ÕÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 

1| ( ) | | |
1

n
n

n

x x
r x x x

x




    
: 

¸Åí³ñ ã¿ ëïáõ·»É, áñ 1lim | | 0n

n
x 


 , »ñμ | | 1x  : ºÉÝ»Éáí ¹ñ³-

ÝÇó` Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É. 

lim ( ) 0n
n

r x


  (| | 1)x  : 

ÆÝã í»ñ³μ»ñáõÙ ¿ ³Ûë ß³ñùÇ í»ñçÇÝ` (15) μ³Ý³Ó¨Ç ÙÝ³óáñ-
¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇÝ, ³å³ ·ñ»Ã» ÝáõÛÝ Ó¨áí, ÇÝãå»ë Ý³Ëáñ¹áõÙ, 
Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ 

lim ( ) 0n
n

r x


 : 

Ü»ñÏ³Û³óÝ»Ýù, í»ñç³å»ë, ÑÇÙÝ³Ï³Ý ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³-
Ý»ñÇ Ã»ÛÉáñÛ³Ý í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ³Ù÷á÷ ó³ÝÏÁ, ³Ûë ³Ý·³Ù û·-
ï³·áñÍ»Éáí ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÇ ä»³ÝáÛÇ μ³Ý³Ó¨Á. 

I. 
2

1 ( )
2! !

n
x nx x
e x o x

n
      , 0x ; 
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II. 
1

3 2 1 21 ( 1)sin ( )
3! (2 1)!

n
n nx x x x o x

n




    


 , 0x ; 

III. 2 2 2 11 ( 1)cos 1 ( )
2! (2 )!

n
n nx x x o x

n


     , 0x ; 

IV. 21 ( 1)ln(1 ) ( )
2

n
n nx x x x o x

n


      , 0x ; 

V. 
( 1) ( ( 1))(1 ) 1 ( )

!
p n np p p n

x px x o x
n

    
     


 ,  0x : 

²Ûë μ³Ý³Ó¨»ñÁ Ñ³×³Ë ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ³ëÇÙåïáïÇÏ μ³Ý³-
Ó¨»ñ Ï³Ù ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³ëÇÙåïáïÇÏ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñ: 

´»ñ»Ýù ¹ñ³Ýó û·ï³Ï³ñáõÃÛáõÝÁ óáõó³¹ñáÕ å³ñ½³·áõÛÝ ÙÇ 
ûñÇÝ³Ï: 

úñÇÝ³Ï 4: Ð³ßí»Ýù 
30

sinlim
x

x x

x


-Á: 

Ð»ï³ùñùÇñ ¿, áñ Ù»ñ ¹³ëÁÝÃ³óáõÙ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇ Ñ³ßíÙ³Ý ÙÇÝã ³ÛÅÙ 
Ùß³Ïí³Í Ó¨»ñÁ, ³Û¹ ÃíáõÙ Ý³¨ Ýß³Ý³íáñ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÁ, ³Ûëï»Õ ó³ÝÏ³ÉÇ 
³ñ¹ÛáõÝùÇ ã»Ý Ñ³ëóÝáõÙ: ÆëÏ, ³Ñ³, sin x -Ç ³ëÇÙåïáïÇÏ í»ñÉáõÍáõÃÛáõ-
ÝÁ, 2n   ¹»åùáõÙ, ³ÝÙÇç³å»ë μ»ñáõÙ ¿ Ñ³ñóÇ ÉáõÍÙ³ÝÁ.  

3
4sin ( )

6
x

x x o x   , 

3
4

4

3 3 30 0 0

( )
6sin 1 ( ) 1lim lim lim

6 6x x x

x
x x o x

x x o x

x x x  

 
           

 
: 

 
 

ì ² ð Ä à ô Â Ú à ô Ü Ü º ð  

 

1. Ð³íá½í»É, áñ [ 1;1]  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ïñí³Í 24y x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

ÝÏ³ïÙ³Ùμ èáÉÇ Ã»áñ»ÙÇ ÏÇñ³éáõÙÁ ³ÝÃáõÛÉ³ïñ»ÉÇ ¿: 
ä³ñ½»É, Ã» Ã»áñ»ÙÇ áñ å³ÛÙ³ÝÝ ¿ ³Ûëï»Õ μ³ó³Ï³ÛáõÙ: 

2. Ð³ÛïÝÇ ¿, áñ n -ñ¹ Ï³ñ·Ç Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý μ³½Ù³Ý¹³ÙÝ áõÝÇ áã 

³í»ÉÇ, ù³Ý n  Çñ³Ï³Ý ³ñÙ³ï: îñí³Í ¿ 

1 2( ) ( )( ) ( )nP x x x x x x x       

μ³½Ù³Ý¹³ÙÁ, áñï»Õ 1x -Á, 2x -Á, …, 
nx -Á ½áõÛ· ³é ½áõÛ· Çñ³ñÇó ï³ñμ»ñ 
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Çñ³Ï³Ý Ãí»ñ »Ý: 

²å³óáõó»É, áñ ( ) 0P x   Ñ³í³ë³ñáõÙÝ áõÝÇ ×Çßï 1n   Çñ³Ï³Ý 

ÉáõÍáõÙ: 

3. îñí³Í ¿ 2y x  ýáõÝÏóÇ³Ý: 

²å³óáõó»É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í [ ; ]a b  Ñ³ïí³ÍÇ Ñ³Ù³ñ È³·ñ³ÝÅÇ Ã»á-

ñ»ÙáõÙ ÑÇß³ï³ÏíáÕ c  Ï»ïÁ ÙÇ³ÏÝ ¿: 

Î³ñ»ÉÇ ¿± ³ñ¹Ûáù ÝáõÛÝÁ åÝ¹»É 3y x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹»åùáõÙ: 

4. êïáõ·»É, áñ [ 1;1]  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ 2( )f x x  ¨ 3( )g x x  ýáõÝÏóÇ³Ý»-

ñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùμ ÎáßÇÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ μ³Ý³Ó¨Ç ÏÇñ³éáõÙÁ μ»ñáõÙ ¿ ëË³É 
³ñ¹ÛáõÝùÇ: à±ñÝ ¿ å³ï×³éÁ: 

5. òáõÛó ï³É, áñ 0 0x   Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ ÑÇå»ñμáÉ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»-

ñÁ (·É. VI, í³ñÅáõÃÛáõÝ 8) áõÝ»Ý Â»ÛÉáñÇ Ñ»ï¨Û³É í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ. 

 
2 2

2 1ch 1
2! (2 )!

n
nx x

x o x
n

     ,  0x ; 

 
3 2 1

2sh
3! (2 1)!

n
nx x

x x o x
n



    


 , 0x : 

¶ñ»É ÝáõÛÝ ³Û¹ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ` ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÝ»ñÁ Ý»ñÏ³-
Û³óÝ»Éáí È³·ñ³ÝÅÇ μ³Ý³Ó¨áí: 

6. ¶ïÝ»É 0 1x   Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ ( )f x x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 3-ñ¹ Ï³ñ·Ç 

Â»ÛÉáñÇ μ³½Ù³Ý¹³ÙÁ: 

òáõóáõÙ: üáõÝÏóÇ³Ý Ý»ñÏ³Û³óÝ»É  1 21 ( 1)x x    ï»ëùáí ¨ û·ïí»É 

no 3.4-áõÙ μ»ñí³Í ó³ÝÏÇ V μ³Ý³Ó¨Çó: 

7. ³) Ð³ßí»É Â»ÛÉáñÇ ÙÇ ù³ÝÇ ·áñÍ³ÏÇó ¨, »ÉÝ»Éáí no 3.3-Ç (10′) 
μ³Ý³Ó¨Çó, óáõÛó ï³É, áñ 

3
3tg ( )

3
x

x x o x   , 

3
3arctg ( )

3
x

x x o x   , 

3
3arcsin ( )

3!
x

x x o x   , 0x : 

μ) ¶ïÝ»É ë³ÑÙ³ÝÁ. 
0

arctg sinlim
arcsin tgx

x x

x x




: 
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8. ä³ñ½»É, Ã» ÇÝãåÇëÇÝ å»ïù ¿ ÉÇÝÇ Â»ÛÉáñÇ μ³½Ù³Ý¹³ÙÇ Ï³ñ·Á, áñ-
å»ë½Ç Ñ»ï¨Û³É Ùáï³íáñ μ³Ý³Ó¨»ñáõÙ μ³ó³ñÓ³Ï ëË³É³ÝùÁ ã·»ñ³-

½³ÝóÇ 310 -Á: 
3 1 2 1( 1)sin

3! (2 1)!

n nx x
x x

n

 
   


 , | | 1x  ; 

1
!

n
x x
e x

n
    , | | 1x  ; 

2 2

ch 1
2! (2 )!

nx x
x

n
    , | | 1x  : 

òáõóáõÙ: Â»ÛÉáñÇ í»ñÉáõÍáõÃÛ³Ý ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÁ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É È³·ñ³Ý-
ÅÇ μ³Ý³Ó¨áí ¨ ÁÝïñ»É n -Ý ³ÛÝå»ë, áñ μáÉáñ Ýßí³Í x -»ñÇ Ñ³Ù³ñ ×ßÙ³ñÇï ÉÇÝÇ 

3( ) 10nr x
  ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 

9. Üßí³Í 0x  Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ ·ñ»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ n -ñ¹ Ï³ñ·Ç Â»ÛÉáñÇ 

μ³½Ù³Ý¹³ÙÁ: 

³) 2( ) xf x e , 0 0x  ; 

μ) 3( ) xf x x e , 0 0x  ; 

·) ( ) lnf x x , 0 1x  ; 

¹) ( ) ln(1 )f x x  , 0 0x  : 

òáõóáõÙ: ·)-áõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý Ý»ñÏ³Û³óÝ»É  1ln ln 1 ( 1)
2

x x    ï»ëùáí: 

²ÛÝáõÑ»ï¨, û·ïí»É ÑÇÙÝ³Ï³Ý ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇó 
(no 3.4)` ¹ñ³ÝóáõÙ Ï³ï³ñ»Éáí ³ñ·áõÙ»ÝïÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ÷áË³ñÇÝáõÙ: 



 63

 
 

¶ È àô Ê  VIII 

 

¸ÆüºðºÜòÆ²È Ð²ÞìÆ ÎÆð²èàôÂÚàôÜÜºðÀ: 
üàôÜÎòÆ²ÚÆ Ðºî²¼àîàôØÀ 

 
§ 1. üàôÜÎòÆ²ÚÆ Ð²êî²îàôÜàôÂÚ²Ü ºì 

ØàÜàîàÜàôÂÚ²Ü Ðºî²¼àîàôØÀ 
 

1û. Ð³ëï³ïáõÝáõÃÛ³Ý Ñ»ï³½áïáõÙÁ: îñí³Í ¿ ( )y f x , 

( ; )x a b , ýáõÝÏóÇ³Ý: 

ÆÝãå»ë óáõÛó ïñí»ó no VI. 3.1-áõÙ, »Ã» f -Á Ñ³ëï³ïáõÝ ¿, 

³å³ ³ÛÝ ( ; )a b -áõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, ÁÝ¹ áñáõÙ` ( ) 0f x  : 

²ÛÅÙ óáõÛó ï³Ýù Ñ³Ï³é³ÏÁ. 
»Ã» f -Á ( ; )a b  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ ¨ ÙÇç³Ï³ÛùÇ μá-

Éáñ Ï»ï»ñáõÙ ( ) 0f x  , ³å³ f -Á Ñ³ëï³ïáõÝ ¿: 

 ä»ïù ¿, ÷³ëïáñ»Ý, Ñ³Ùá½í»É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í 1 2, ( ; )x x a b  

Ï»ï»ñÇ Ñ³Ù³ñ` 1 2( ) ( )f x f x : 

ú·ïí»Éáí È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÇó (no VII. 4.3), Ï³ñáÕ »Ýù 
åÝ¹»É, áñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 1x -Ç ¨ 2x -Ç ÙÇç¨ ÁÝÏ³Í, Ñ»ï¨³μ³ñ 

( ; )a b -ÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ,   Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ  

1 2 1 2( ) ( ) ( )( )f x f x f x x   : 

ø³ÝÇ áñ, Áëï å³ÛÙ³ÝÇ, ( ) 0f   , ·ñí³Í μ³Ý³Ó¨Çó ³ÝÙÇ-

ç³å»ë μËáõÙ ¿ å³Ñ³ÝçíáÕ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ:  

Ð»ï¨³Ýù: ºÃ» g  ¨ f  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ( ; )a b  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¹Ç-

ý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý ¨ ³Ù»Ýáõñ»ù ( ) ( )g x f x  , ³å³ g -Ý ¨ f -Á ï³ñ-

μ»ñíáõÙ »Ý Ñ³ëï³ïáõÝ ·áõÙ³ñ»ÉÇáí. ( ) ( )g x f x C  : 

 ¸Çï³ñÏ»Ýù ( ) ( ) ( )h x g x f x   ï³ñμ»ñáõÃÛáõÝÁ: àõÝ»Ýù` 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0h x g x f x g x f x       : 

²Ûëï»ÕÇó, Áëï í»ñÁ ³å³óáõóí³ÍÇ, Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 
( )h x const C   Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿, ( ) ( )g x f x C  :  
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úñÇÝ³Ï 1: êïáõ·»Ýù, áñ 

2

22arctgx arcsin
1
x

y
x

 


, (1; )x  , 

ýáõÝÏóÇ³Ý Ñ³ëï³ïáõÝ ¿ ¨ ·ïÝ»Ýù ³Û¹ Ñ³ëï³ïáõÝÁ: 
àõÝ»Ýù` 

2 22

2 2

2 1 2
1 141

(1 )

x
y

x xx
x

        



2 2 2

2 2 2 2 22 2

2 1 2(1 ) 2 11
1 (1 ) 1 |1 |(1 )

x x x

x x x xx

   
          

: 

ø³ÝÇ áñ (1; )  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ 21 0x   ¨, Ñ»ï¨³μ³ñ, 

2 2|1 | (1 )x x    , 

ëï³ÝáõÙ »Ýù 0y   ÝáõÛÝáõÃÛáõÝÁ, áñÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ Ñ»ï³½áïíáÕ 

ýáõÝÏóÇ³Ý Ñ³ëï³ïáõÝ ¿. y const C  : 

Üßí³Í Ñ³ëï³ïáõÝÁ ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ñ³ßí»Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ç³ÏáÕ-

ÙÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ 0 1x   Ï»ïáõÙ. 

21 0 1 0

2lim lim 2arctgx arcsin
1x x

x
C C

x   

      

2arctg1 arcsin1 2
4 2
        : 

ÜáõÛÝ ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí Ï³ñáÕ »Ýù Ñ³Ùá½í»É, áñ ( ; 1)   ÙÇç³-

Ï³ÛùáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý ÝáõÛÝå»ë Ñ³ëï³ïáõÝ ¿, ÙÇ³ÛÝ Ã», ³Ûë ³Ý·³Ù` 

2

22arctgx arcsin
1
x

x
  


, ( ; 1)x   : 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: ºÃ» ( ; )a b  μ³ó ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ Ñ³ëï³ïáõÝ ýáõÝÏ-

óÇ³Ý áñáßí³Í ¿ Ý³¨ ÙÇç³Ï³ÛùÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñÇó áñ¨¿ Ù»ÏáõÙ ¨ ³Û¹ Ï»ïáõÙ 
³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿, ³å³ ¹³ ÝáõÛÝå»ë Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñ³é»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³ë-
ï³ïáõÝáõÃÛ³Ý ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ: 

ö³ëïáñ»Ý, ûñÇÝ³Ï 1-áõÙ ¹Çï³ñÏí³Í ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³ëï³ïáõÝáõ-

ÃÛ³Ý ÙÇç³Ï³ÛùÝ»ñÝ »Ý ( ; 1]   ¨ [1; )  ÷³Ï ×³é³·³ÛÃÝ»ñÁ: 
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2û. ØáÝáïáÝáõÃÛ³Ý ÙÇç³Ï³Ûù»ñ: ¸Çóáõù ( )y f x  ýáõÝÏóÇ³Ý 

áñáßí³Í ¿ ( ; )a b  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¨ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿: 

àñå»ë½Ç f -Á ÉÇÝÇ ãÝí³½áÕ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ μ³í³ñ³ñ, áñ 

( ; )a b -áõÙ ³Ù»Ýáõñ»ù ï»ÕÇ áõÝ»Ý³ ( ) 0f x   ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 

 ²ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝÁ: ºÝÃ³¹ñ»Ýù f -Á ãÝí³½áÕ ¿: ²Û¹ 

¹»åùáõÙ ó³ÝÏ³ó³Í ( ; )x a b  Ï»ïÇ ¨ ³ñ·áõÙ»ÝïÇ ó³ÝÏ³ó³Í x  

³×Ç Ñ³Ù³ñ Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É. 

0 ( ) ( ) ( )x x x x f x x f x f x          
( ) ( ) 0f x x f x     , 

0 ( ) ( ) ( ) 0x x x x f x x f x f x           : 

²Ûëï»ÕÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç ¨ ³ñ·áõÙ»ÝïÇ ³×Ç 
Ñ³ñ³μ»ñáõÃÛáõÝÁ áã μ³ó³ë³Ï³Ý ¿: ºÉÝ»Éáí ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý 
Ù»ç ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ ³ÝóÙ³Ý í»ñ³μ»ñÛ³É no IV. 4.4-Ç ¹) åÝ¹áõÙÇó, 
»½ñ³Ï³óÝáõÙ »Ýù, áñ 

0

( )( ) lim 0
x

f x
f x

x 

  


: 

´³í³ñ³ñáõÃÛáõÝÁ: ¸Çóáõù, ³ÛÅÙ, ( ; )a b -áõÙ ³Ù»Ýáõñ»ù 

( ) 0f x  : 

Î»ï»ñÇ ó³ÝÏ³ó³Í 1 2, ( ; )x x a b  ½áõÛ·Ç Ñ³Ù³ñ ·ñ»Ýù È³·-

ñ³ÝÅÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ μ³Ý³Ó¨Á. 

1 2 1 2( ) ( ) ( )( )f x f x f x x   , 

áñï»Õ  -Ý 1x -Ç ¨ 2x -Ç ÙÇç¨ ÁÝÏ³Í Ï»ï ¿: 

ø³ÝÇ áñ, Áëï å³ÛÙ³ÝÇ, ( ) 0f   , áõñ»ÙÝ` 1 2 0x x    

1 2( ) ( ) 0f x f x   : ÆëÏ ë³ Ñ»Ýó Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ f -Á ( ; )a b -áõÙ 

ãÝí³½áÕ ¿:  
ì»ñç³íáñ ³×»ñÇ μ³Ý³Ó¨Çó Ñ»ï¨áõÙ ¿ Ý³¨, áñ »Ã» ( ; )a b -áõÙ 

( ) 0f x  , ³å³ f -Á ³×áÕ ¿: 

Ð»ï¨Û³É ûñÇÝ³ÏÁ óáõÛó ¿ ï³ÉÇë, áñ Ñ³Ï³é³ÏÁ ×Çßï ã¿: 
üáõÝÏóÇ³Ý Ï³ñáÕ ¿ ÉÇÝ»É ³×áÕ ÝáõÛÝÇëÏ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ ³Í³Ýó-
Û³ÉÁ, áñÁ, ÇÑ³ñÏ», áã μ³ó³ë³Ï³Ý ¿, ÇÝã-ÇÝã Ï»ï»ñáõÙ Ñ³í³ë³ñ ¿ 
0-Ç: 
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úñÇÝ³Ï 2: 3y x  ýáõÝÏóÇ³Ý, ÇÝãå»ë ·Çï»Ýù, ³×áÕ ¿: ´³Ûó 

³Í³ÝóÛ³ÉÁ` 23y x , 0x   Ï»ïáõÙ Ñ³í³ë³ñ ¿ 0-Ç: 

²Ûë »ñ¨áõÛÃÇ Ï³å³ÏóáõÃÛ³Ùμ Ï³ï³ñ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ×ß·ñïáõÙÁ. 
»Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ ( ; )a b -áõÙ å³ñáõÝ³ÏíáÕ ÙÇç³Ï³Ûù, áñÇ 

μáÉáñ Ï»ï»ñáõÙ ( ) 0f x  , ³å³ ( ) 0f x   å³ÛÙ³ÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, 

áñ f -Á ( ; )a b -áõÙ ³×áÕ ¿: 

 Æñáù, »Ã» f -Á ãÉÇÝ»ñ ³×áÕ, ³å³, ù³ÝÇ áñ ³ÛÝ, ³ÛÝáõ³Ù»-

Ý³ÛÝÇí, ãÝí³½áÕ ¿, ·áÛáõÃÛáõÝ ÏáõÝ»Ý³ñ Ï»ï»ñÇ 1 2x x  ½áõÛ·, áñÇ 

Ñ³Ù³ñ` 1 2( ) ( )f x f x : ´³Ûó, ÙáÝáïáÝáõÃÛ³Ý å³ñ³·³ÛáõÙ, ³Û¹ï»-

ÕÇó ÏμË»ñ, áñ 1 2( ; )x x  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý Ñ³ëï³ïáõÝ ¿ ¨, 

Ñ»ï¨³μ³ñ, ³Û¹ ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ³Ù»Ýáõñ»ù ( ) 0f x  : ÆëÏ ¹³ ÏÑ³-

Ï³ë»ñ Ýßí³Í å³ÛÙ³ÝÇÝ:  
 

úñÇÝ³Ï 3: siny x x  , x : àõÝ»Ýù` 1 cos 0y x    , ÁÝ¹ 

áñáõÙ` 0y   ÙÇ³ÛÝ 2 n  ( )n  Ï»ï»ñáõÙ: ²Û¹ Ï»ï»ñÁ Ã»å»ï¨ ³Ýí»ñç 

ß³ï »Ý, ë³Ï³ÛÝ, ³ÏÝÑ³Ûï ¿, áã ÙÇ ÙÇç³Ï³Ûù ã»Ý ÉóÝáõÙ: ²ÛÝå»ë áñ, 
ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÙμáÕç Ãí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ íñ³ ³×áÕ ¿: 

²ÝóÝ»Ýù, ³ÛÅÙ, ã³×áÕ (Ýí³½áÕ) ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇÝ: 

ä³ñ½ ¿, áñ »Ã» ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý ( ; )a b  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ã³×áÕ ¿, 

³å³ ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý ÝáõÛÝ ³Û¹ ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ãÝí³½áÕ ¿: Ð³ßíÇ 

³éÝ»Éáí Ý³¨, áñ  ( ) ( )f x f x    , Ï³ñáÕ »Ýù Ó¨³Ï»ñå»É 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ã³×áÕ ÉÇÝ»Éáõ Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ûï³ÝÇßÁ. 

ïñí³Í ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý ã³×áÕ ¿ 

³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ ÙÇç³Ï³ÛùÇ μáÉáñ Ï»ï»ñáõÙ 
( ) 0f x  : 

²Ûë Ñ³Ûï³ÝÇßÇ Ñ»ï³·³ ×ß·ñïáõÙÝ»ñÁ, ÇÝãå»ë ¹³ ³ñí»ó 
ãÝí³½áÕ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³ñ, ÃáÕÝáõÙ »Ýù ÁÝÃ»ñóáÕÇÝ: 

ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ, »ñμ ýáõÝÏóÇ³Ý ( ; )a b  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ÙáÝá-

ïáÝ ã¿, Ñ³×³Ë ÑÝ³ñ³íáñ ¿ ÉÇÝáõÙ ( ; )a b -Ý ïñáÑ»É ½áõÛ· ³é ½áõÛ· 

ãÑ³ïíáÕ ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇ, áñáÝóÇó ³Ù»Ý Ù»ÏáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý ûÅïí³Í ¿ 
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áñáß³ÏÇ ³Ûë Ï³Ù ³ÛÝ μÝáõÛÃÇ ÙáÝáïáÝáõÃÛ³Ý Ñ³ïÏáõÃÛ³Ùμ: Ð³Ù³-
Ó³ÛÝ μ»ñí³Í Ñ³Ûï³ÝÇßÝ»ñÇ, ïñáÑÙ³Ý ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõ-
ñáõÙ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ å»ïù ¿ å³Ñå³ÝÇ Çñ Ýß³ÝÁ: ÀÝ¹ áñáõÙ, ÏÇó ÙÇç³-

Ï³Ûù»ñáõÙ ( )f x -Á å»ïù ¿ áõÝ»Ý³ ï³ñμ»ñ Ýß³ÝÇ ³ñÅ»ùÝ»ñ*: 

²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý ( ; )a b -áõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿, 

»ÉÝ»Éáí no V. 2.2-áõÙ ³å³óáõóí³Í Ã»áñ»Ù 1-Çó, »½ñ³Ï³óÝáõÙ »Ýù, 

áñ ïñáÑÙ³Ý Ï»ï»ñÁ Ý³Ë¨³é³ç å»ïù ¿ ÷Ýïñ»É ( ) 0f x   Ñ³í³-

ë³ñÙ³Ý ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ Ï³½ÙáõÙ: ´³óÇ ³Û¹, ïñáÑÙ³Ý Ï»ï»ñÇ μ³½-
ÙáõÃÛ³Ý Ù»ç Ï³ñáÕ »Ý ÁÝ¹·ñÏí»É Ý³¨ ³ÛÝ Ï»ï»ñÁ Ï³Ù ¹ñ³ÝóÇó 
ÙÇ ù³ÝÇëÁ, áñáÝóáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ã¿: 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: Ü³Ëáñ¹ Ï»ïáõÙ ³ñí³Í ¹ÇïáÕáõÃÛ³Ý ÝÙ³ÝáõÃÛ³Ùμ, 
³Ûëï»Õ ¿É Ï³ñ»ÉÇ ¿ åÝ¹»É, áñ »Ã» ýáõÝÏóÇ³Ý ïñí³Í μ³ó ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ 
ÙáÝáïáÝ ¿ ¨ ÙÇç³Ï³ÛùÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï, ³å³ ÙáÝáïá-
ÝáõÃÛáõÝÁ å³Ñå³ÝíáõÙ ¿ Ý³¨ ÷³Ï ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ: 

ÆëÏ³å»ë, »Ã», ûñÇÝ³Ï, f -Á ( ; )   ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ãÝí³½áÕ ¿ ¨  -áõÙ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï, ³å³ ó³ÝÏ³ó³Í 0 ( ; )x    Ï»ïÇ ¨ ³ñ·áõÙ»ÝïÇ ó³ÝÏ³ó³Í 

0x x    ³ñÅ»ùÇ Ñ³Ù³ñ ÏáõÝ»Ý³Ýù. 

0( ) ( )f x f x , 

00
( ) lim ( ) ( )

x
f f x f x




 
  : 

ÜÏ³ï»Ýù, áñ »ñÏñáñ¹ ïáÕáõÙ ·ñí³Í ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ëï³ó-
íáõÙ ¿ áñå»ë ³é³çÇÝ ïáÕáõÙ ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ ³ÝóÙ³Ý ³ñ¹ÛáõÝù: 

 

úñÇÝ³Ï 4: ¶ïÝ»Ýù 3 22 15 36 17y x x x     ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙáÝáïá-

ÝáõÃÛ³Ý ÙÇç³Ï³Ûù»ñÁ: 

àõÝ»Ýù. 2 26 30 36 6( 5 6)y x x x x       : 

ÈáõÍ»Éáí 0y   ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, ëï³ÝáõÙ »Ýù. 

0y  , »ñμ ( ; 1)x    Ï³Ù (6; )x  ; 

0y  , »ñμ ( 1;6)x  : 

ºÉÝ»Éáí ÙáÝáïáÝáõÃÛ³Ý Ñ³Ûï³ÝÇßÝ»ñÇó, Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí Ý³¨ í»-
ñ¨áõÙ ³ñí³Í ¹ÇïáÕáõÃÛáõÝÁ, Ï³ñáÕ »Ýù ³ë»É, áñ ( ; 1]   ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ 

ýáõÝÏóÇ³Ý ³×áÕ ¿, [ 1;6]  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³` Ýí³½áÕ, ÇëÏ [6; ) -áõÙ` 

¹³ñÓÛ³É ³×áÕ: 

                                                 
* ²ëáõÙ »Ý Ý³¨, áñ ïñáÑÙ³Ý Ï»ïáí ³ÝóÝ»ÉÇë ³Í³ÝóÛ³ÉÁ å»ïù ¿ ÷áËÇ Çñ Ýß³ÝÁ: 
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ÜÏ³ï»Ýù, áñ ïñáÑÙ³Ý 1  ¨ 6  Ï»ï»ñÁ Ñ»Ýó 0y   Ñ³í³ë³ñÙ³Ý 

ÉáõÍáõÙÝ»ñÝ »Ý: 
 

úñÇÝ³Ï 5: 3 44 3y x x  : Ð³ßí»Ýù ³Í³ÝóÛ³ÉÁ. 
2 3 212 12 12 (1 )y x x x x     : 

ä³ñ½ ¿, áñ ( ;1)  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ 0y  , ÁÝ¹ áñáõÙ ª 0y   ÙÇ³ÛÝ 

ÙÇç³Ï³ÛùÇ 0x   Ï»ïáõÙ, ÇëÏ (1; )  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ 0y  : ²ÛÝå»ë áñ, 

( ;1] -áõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý ³×áÕ ¿, [1; ) -áõÙ` Ýí³½áÕ: 

àõß³¹ñáõÃÛáõÝ ¹³ñÓÝ»Ýù, áñ 0y   Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ÉáõÍáõÙÝ»ñÇó` 0  ¨ 

1, ÙÇ³ÛÝ 1-Á Í³é³Û»ó áñå»ë ïñáÑÙ³Ý Ï»ï: ´³ÝÝ ³ÛÝ ¿, áñ 0x   Ï»ïáí 
³ÝóÝ»ÉÇë ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ãÇ ÷áËáõÙ Çñ Ýß³ÝÁ, Ñ»ï¨³μ³ñ, ³Û¹ Ï»ïáí ïñá-
ÑáõÙ Ï³ï³ñ»ÉÁ ï»ÕÇÝ ã¿: 

 

úñÇÝ³Ï 6: Ð»ï³½áï»Ýù 2| 4 5 |y x x    ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙáÝáïáÝáõ-

ÃÛáõÝÁ: 
üáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ ³ÙμáÕç Ãí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ íñ³ ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿: 
²Í³ÝóÛ³ÉÁ ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ý³Ë å»ïù ¿ ³½³ïí»É Ùá¹áõÉÇ Ýß³ÝÇó: 

ÈáõÍ»Éáí 2 4 5 0x x     ³ÝÑ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ` ëï³ÝáõÙ »Ýù. 

2 4 5 0x x   , »ñμ ( ; 1] [5; )x    , 

2 4 5 0x x   , »ñμ ( 1;5)x  : 

üáõÝÏóÇ³Ý, ³ÛëåÇëáí, ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ. 

2

2

4 5, ( ; 1] [5; ),
( 4 5), ( 1;5) :
x x x

y
x x x

      
 

    


, 

îñáÑ»Éáí Ãí³ÛÇÝ áõÕÇÕÁ 1  ¨ 5  

Ï»ï»ñáí ¨ ÙÇç³Ï³Ûù ³é ÙÇç³Ï³Ûù Ñ³ß-
í»Éáí ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ` ·ïÝáõÙ 
»Ýù. 

2 4, ( ; 1),
2 4, ( 1;5),

2 4, (5; ) :

x x

y x x

x x

   
     
   

 

Ð»ßï ¿ ëïáõ·»É, áñ 1  ¨ 5  Ï»ï»ñáõÙ 

ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ã¿: ¸ñ³Ýù, ÇÝã-

å»ë ë³ÑÙ³Ýí»ó no VI. 1.7-áõÙ, ·ñ³ýÇÏÇ 
³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ Ï»ï»ñ »Ý (·Í. 1): 

0-1 2 5
·Í. 1 
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²ÛÅÙ ÝÏ³ï»Ýù, áñ ( ; 1)   ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ( ) 0y x  , (5; ) -áõÙ 

( ) 0y x  , ÇëÏ ( 1;5)  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ãÇ å³Ñå³ÝáõÙ Çñ Ýß³ÝÁ: 

ÈáõÍ»Éáí 2 4 0y x      Ñ³í³ë³ñáõÙÁ` ëï³ÝáõÙ »Ýù` 2x  : ºÃ» 

ëï³óí³Í Ï»ïÁ ³í»É³óÝ»Ýù ïñáÑÙ³Ý ÙÛáõë Ï»ï»ñÇÝ ¨ Ñ³ßíÇ ³éÝ»Ýù, 

áñ ( 1;2) -áõÙ 0y  , ÇëÏ (2;5) -áõÙ 0y  , ³å³ ÏÑ³Ý·»Ýù Ñ»ï¨Û³É 

í»ñçÝ³Ï³Ý ³ñ¹ÛáõÝùÇÝ. 

( ; 1]  , [ 1;2] , [2;5], [5; ) *: 

 
3û. ²Í³ÝóÛ³ÉÇ û·ï³·áñÍáõÙÁ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙ: 
¸Çóáõù f  ýáõÝÏóÇ³Ý ( ; )a b  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, ¨ 

0 ( ; )x a b : 

ºÃ» 0( ; )a x  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ( ) 0f x  , ÇëÏ 0( ; )x b -áõÙ ( ) 0f x  , 

³å³ ( ; )a b -áõÙ ³Ù»Ýáõñ»ù 0( ) ( )f x f x : 

 ÆëÏ³å»ë, ù³ÝÇ áñ 0( ; ]a x -áõÙ f -Á ã³×áÕ ¿, ÇëÏ 0[ ; )x b -áõÙ` 

ãÝí³½áÕ, áõñ»ÙÝ` 

0 0( ) ( )x x f x f x   , 

0 0( ) ( )x x f x f x   : 

ºñÏáõ ¹»åùáõÙ ¿É, ÇÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù, ëï³óíáõÙ ¿ å³Ñ³Ýç-
íáÕ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ:  

ºÃ» ³Í³ÝóÛ³ÉÇÝ ³éÝãíáÕ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ËÇëï »Ý, 

³å³ 0( ) ( )f x f x  ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ í»ñ³ÍíáõÙ ¿ Ñ³í³ë³-

ñáõÃÛ³Ý ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ 0x x : 

ÜÏ³ï»Ýù, áñ μ»ñí³Í å³ÛÙ³ÝÝ»ñáõÙ 0( )f x -Ý, ÷³ëïáñ»Ý, 

( ; )a b  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÷áùñ³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ ¿: ä³ñ½ ¿ 

Ý³¨, áñ »Ã» ³Í³ÝóÛ³ÉÇ Ñ³Ù³ñ í»ñ¨áõÙ ³éÏ³ »Ý Ñ³Ï³é³Ï ³ÝÑ³-

í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, ³å³ ëï³óíáõÙ ¿ 0( ) ( )f x f x  ³ÝÑ³í³ë³-

ñáõÃÛáõÝÁ: ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ 0( )f x -Ý, ³Ûë ³Ý·³Ù, ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

Ù»Í³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ ¿: 
 

                                                 
*
 êñ³Ýù ³×Ù³Ý ¨ Ýí³½Ù³Ý ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇ ¹åñáó³Ï³Ý ¹³ëÁÝÃ³óÇó Ñ³ÛïÝÇ Ýß³Ý³-

ÏáõÙÝ»ñ »Ý: 
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úñÇÝ³Ï 7: ²å³óáõó»Ýù 

1xe x  , x , 0x   

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 
ì»ñóÝ»Ýù` 

( ) 1xf x e x   : 

ä»ïù ¿ óáõÛó ï³Ýù, áñ Ýßí³Í ïÇñáõÛÃáõÙ ( ) 0f x  : 

àõÝ»Ýù` 
0(0) 1 0 1 1 0f e      , 

( ) 1xf x e   : 

Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ xe  ýáõÝÏóÇ³Ý ³×áÕ ¿, Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É. 
0( ) 1 1 0xf x e e      , »ñμ 0x  , 

( ) 0f x  , »ñμ 0x  : 

ÆÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù, í»ñÁ Ó¨³Ï»ñåí³Í å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ μ³í³ñ³ñí³Í 

»Ý, ³ÛÝå»ë áñ` ( ) (0) 0f x f  ,  ( 0)x  : 
 

úñÇÝ³Ï 8: ²å³óáõó»Ýù Ñ»ï¨Û³É ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ. 
3

sin
6
x

x x  , (0; )x  : 

Ð³çáñ¹³μ³ñ ³Í³Ýó»Éáí 3( ) sin 6f x x x x    ýáõÝÏóÇ³Ý` ëï³-

ÝáõÙ »Ýù. 
2( ) cos 1 2f x x x    , 

( ) sinf x x x    , 

( ) cos 1f x x    : 

ø³ÝÇ áñ ó³ÝÏ³ó³Í x -Ç Ñ³Ù³ñ  ( ) ( ) 1 cos 0f x f x x     ,  

( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý ³×áÕ ¿: Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ (0) sin 0 0 0f      , 

»½ñ³Ï³óÝáõÙ »Ýù, áñ ( ;0) -áõÙ ( ) 0f x  , (0; ) -áõÙ` ( ) 0f x  : 

²Û¹ï»ÕÇó, Çñ Ñ»ñÃÇÝ, Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 

( ) (0) cos0 1 0 1 1 0f x f        : 

¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ f -Á ³ÙμáÕç ³é³ÝóùÇ íñ³ ³×áÕ ¿: ´³óÇ ³Û¹, 

(0) sin 0 0 0 0f     , ³ÛÝå»ë áñ` ( ;0) -áõÙ ( ) 0f x  , (0; ) -áõÙ 

( ) 0f x  : 
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 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: àñ ( ;0) -áõÙ 
3

sin
6
x

x x  , Ñ»ï¨áõÙ ¿ Ý³¨ ³ÛÝ 

÷³ëïÇó, áñ »É³Ï»ï³ÛÇÝ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ó³Ë ¨ ³ç Ù³ë»ñáõÙ ·ñí³Í 
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ Ï»Ýï »Ý: 

ÜÏ³ï»Ýù, áñ ÁÝÃ³óùáõÙ ³å³óáõóí»ó Ý³¨ Ñ»ï¨Û³É, áã å³Ï³ë Ñ»-
ï³ùñùÇñ, ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ. 

2

cos 1
2
x

x   , \{0}x : 

´»ñ»Ýù ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý ¨ë ÙÇ ûñÇÝ³Ï, áñÇ ³å³óáõóÙ³Ý 
Ù»ç áñå»ë ³ñ¹ÛáõÝ³í»ï ÙÇçáó Ñ³Ý¹»ë ¿ ·³ÉÇë È³·ñ³ÝÅÇ í»ñç³-
íáñ ³×»ñÇ μ³Ý³Ó¨Á: 

 

úñÇÝ³Ï 9: ²å³óáõó»Ýù, áñ z -Ç ó³ÝÏ³ó³Í ¹ñ³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ 
Ñ³Ù³ñ` 

1 1 1ln 1
1z z z

      
: 

Ü³Ë ÝÏ³ï»Ýù, áñ 

1 1ln 1 ln ln( 1) lnz
z z

z z

      
 

: 

²ÛÅÙ, [ ; 1]z z   Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ïñí³Í lny x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ 

·ñ»Ýù í»ñç³íáñ ³×»ñÇ μ³Ý³Ó¨Á. 

1ln( 1) ln (ln ) ( 1 )xz z x z z        , 

áñï»Õ, ÇÝãå»ë È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙáõÙ ¿ Ýßí³Í (no VII. 4.3) , 
1z z   : 

ø³ÝÇ áñ 0z  , í»ñçÇÝ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù »Ý 

å³Ñ³ÝçíáÕ 

1 1 1 1ln 1
1z z z

       
 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ½áõÛ·ÇÝ: 
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§ 2. ¾øêîðºØàôØÜºðÆ Ðºî²¼àîàôØÀ 
 
1û. ÈáÏ³É ¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñ: îñí³Í ¿ ( )y f x  ( )a x b   ýáõÝÏ-

óÇ³Ý: 

ê³ÑÙ³ÝáõÙ: 0 [ ; ]x a b  Ï»ïÁ ÏáãíáõÙ ¿ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÉáÏ³É 

Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0x -Ç ßñç³Ï³Ûù, áñï»Õ 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÁÝ¹áõÝ³Í ³ñÅ»ùÝ»ñÇó Ù»Í³·áõÛÝÁ 0( )f x -Ý ¿. 

0   0 0( ; )x x x       0( ) ( )f x f x , 

ÁÝ¹ áñáõÙ, Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ï»ÕÇ áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ 

0x x : 

Ð³Ù³ÝÙ³Ýáñ»Ý, 0x -Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÉáÏ³É ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï, »Ã» 

0   0 0( ; )x x x       0( ) ( )f x f x : 

ºñμ 0x a  Ï³Ù 0x b , ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ù»ç Ýßí³Í ßñç³Ï³ÛùÁ 

å»ïù ¿ ÷áË³ñÇÝ»É Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³μ³ñ [ ; )a a   Ï³Ù 

( ; ]b b  ÙÇç³Ï³Ûùáí: 

ÈáÏ³É Ù³ùëÇÙáõÙÇ ¨ ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï»ñÁ ÙÇ³ëÇÝ ÏáãíáõÙ »Ý Éá-
Ï³É ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï»ñ ¨, Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³μ³ñ, Ýß³Ý³ÏíáõÙ 

maxx -áí ¨ minx -áí: ²Û¹ Ï»ï»ñáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÁÝ¹áõÝ³Í ³ñÅ»ùÝ»ñÝ 

³Ýí³ÝáõÙ »Ý ¿ùëïñ»Ù³É ³ñÅ»ùÝ»ñ Ï³Ù áõÕÕ³ÏÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñ 
(Ù³ùëÇÙáõÙÝ»ñ Ï³Ù ÙÇÝÇÙáõÙÝ»ñ): ¾ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ÁÝ¹áõÝ-
í³Í »Ý 

max max( )y f x  

¨ min min( )y f x  

Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»ñÁ: 
¾ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñÇ »ñÏ-

ñ³ã³÷³Ï³Ý ÝÏ³ñ³·ÇñÁ 

ïñí³Í ¿ ·Í. 2-áõÙ: Ox  
³é³ÝóùÇ íñ³ Ýßí³Í Ï»-

ï»ñÇó` a -Ý, 2x -Á, 4x -Á 

¨ b -Ý ÉáÏ³É Ù³ùëÇÙáõÙÇ ·Í. 2
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Ï»ï»ñ »Ý, ÇëÏ 1x -Á, 3x -Á ¨ 5x -Á` ÉáÏ³É ÙÇÝÇÙáõÙÇ: 

¾ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñÇ §ÉáÏ³É¦ (ï»Õ³ÛÇÝ) ³Ýí³ÝáõÙÁ å³ÛÙ³Ý³íáñ-
í³Í ¿ Ýñ³Ýáí, áñ ¹ñ³Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ã»¨ Í³Ûñ³·áõÛÝ (Ù»Í³·áõÛÝ Ï³Ù 
÷áùñ³·áõÛÝ) ³ñÅ»ùÝ»ñ »Ý, μ³Ûó` ÙÇ³ÛÝ ïíÛ³É Ï»ïÇ áñáß, ·áõó» μ³-
í³Ï³Ý ÷áùñ, ßñç³Ï³ÛùáõÙ: ÈáÏ³É Ù³ùëÇÙáõÙÁ, ûñÇÝ³Ï, ÙÇßï ã¿, áñ 
Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÁÝ¹áõÝ³Í Ù»Í³·áõÛÝ 
³ñÅ»ùÇÝ: ²í»ÉÇÝ, áñ¨¿ Ï»ïáõÙ (·Í³·ñÇ íñ³ a -áõÙ Ï³Ù 2x -áõÙ) 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÉáÏ³É Ù³ùëÇÙáõÙÁ Ï³ñáÕ ¿ ÝáõÛÝÇëÏ ÷áùñ ÉÇÝ»É Ù»Ï ³ÛÉ 
Ï»ïáõÙ ( 5x -áõÙ) ÉáÏ³É ÙÇÝÇÙáõÙÇó: ²Ù»Ý ¹»åùáõÙ, ÇÑ³ñÏ», ýáõÝÏóÇ³-

ÛÇ μáÉáñ ¿ùëïñ»Ù³É ³ñÅ»ùÝ»ñÁ, ÇÝãå»ë ¨ μáÉáñ ³ñÅ»ùÝ»ñÝ ÁÝ¹Ñ³Ý-
ñ³å»ë, ÁÝÏ³Í »Ý Ýñ³ ÷áùñ³·áõÛÝ (min )f  ¨ Ù»Í³·áõÛÝ (max )f  

³ñÅ»ùÝ»ñÇ ÙÇç¨: ¸³ ÝÏ³ïÇ áõÝ»Ý³Éáí ¨ Ñ»ï¨»Éáí ³Ûëï»Õ ÁÝ¹áõÝ-
í³Í ï»ñÙÇÝ³μ³ÝáõÃÛ³ÝÁ` min f -Á ¨ max f -Á Ï³ñáÕ »Ýù ³Ýí³Ý»É 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ §·Éáμ³É¦* ¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñ: 
¶Í. 2-áõÙ, ÇÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù, ·Éáμ³É ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï»ñ »Ý 

1x -Á ¨ b -Ý. 1( ) minf x f , ( ) maxf b f : 

ºÃ» ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ïÁ [a;b] Ñ³ïí³ÍÇ Ý»ñùÇÝ Ï»ï ¿, ³å³ 
³ÛÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý Ý»ñùÇÝ ÉáÏ³É ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï: 

ÆÝã í»ñ³μ»ñáõÙ ¿ a -ÇÝ ¨ b -ÇÝ, áñáÝù, Áëï ·Í³·ñÇ, ÝáõÛÝå»ë 
ÉáÏ³É ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ (Ù³ùëÇÙáõÙÇ) Ï»ï»ñ »Ý, ³å³ ¹ñ³Ýù ³Ýí³-
ÝáõÙ »Ý »½ñ³ÛÇÝ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï»ñ: 

 
2û. ¾ùëïñ»ÙáõÙÇ ³éÏ³ÛáõÃÛ³Ý ³ÝÑñ³Å»ßï å³ÛÙ³ÝÁ: ¾ùëïñ»-

ÙáõÙÝ»ñÇ áñáÝÙ³Ý ËÝ¹ñáõÙ Ï³ñ¨áñ ¹»ñ ¿ Ï³ï³ñáõÙ ü»ñÙ³ÛÇ É»Ù-
Ù³Ý (no VII. 1.1): Ð³Ù³Ó³ÛÝ ³Û¹ É»ÙÙ³ÛÇ, 

»Ã» 0x -Ý f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ý»ñùÇÝ ÉáÏ³É ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï ¿, ¨ ³Û¹ 

Ï»ïáõÙ f -Á ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, ³å³, ³ÝÑñ³Å»ßï³μ³ñ, 0( ) 0f x  : 

Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí no VII. 1.1-Ç ûñÇÝ³Ï 1-áõÙ ³ÝóÏ³óí³Í Ñ»ï³-
½áïÙ³Ý ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÁ, »½ñ³Ï³óÝáõÙ »Ýù, áñ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÇ 
(ÙÇç³Ï³ÛùÇ) Í³Ûñ³Ï»ï»ñÁ, ÇÝãå»ë Ý³¨ ³ÛÝ Ï»ï»ñÁ, áñáÝóáõÙ 
ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ã¿, ÝáõÛÝå»ë Ï³ñáÕ »Ý ÉÇÝ»É ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ 
Ï»ï»ñ: 

üáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÇ μáÉáñ ³ÛÝ Ý»ñùÇÝ Ï»ï»ñÁ, áñ-

                                                 
* È³ïÇÝ»ñ»Ý “globus” μ³éÇó ¿, Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿ Ñ³Ù³ï³ñ³Í, ³ßË³ñÑáí Ù»Ï, ÇëÏ ³Ûë-
ï»Õ` áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃáí Ù»Ï, ýáõÝÏóÇ³ÛÇ μáÉáñ ³ñÅ»ùÝ»ñÇÝ ³éÝãíáÕ: 
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ï»Õ 0( ) 0f x   Ï³Ù áñáÝóáõÙ f -Á ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ã¿, ÏáãíáõÙ »Ý ÏñÇ-

ïÇÏ³Ï³Ý Ï»ï»ñ: 
ö³ëïáñ»Ý, ÏñÇïÇÏ³Ï³Ý Ï»ï ÉÇÝ»ÉÁ ³Û¹ Ï»ïáõÙ Ý»ñùÇÝ Éá-

Ï³É ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ ³éÏ³ÛáõÃÛ³Ý ³ÝÑñ³Å»ßï å³ÛÙ³Ý ¿: 
êïáñ¨ Ý»ñÏ³Û³óíáÕ ûñÇÝ³ÏÝ»ñÁ óáõÛó »Ý ï³ÉÇë, áñ Ýßí³Í 

å³ÛÙ³ÝÁ μ³í³ñ³ñ ã¿: 
 

úñÇÝ³Ï 10: 3y x , ( ; )x   : àõÝ»Ýù` 

2( ) 3 0y x x   , 0x  : 

üáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙÇ³Ï ÏñÇïÇÏ³Ï³Ý Ï»ïÁ 0-Ý ¿: àñ ³ÛÝ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï 
ã¿, μËáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É å³ñ½ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó. 

3( ) 0 (0)y x x y   , »ñμ 0x  ; 

3 0x  , »ñμ 0x  : 

²é³çÇÝ ïáÕáõÙ ·ñí³ÍÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 0x   Ï»ïÁ ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï 

ã¿, ÇëÏ »ñÏñáñ¹áõÙ ·ñí³ÍÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ ³ÛÝ Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿É ã¿: 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: ¾ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñ Ñ»ï³½áï»ÉÇë Ñ³×³Ë û·ï³Ï³ñ ¿ 
ÉÇÝáõÙ Ñ»ï¨Û³É ³ÏÝÑ³Ûï åÝ¹áõÙÁ. 

»Ã» ýáõÝÏóÇ³Ý ïñí³Í ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ÙáÝáïáÝ ¿, ³å³ ³ÛÝ ³Û¹ ÙÇç³-
Ï³ÛùáõÙ Ý»ñùÇÝ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï»ñ ãáõÝÇ: 

²ÛÝå»ë áñ, ûñÇÝ³Ï 10-áõÙ ¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñÇ μ³ó³Ï³ÛáõÃÛáõÝÁ Ý³¨ Ñ»-

ï¨³Ýù ¿ ³ÛÝ ÷³ëïÇ, áñ 3y x  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÙμáÕç Ãí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ 

íñ³ ³×áÕ ¿: 
 

úñÇÝ³Ï 11: ¸Çï³ñÏ»Ýù 

1, 2,
2 3, 2
x x

y
x x

 
   

 

ýáõÝÏóÇ³Ý (·Í. 3): 
ÀÝÃ»ñóáÕÁ Ñ»ßïáõÃÛ³Ùμ Ï³ñáÕ 

¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ ýáõÝÏóÇ³Ý ³Ù»Ýáõ-
ñ»ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, μ³ó³éáõÃÛ³Ùμ 

2x   Ï»ïÇ: ²ÛÝå»ë áñ, 2-Á ÏñÇïÇ-

Ï³Ï³Ý Ï»ï ¿: ²Û¹áõÑ³Ý¹»ñÓ, Ñ³Ù³-
Ó³ÛÝ Ý³Ëáñ¹ ûñÇÝ³ÏáõÙ ³ñí³Í ¹Ç-
ïáÕáõÃÛ³Ý, á°ã ³Û¹ Ï»ïÁ, á°ã ¿É áñ¨¿ 
³ÛÉ Ï»ï ãÇ Ï³ñáÕ ÉÇÝ»É ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ 
Ï»ï, ù³ÝÇ áñ ýáõÝÏóÇ³Ý ³×áÕ ¿: 

21

1

О
·Í. 3
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3û. ¾ùëïñ»ÙáõÙÇ ³éÏ³ÛáõÃÛ³Ý μ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ: 
Ò¨³Ï»ñå»Ýù »ñÏáõ Ñ³Ûï³ÝÇß, áñáÝóÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÁ ï³-

ÉÇë ¿ μ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³Ý, áñå»ë½Ç ïñí³Í Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝ»-
Ý³ ¿ùëïñ»ÙáõÙ: 

I Ñ³Ûï³ÝÇß: ¸Çóáõù f -Á 0x  Ï»ïáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿, ÇëÏ 0x -Ç 

ÙÇç³ÝóáõÏ*  -ßñç³Ï³ÛùáõÙ ` ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ: ºÃ»` 

³) 0 0( ; )x x  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ( ) 0f x  , 0 0( ; )x x  -áõÙ 

( ) 0f x  , ³å³ 0x -Ý f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÉáÏ³É Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿; 

μ) 0 0( ; )x x -áõÙ ( ) 0f x  , 0 0( ; )x x  -áõÙ ( ) 0f x  , ³å³ 

0x -Ý ÉáÏ³É ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿: 

²Ûë ÷³ëï»ñÇ ³å³óáõÛóÁ, áã ¿³Ï³Ý ÷á÷áËáõÃÛ³Ùμ, μ»ñí³Í 

¿ no 1.3-áõÙ: ²í»É³óÝ»Ýù, áñ »Ã» 0 0( ; )x x  ¨ 0 0( ; )x x   ÙÇç³-

Ï³Ûù»ñáõÙ ( )f x -Á å³Ñå³ÝáõÙ ¿ ÙÇ¨ÝáõÛÝ Ýß³ÝÁ, ³å³ 0x -Ý ¿ùë-

ïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï ã¿: ê³ Ñ»ï¨³Ýù ¿ ³ÛÝ μ³ÝÇ, áñ Ýßí³Í ÙÇç³Ï³Ûù»-

ñáõÙ f -Á ÙÇ¨ÝáõÛÝ μÝáõÛÃÇ ÙáÝáïáÝ ¿: ø³ÝÇ áñ ³ÛÝ 0x -áõÙ ³ÝÁÝ¹-

Ñ³ï ¿, áõñ»ÙÝ ÙáÝáïáÝ ¿ Ý³¨ 0 0( ; )x x    ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ**: ÆëÏ 

ÙáÝáïáÝ ýáõÝÏóÇ³Ý, ÇÝãå»ë Ýßí»ó no 2-áõÙ, ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï»ñ 
ãáõÝÇ: 

II Ñ³Ûï³ÝÇß: ¸Çóáõù f -Á 0x  Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ 

¿, ÇëÏ μáõÝ 0x -áõÙ áõÝÇ Ý³¨ »ñÏñáñ¹ ³Í³ÝóÛ³É: 

ºÃ» 0( ) 0f x   ¨ 0( ) 0f x  , ³å³ 0x -Ý ÉáÏ³É ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ 
Ï»ï ¿: ÀÝ¹ áñáõÙ ` 

³) 0( ) 0f x   ¹»åùáõÙ 0x -Ý Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿, 

μ) 0( ) 0f x   ¹»åùáõÙ` ÙÇÝÇÙáõÙÇ: 

 Ü»ñÏ³Û³óÝ»Ýù f -Á Â»ÛÉáñÇ ÉáÏ³É μ³Ý³Ó¨áí (no VII. 2.3), 

í»ñóÝ»Éáí 2n  . 

 2 20
0 0 0 0 0

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2!
f x

f x f x f x x x x x o x x


       : 

ø³ÝÇ áñ, Áëï å³ÛÙ³ÝÇ, 0( ) 0f x  , μ³Ý³Ó¨ÇÝ Ï³ñáÕ »Ýù 

                                                 
* ØÇç³ÝóáõÏ ßñç³Ï³ÛùÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ ï»ë no IV. 4.2-áõÙ: 
** î»ë no 1.2-áõÙ ³ñí³Í ¹ÇïáÕáõÃÛáõÝÁ: 
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ï³É Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ. 

 2
02 0

0 0 2
0

( )( )( ) ( ) ( )
2! ( )

o x xf x
f x f x x x

x x

      
 
 

, 0x x : 

Ü³Ë, Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ 
 

0

2
0

2
0

( )
lim 0

( )x x

o x x

x x





 ¨ 0( ) 0f x  , 

Ï³ñáÕ »Ýù åÝ¹»É, áñ μ³Ý³Ó¨Ç ³ç Ù³ëÇ »ñÏñáñ¹ ³ñï³¹ñÇãÁ 0x -Ç 

μ³í³Ï³Ý³ã³÷ ÷áùñ ÙÇç³ÝóáõÏ ßñç³Ï³ÛùáõÙ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ ÝáõÛÝ 
Ýß³ÝÇ ³ñÅ»ùÝ»ñ, ÇÝãåÇëÇÝ 0( )f x -ÇÝÝ ¿: ø³ÝÇ áñ, Ý³¨, ó³ÝÏ³-

ó³Í 0x x  ³ñÅ»ùÇ Ñ³Ù³ñ 2
0( ) 0x x  , áõñ»ÙÝ ³ç Ù³ëÇ, Ñ»ï¨³-

μ³ñ Ý³¨ Ó³Ë Ù³ëÇ, Ýß³ÝÁ ÑÇßÛ³É ßñç³Ï³ÛùáõÙ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ 

0( )f x -Ç Ýß³ÝÇÝ: ²Û¹ï»ÕÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ 

0( ) 0f x  , 0( ) ( ) 0f x f x   Ï³Ù 0( ) ( )f x f x  0( )x x , ³ÛÝå»ë 

áñ, 0x -Ý ÉáÏ³É Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿: ÆëÏ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ 

0( ) 0f x  , 0( ) ( )f x f x , ³ÛëÇÝùÝ 0x -Ý ÉáÏ³É ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿:  

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: ºñμ 0( ) 0f x  , Ñ³ñóÇ å³ï³ëË³ÝÁ ïñíáõÙ ¿ ³í»-

ÉÇ μ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ Ý»ñ·ñ³íÙ³Ùμ: ¸ñ³Ý ¿ ÝíÇñí³Í ³Ûë ·ÉËÇ 
í»ñçáõÙ μ»ñí³Í í³ñÅáõÃÛáõÝ 8-Á: 

²ÝóÝ»Ýù ûñÇÝ³ÏÝ»ñÇ ¹Çï³ñÏÙ³ÝÁ: 
 

úñÇÝ³Ï 12: ¶ïÝ»Ýù 
3 2 12

3 2 3
x x

y x     

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ 
Ï»ï»ñÝ áõ ¿ùëïñ»Ù³É ³ñ-
Å»ùÝ»ñÁ (·Í. 4): 

Ü³Ë, ÉáõÍ»Éáí 
2( ) 2 0y x x x      

Ñ³í³ë³ñáõÙÁ, ·ïÝáõÙ »Ýù 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÏñÇïÇÏ³Ï³Ý 
Ï»ï»ñÁ. 

1 1x   , 2 2x  : 

²ÛÝáõÑ»ï¨, Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ ( ; 1)   ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ( ) 0y x  , 

·Í. 4
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( 1; 2) -áõÙ ( ) 0y x  , (2; ) -áõÙ ( ) 0y x   ¨ û·ïí»Éáí I Ñ³Ûï³ÝÇ-

ßÇó, »½ñ³Ï³óÝáõÙ »Ýù, áñ 1 -Á ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÉáÏ³É Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿, ÇëÏ 

2 -Á` ÙÇÝÇÙáõÙÇ. 

max 1x   , min 2x  : 

Ð³Ù³å³ï³ëË³Ý ¿ùëïñ»Ù³É ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ëï³óíáõÙ »Ý ³ÝÙÇç³Ï³Ý 
ï»Õ³¹ñÙ³Ùμ. 

3 2

max
( 1) ( 1) 1( 1) 2( 1) 1,5

3 2 3
y y

 
        ; 

3 2

min
2 2 1(2) 2 2 3
3 2 3

y y        : 

ÜáõÛÝ Ñ³çáÕáõÃÛ³Ùμ Ï³ñáÕ »Ýù ÏÇñ³é»É Ý³¨ II Ñ³Ûï³ÝÇßÁ: ²Û¹ ¹»å-
ùáõÙ ÏáõÝ»Ý³Ýù. 

2( ) ( 2) 2 1y x x x x      , 

( 1) 2 ( 1) 1 3 0y         , 

(2) 2 2 1 3 0y      : 

²ÛÝå»ë áñ, Ù»Ï ³Ý·³Ù ¨ë Ñ³Ùá½íáõÙ »Ýù, áñ 1 -Á Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï 

¿, 2 -Á` ÙÇÝÇÙáõÙÇ: 
 

úñÇÝ³Ï 13: Ð»ï³½áï»Ýù 
5 3 29

20 3 15
x x

y     ýáõÝÏóÇ³ÛÇ  ¿ùëïñ»-

ÙáõÙÝ»ñÁ (·Í. 5): 

 

·Í. 5
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àõÝ»Ýù. 
4

2 2 21 ( 4)
4 4
x

y x x x     : 

ÎñÇïÇÏ³Ï³Ý Ï»ï»ñÝ »Ý` 1 0x  , 2,3 2x   : 

ºÃ» ³Ûë Ï»ï»ñáí ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÁ (Ãí³ÛÇÝ áõÕÇÕÁ) 
ïñáÑ»Ýù ½áõÛ· ³é ½áõÛ· ãÑ³ïíáÕ ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇ ¨ ¹ñ³ÝóÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõ-
ñáõÙ å³ñ½»Ýù ³Í³ÝóÛ³ÉÇ Ýß³ÝÁ, ³å³ ÏÑ³Ý·»Ýù Ýß³ÝÝ»ñÇ ¹³ë³íáñáõ-
ÃÛ³Ý Ñ»ï¨Û³É å³ïÏ»ñÇÝ. 
 

 y : 
 
:
 

 
ú·ïí»Éáí I Ñ³Ûï³ÝÇßÇó` ³ÝÙÇç³å»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù, áñ 

max 2x   , min 2x  : 

¸ñ³Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý`  
5 3

max
( 2) ( 2) 29 3

20 3 15
y

 
    , 

5 3

min
2 2 29 13
20 3 15 15

y     : 

ÆÝã í»ñ³μ»ñáõÙ ¿ 0x   Ï»ïÇÝ, ³å³, Ã»å»ï¨ ³ÛÝ ÏñÇïÇÏ³Ï³Ý 

Ï»ï ¿, ³Û¹áõÑ³Ý¹»ñÓ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï ã¿: ²Û¹ Ï»ïáí ³ÝóÝ»ÉÇë ³Í³Ýó-
Û³ÉÁ ãÇ ÷áËáõÙ Çñ (μ³ó³ë³Ï³Ý) Ýß³ÝÁ: 

Ð»ï³ùñùÇñ ¿, áñ II Ñ³Ûï³ÝÇßÁ, ³ÛÝ Ó¨áí, ÇÝãå»ë Ý»ñÏ³Û³óí³Í ¿ 

³Ûëï»Õ, 0x   Ï»ïÇ í»ñ³μ»ñÛ³É áãÇÝã ãÇ ³ëáõÙ, ù³ÝÇ áñ 

3

0
(0) ( 2 ) 0

x
y x x


    : 

ê³Ï³ÛÝ, »Ã» Ñ»Ýí»Ýù í»ñÁ ÑÇß³ï³Ïí³Í í³ñÅáõÃÛáõÝ 8-áõÙ ³Û¹ Ñ³Û-
ï³ÝÇßÇ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óÙ³Ý íñ³ ¨ Ñ³ßíÇ ³éÝ»Ýù, áñ 

2

0
(0) (3 2) 2 0

x
y x


      , 

Ï³ñáÕ »Ýù í»ñëïÇÝ Ñ³Ùá½í»É, áñ 0-Ý ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï ã¿: 

 
4û. üáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù»Í³·áõÛÝ ¨ ÷áùñ³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ áñáÝáõ-

ÙÁ: ¸Çóáõù ( )y f x  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿  [ ; ]a b  Ñ³ïí³ÍáõÙ, 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿, ÇëÏ ( ; )a b  μ³ó ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ³Ù»Ýáõñ»ù, μ³ó³éáõ-

ÃÛ³Ùμ í»ñç³íáñ Ãíáí Ï»ï»ñÇ, ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿: 
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Ð³Ù³Ó³ÛÝ ì³Û»ñßïñ³ëÇ II Ã»áñ»ÙÇ (no V. 2.3), ·áÛáõÃÛáõÝ 

áõÝ»Ý [ ; ]a b -ÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ Ï»ï»ñ, áñï»Õ ýáõÝÏóÇ³Ý ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ 

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³μ³ñ Ù»Í³·áõÛÝ ¨ ÷áùñ³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñ: 
ÐÇÙ³ Ù»ñ ËÝ¹ÇñÁ Ñ»Ýó ³Û¹ Ï»ï»ñÇ ¨ ³Û¹ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ áñá-

ÝáõÙÝ ¿: 
Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ Ù»Í³·áõÛÝ ¨ ÷áùñ³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ (·Éá-

μ³É ¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñÁ) Ý³¨ ÉáÏ³É ¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñ »Ý, í³ñíáõÙ »Ýù 
Ñ»ï¨Û³É Ï»ñå. 

1) ·ïÝáõÙ »Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÏñÇïÇÏ³Ï³Ý Ï»ï»ñÁ; 

2) ³í»É³óÝáõÙ »Ýù ¹ñ³Ýó áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÇ a  ¨ b  Í³Ûñ³-
Ï»ï»ñÁ; 

3) ³ÛÝáõÑ»ï¨, Ñ³ßíáõÙ μáÉáñ ³Û¹ Ï»ï»ñáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñ-
Å»ùÝ»ñÁ: 

ä³ñ½ ¿, áñ ëï³óí³Í ³ñÅ»ùÝ»ñÇó ³Ù»Ý³Ù»ÍÁ ÏÉÇÝÇ ýáõÝÏ-
óÇ³ÛÇ Ù»Í³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÁ, ÇëÏ ³Ù»Ý³÷áùñÁ` ÷áùñ³·áõÛÝÁ: 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: ºÃ» ( )f x  ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛ³Ý Â²´-Á ³í»ÉÇ ÁÝ¹³ñ-

Ó³Ï ¿, ù³Ý ];[ ba  Ñ³ïí³ÍÁ, ³å³ Â²´-Ç íñ³ áñáßí³Í ( )f x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

ÏñÇïÇÏ³Ï³Ý Ï»ï»ñÇ ÙÇ Ù³ëÁ Ï³ñáÕ ¿ ];[ ba -Çó ¹áõñë ·ïÝí»É: ¸ñ³Ýù, 

μÝ³Ï³Ý³μ³ñ, Ù»ñ ËÝ¹ñÇ ßñç³Ý³ÏÝ»ñáõÙ å»ïù ¿ ³Ýï»ëí»Ý: 
 

úñÇÝ³Ï 14: ¶ïÝ»Ýù 3 12 5y x x    ( 1 3)x    ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

Ù»Í³·áõÛÝ ¨ ÷áùñ³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ: 

àõÝ»Ýù. 2 2( ) 3 12 3( 4)y x x x     : 

ÈáõÍ»Éáí 23( 4) 0x    Ñ³í³ë³ñáõÙÁ, ëï³ÝáõÙ »Ýù. 

1 2x   , 2 2x  : 

ø³ÝÇ áñ ëï³óí³Í ÉáõÍáõÙÝ»ñÇó 2 -Á ãÇ å³ïÏ³ÝáõÙ ( 1;3)  ÙÇç³-

Ï³ÛùÇÝ, áõñ»ÙÝ å»ïù ¿ Ñ³ßí»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ÙÇ³ÛÝ 2x   ÏñÇ-
ïÇÏ³Ï³Ý Ï»ïáõÙ ¨ Ñ³ïí³ÍÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ. 

3(2) 2 12 2 5 11y       , 

3( 1) ( 1) 12 ( 1) 5 16y         , 

3(3) 3 12 3 5 4y       : 

ÐÇÙ³, ³ñ¹»Ý, å³ñ½ ¿, áñ 

max 16y  , min 11y   : 
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úñÇÝ³Ï 15: ¶ïÝ»Ýù [0;1]  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ sin cosy x x   ýáõÝÏ-

óÇ³ÛÇ Ù»Í³·áõÛÝ ¨ ÷áùñ³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ: 
Ü³Ë ÝÏ³ï»Ýù, áñ cos sin 0y x x     Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ³Ýí»ñç 

Ãíáí ÉáõÍáõÙÝ»ñÇó ,
4

n n
    
 

  ÙÇ³ÛÝ 4 -Ý ¿ å³ïÏ³ÝáõÙ 

[0;1]  Ñ³ïí³ÍÇÝ: àõëïÇ, ¹³ ¹Çï³ñÏíáÕ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙÇ³Ï ÏñÇ-

ïÇÏ³Ï³Ý Ï»ïÝ ¿: 
àõÝ»Ýù` 

(0) sin 0 cos0 0 1 1y      , 

2 2sin cos 2
4 4 4 2 2

y
         
 

, 

(1) sin1 cos1y   : 

²ÝÙÇç³å»ë ãÇ »ñ¨áõÙ, Ã» ëï³óí³Í »ñ»ù Ãí»ñÇó á±ñÝ ¿ ³Ù»-
Ý³Ù»ÍÁ, á±ñÁ` ³Ù»Ý³÷áùñÁ: 

Ü³Ë ÝÏ³ï»Ýù, áñ 1 é³¹Ç³Ý åïáõÛïÁ I ù³éáñ¹Çó ¿, Ñ»ï¨³-
μ³ñ` 

0 sin1 1  , 0 cos1 1  : 
²Û¹ï»ÕÇó μËáõÙ ¿, áñ 

2sin1 sin 1 , 2cos1 cos 1 , 
³ÛÝå»ë áñ` 

2 2sin1 cos1 sin 1 cos 1 1    : 

ØÝáõÙ ¿ μ³Õ¹³ï»É sin1 cos1  ¨ 2  Ãí»ñÁ. 

sin1 cos1 2 sin1cos cos1sin 2 sin 1 2
4 4 4
             

   
: 

²ÛëåÇëáí` 

max 2y  , min 1y  : 
 

úñÇÝ³Ï 16: x  ¨ y  ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÁ μ³í³ñ³ñáõÙ »Ý 0x  , 

0y  , x y a   å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ, áñï»Õ a -Ý ¹ñ³Ï³Ý Ñ³ëï³ïáõÝ ¿: 

¶ïÝ»Ýù 2 2x y  ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛ³Ý Ù»Í³·áõÛÝ ¨ ÷áùñ³·áõÛÝ ³ñÅ»ù-

Ý»ñÁ: 

 Àëï å³ÛÙ³ÝÇ` y a x  , ÁÝ¹ áñáõÙ` x -Á ÷á÷áËíáõÙ ¿ [0; ]a  ÙÇ-

ç³Ï³ÛùáõÙ: 
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¸Çï³ñÏ»Ýù 2 2 2 2( ) ( ) 2 2f x x a x x ax a       ýáõÝÏóÇ³Ý: 

ä»ïù ¿, ÷³ëïáñ»Ý, ·ïÝ»É [0; ]a  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

Ù»Í³·áõÛÝ ¨ ÷áùñ³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ: 
àõÝ»Ýù` 

( ) 4 2 0f x x a    , 2x a : 

²ÛÝáõÑ»ï¨` 
2 2 2

2 4 4 2
a a a a

f      
 

; 

2 2 2(0) 0f a a   ; 2 2 2( ) 0f a a a   : 

²ÛëåÇëáí` 

2 2 2min( ) 2x y a  ; 2 2 2max( )x y a  :  

ÀÝÃ»ñóáÕÁ Ï³ñáÕ ¿ ÇÝùÝáõñáõÛÝ å³ñ½³μ³Ý»É ëï³óí³Í ³ñ¹ÛáõÝùÇ 
Ñ»ï¨Û³É »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý Ù»ÏÝ³μ³ÝáõÃÛáõÝÁ. 

ïñí³Í 2a  å³ñ³·Íáí μáÉáñ áõÕÕ³ÝÏÛáõÝÝ»ñÇ ß³ñùáõÙ ³Ù»Ý³÷áùñ 
³ÝÏÛáõÝ³·ÇÍ áõÝ»óáÕÁ ù³é³ÏáõëÇÝ ¿: 

 

úñÇÝ³Ï 17: ÈáõÛëÇ μ»ÏÙ³Ý ûñ»ÝùÁ: úåïÇÏ³ÛáõÙ Ñ³ÛïÝÇ ¿ ÉáõÛëÇ 
ï³ñ³ÍÙ³Ý ü»ñÙ³ÛÇ Ñ»ï¨Û³É ëÏ½μáõÝùÁ. 

ïñí³Í ÙÇç³í³ÛñÇ áñ¨¿ A  Ï»ïÇó B  Ï»ï ÉáõÛëÁ ï³ñ³ÍíáõÙ ¿ ³ÛÝ 

Ñ»ï³·Íáí, áñÇ íñ³ Í³Ëë³Í Å³Ù³Ý³ÏÁ, Ñ³Ù»Ù³ï³Í A -Ý B -ÇÝ ÙÇ³ó-
ÝáÕ ³ÛÉ ×³Ý³å³ñÑÝ»ñÇ Ñ»ï, 
÷áùñ³·áõÛÝÝ ¿: 

²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ ÙÇç³-
í³ÛñÁ Ñ³Ù³ë»é ¿ ¨ Ç½áïñáå, 

ÉáõÛëÇ Ñ»ï³·ÇÍÁ A -Ý B -ÇÝ 
ÙÇ³óÝáÕ áõÕÕÇ Ñ³ïí³ÍÝ ¿: 

Ð³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ ¹Ç-
ï³ñÏ»Ýù ³Û¹åÇëÇ »ñÏáõ, 
Çñ³ñÇó ï³ñμ»ñ, ÙÇç³í³Ûñ, 
áñáÝù μ³Å³Ýí³Í »Ý ·Í. 6-áõÙ 
å³ïÏ»ñí³Í ÑáñÇ½áÝ³Ï³Ý 

áõÕÕáí (Ox  ³é³Ýóùáí): 

ÈáõÛëÁ A  Ï»ïÇó B  Ï»ï 
ï³ñ³Íí»ÉÇë ³ÝóÝáõÙ ¿ Ox  

³é³ÝóùÇ C  Ï»ïáí: 
·Í. 6
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¸Çóáõù ëïáñÇÝ ÏÇë³Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ ÉáõÛëÇ ³ñ³·áõÃÛáõÝÁ 1c  ¿, ÇëÏ 

í»ñÇÝ ÏÇë³Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³` 2c : ²Û¹ ¹»åùáõÙ, A -Çó C  ×³Ý³å³ñÑÇ 

íñ³ Í³Ëë³Í Å³Ù³Ý³ÏÁ ÏÉÇÝÇ 
2 2

1

1 1

( )| |
AC

x a hAC
t

c c

 
  , 

ÇëÏ C -Çó B  ï³ñ³Íí»ÉÇë` 

2 2
2

2 2

( )| |
CB

b x hCB
t

c c

 
  : 

ä³ñ½»Ýù, Ñ»ï¨»Éáí ü»ñÙ³ÛÇ ëÏ½μáõÝùÇÝ, Ã» ÇÝãåÇëÇÝ å»ïù ¿ ÉÇÝÇ 

C  Ï»ïÇ ¹ÇñùÁ, áñå»ë½Ç 

2 2 2 2
1 2

1 2

( ) ( )
( ) AC CB

x a h b x h
t x t t

c c

   
     

ýáõÝÏóÇ³Ý ÁÝ¹áõÝÇ ÷áùñ³·áõÛÝ ³ñÅ»ù: 
àõÝ»Ýù` 

2 2 2 2
1 21 2

1 1( )
( ) ( )
x a b x

t x
c cx a h b x h

   
   

: 

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ ( ) 0t a  , ( ) 0t b  : ø³ÝÇ áñ ( )t x  ýáõÝÏóÇ³Ý ³Ý-

ÁÝ¹Ñ³ï ¿, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ ´áÉó³Ýá-ÎáßÇÇ Ã»áñ»ÙÇ (no V. 2.2) a -Ç ¨ b -Ç ÙÇç¨ 

·áÛáõÃÛáõÝ ÏáõÝ»Ý³ 0x  Ï»ï, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ 

0 0
0 2 2 2 2

1 20 1 0 2

1 1( ) 0
( ) ( )
x a b x

t x
c cx a h b x h

    
   

: 

ØÛáõë ÏáÕÙÇó` 

   
2 2

1 2
3 2 3 22 2 2 2

1 21 2

1 1( ) 0
( ) ( )

h h
t x

c cx a h b x h
   

   
, 

áñÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ( )t x  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÙμáÕç Ãí³ÛÇÝ áõÕÕÇ íñ³ ³×áÕ ¿: 

²Ûëï»ÕÇó, ù³ÝÇ áñ 0( ) 0t x  , Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 0( ; )x -áõÙ 0( ) 0t x  , 

0( ; )x  -áõÙ 0( ) 0t x  : ²ÛÝå»ë áñ, 0x -Ý ( )t x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·Éáμ³É ÙÇÝÇ-

ÙáõÙÇ Ï»ï ¿: 
Ø»Ï ³Ý·³Ù ¨ë û·ïí»Ýù ·Í. 6-Ç Ýß³Ý³ÏáõÙÝ»ñÇó ¨ ÝÏ³ï»Ýù, áñ 
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0
2 2

0 1

sin
( )
x a

x a h



 

, 0
2 2

0 2

sin
( )
b x

b x h



 

, 

áñï»Õ  -Ý áõ  -Ý áõÕÕ³ÓÇ· ³é³ÝóùÇ ÝÏ³ïÙ³Ùμ ÉáõÛëÇ Ñ»ï³·ÍÇ Ñ³-

Ù³å³ï³ëË³Ý³μ³ñ AC  ¨ CB  Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇ Ã»ùáõÃÛ³Ý ³ÝÏÛáõÝÝ»ñÝ 

»Ý: ¸³ Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí` 0( ) 0t x   Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ Ï³ñáÕ »Ýù 

³ñï³·ñ»É 

1 2

1 1sin sin 0
c c

    Ï³Ù 

1

2

sin
sin

c

c



  

ï»ëùáí: ê³ ¿É Ñ»Ýó »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ûåïÇÏ³ÛáõÙ Ñ³ÛïÝÇ ÉáõÛëÇ μ»ÏÙ³Ý 
ûñ»ÝùÝ ¿: 

 
 

§ 3. àôèàôòÆÎ üàôÜÎòÆ²Üºð 
 
1û. üáõÝÏóÇ³ÛÇ áõéáõóÇÏáõÃÛáõÝÝ áõ ·á·³íáñáõÃÛáõÝÁ: 
îñí³Í ¿ ( )y f x  ( )a x b   ýáõÝÏóÇ³Ý: 

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 1: ºÃ» ( ; )a b  ÙÇç³Ï³ÛùÇ ó³ÝÏ³ó³Í 1 2,x x  Ï»ï»ñÇ 

¨ ó³ÝÏ³ó³Í 1 2,   áã μ³ó³ë³Ï³Ý Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ, áñáÝù μ³í³-

ñ³ñáõÙ »Ý 1 2 1    å³ÛÙ³ÝÇÝ, ×ßÙ³ñÇï ¿ 

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( )f x x f x f x       (1) 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, ³å³ f -Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý áõéáõóÇÏ Ï³Ù áõéáõ-

óÇÏáõÃÛ³Ùμ í³ñ áõÕÕí³Í ýáõÝÏóÇ³: 
ºÃ» ï»ÕÇ áõÝÇ Ñ³Ï³é³Ï ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ` 

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( )f x x f x f x      , (2) 

³å³ f -Á ÏáãíáõÙ ¿ ·á·³íáñ Ï³Ù áõéáõóÇÏáõÃÛ³Ùμ í»ñ áõÕÕí³Í 

ýáõÝÏóÇ³: 
ä³ñ½ ¿, áñ ΅ 1 2 0    ¹»åùáõÙ, ΅ 1 2x x  ¹»åùáõÙ, Ã»́ (1) ³Ý-

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ, Ã»́ (2)-Á í»ñ³ÍíáõÙ »Ý Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý: ¸³ 
ÝÏ³ïÇ áõÝ»Ý³Éáí, »Ã» 1 2 0    ¨ 1 2x x  å³ÛÙ³ÝÝ»ñáõÙ (1) ³ÝÑ³-

í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ËÇëï ¿, ³å³ f -Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ËÇëï áõéáõóÇÏ: 

ÜáõÛÝÁ í»ñ³μ»ñáõÙ ¿ ·á·³íáñáõÃÛ³ÝÁ: 
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ú·ï³Ï³ñ ¿ Ýß»É Ý³¨ Ñ»ï¨Û³É ³ÏÝÑ³Ûï ÷³ëïÁ, »Ã» f  

ýáõÝÏóÇ³Ý áñ¨¿ ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ áõéáõóÇÏ ¿, ³å³ f  ýáõÝÏóÇ³Ý 

ÝáõÛÝ ³Û¹ ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ·á·³íáñ ¿: 
Ò¨³÷áË»Ýù (1) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áõéáõóÇÏáõ-

ÃÛ³Ý »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÁÝÏ³ÉÙ³Ý Ñ³Ù³ñ ³í»ÉÇ Ýå³ëï³íáñ ï»ëùÇ: 
Üß³Ý³Ï»Ýù` 

1 1 2 2x x x   : (3) 

ä³ñ½ ¿, áñ »ñμ, ûñÇÝ³Ï, 1 2x x , ³å³ 1 2x x x  : ´³óÇ ³Û¹, 

(3)-áõÙ ï»Õ³¹ñ»Éáí 2 11   , Ñ³çáñ¹³μ³ñ Ïëï³Ý³Ýù. 

2
1

2 1

x x

x x
 




, 2 1
2

2 1 2 1
1 x x x x

x x x x
  

  
 

: (4) 

²ñ¹ÛáõÝùáõÙ` (1) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ. 

2 1
1 2

2 1 2 1
( ) ( ) ( )x x x x
f x f x f x

x x x x

 
 

 
: (5) 

²ÛÅÙ ÝÏ³ï»Ýù, áñ (5)-Ç ³ç Ù³ëáõÙ ³éÏ³ 2
1

2 1
( )x x

Y f x
x x


 


 

1
2

2 1
( )x x
f x

x x





 ·Í³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ ( )y f x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

·ñ³ýÇÏÇ 1 1( ; ( ))P x f x  ¨ 2 2( ; ( ))Q x f x  Ï»ï»ñáí ³ÝóÝáÕ áõÕÇÕÝ ¿: 

²ÛÝå»ë áñ, (5) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ` y Y , Ï³ñ»ÉÇ ¿ ï³É Ñ»ï¨Û³É 

»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý Ù»ÏÝ³μ³ÝáõÃÛáõÝÁ. 
 

О

Q

S

P

x x1 2 О

Q

S

P

x x1 2
 

³) μ) 
·Í. 7 
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áõéáõóÇÏ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ ó³ÝÏ³ó³Í »ñÏáõ` P  ¨ Q  Ï»-

ï»ñÁ ÙÇ³óÝáÕ É³ñÁ ÁÝÏ³Í ¿ ³Û¹ É³ñÁ Ó·áÕ PsQ  ³Õ»ÕÇó í»ñ¨ 

(·Í. 7³): 
Ð³Ù³ÝÙ³Ýáñ»Ý, ù³ÝÇ áñ ·á·³íáñáõÃÛ³Ý ¹»åùáõÙ y Y , Ï³-

ñáÕ »Ýù ³ë»É, áñ 
·á·³íáñ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ ó³ÝÏ³ó³Í P  ¨ Q  Ï»ï»ñÁ 

ÙÇ³óÝáÕ É³ñÁ ÁÝÏ³Í ¿ Çñ»Ý Ó·áÕ PsQ  ³Õ»ÕÇó Ý»ñù¨ (·Í. 7μ): 
 

2û. àõéáõóÇÏáõÃÛ³Ý Ñ³Ûï³ÝÇßÝ»ñ: ÐÇÙ³ ï»ëÝ»Ýù, Ã» áõéáõóÇ-
ÏáõÃÛ³Ý Ñ»ï³½áïÙ³Ý ËÝ¹ñáõÙ ÇÝã ¹»ñ ¿ Ï³ï³ñáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
³Í³ÝóÛ³ÉÁ: 

¸Çóáõù f -Á ( ; )a b  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿: Ü³Ë »ÝÃ³¹-

ñ»Ýù, Ã» f -Á áõéáõóÇÏ ¿: 

¸Çï³ñÏ»Ýù ÙÇç³Ï³ÛùÇ Ï»ï»ñÇ ó³ÝÏ³ó³Í 1 2x x x   »éÛ³Ï: 

²Û¹ »éÛ³ÏÇ Ñ³Ù³ñ (5) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ù»ç ³½³ïí»Éáí Ñ³Ûï³-

ñ³ñÇó ¨ û·ï³·áñÍ»Éáí 2 1 2 1( ) ( )x x x x x x      ³ÏÝÑ³Ûï Ñ³í³-

ë³ñáõÃÛáõÝÁ` å³ñ½ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÝ»ñÇó Ñ»ïá ÏÑ³Ý·»Ýù 

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x

x x x x

 


 
 (6) 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ: 
Î³ï³ñ»Éáí (6)-áõÙ ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ ³ÝóáõÙ` ÙÇ ¹»åùáõÙ, »ñμ 

1x x , ÙÛáõë ¹»åùáõÙ, »ñμ 2x x ` Ïëï³Ý³Ýù ³ÝÑ³í³ë³ñáõ-

ÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ»ï¨Û³É ½áõÛ·Á. 

2 1
1

2 1

( ) ( )( ) f x f x
f x

x x

 


, 

2 1
2

2 1

( ) ( ) ( )f x f x
f x

x x

 


: 

²Ûëï»ÕÇó ³ÝÙÇç³å»ë μËáõÙ ¿ 1 2( ) ( )f x f x   ³ÝÑ³í³ë³ñáõ-

ÃÛáõÝÁ: ø³ÝÇ áñ 1 2x x  ½áõÛ·Á ÁÝïñí³Í ¿ Ï³Ù³Û³Ï³Ýáñ»Ý, Ýß³-

Ý³ÏáõÙ ¿ áõéáõóÇÏ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ãÝí³½áÕ ¿: 
òáõÛó ï³Ýù Ý³¨ Ñ³Ï³é³ÏÁ. »Ã» ( )f x -Á ( ; )a b -áõÙ ãÝí³½áÕ ¿, 

³å³ f -Á áõéáõóÇÏ ¿: ä»ïù ¿, ÷³ëïáñ»Ý, Ñ³Ùá½í»É, áñ ó³ÝÏ³ó³Í 

1 2x x x   Ï»ï»ñÇ Ñ³Ù³ñ ×ßÙ³ñÇï ¿ (6) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 
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Ð³Ù³Ó³ÛÝ È³·ñ³ÝÅÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ μ³Ý³Ó¨Ç, ·áÛáõÃÛáõÝ 
ÏáõÝ»Ý³Ý 1 1x x   ¨ 2 2x x   Ï»ï»ñ, ³ÛÝåÇëÇù, áñ 

1
1

1

( ) ( ) ( )f x f x
f

x x
 


, 2

2
2

( ) ( ) ( )f x f x
f

x x
 


: 

ø³ÝÇ áñ 1 2x    ¨ ( )f x -Á ãÝí³½áÕ ¿, áõñ»ÙÝ 1 2( ) ( )f f   : 

ÆëÏ ¹³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ (6) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ×ßÙ³ñÇï ¿ ¨, 
Ñ»ï¨³μ³ñ, f -Á áõéáõóÇÏ ¿: 

²ÛëåÇëáí` 
ïñí³Í ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ f  ýáõÝÏóÇ³Ý áõéáõóÇÏ ¿ ³ÛÝ 

¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ ( )f x -Á ³Û¹ ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ãÝí³½áÕ ¿: 
¶á·³íáñáõÃÛ³Ý ¹»åùáõÙ, ·ñ»Éáí (6)-ÇÝ Ñ³Ï³é³Ï ³ÝÑ³í³-

ë³ñáõÃÛáõÝÁ ¨ ÏñÏÝ»Éáí í»ñÝ ³ñí³Í ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, ÏÑ³Ý-
·»Ýù Ñ»ï¨Û³ÉÇÝ. 

áñå»ë½Ç f -Á ÉÇÝÇ ·á·³íáñ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ μ³í³ñ³ñ, áñ 

( )f x -Á ÉÇÝÇ ã³×áÕ: 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 1: Ð»ï¨»Éáí μ»ñí³Í Ñ³Ûï³ÝÇßÝ»ñÇ ³å³óáõóÙ³Ý 
ÁÝÃ³óùÇÝ` Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÝÏ³ï»É, áñ f -Á ËÇëï áõéáõóÇÏ ¿ (·á·³íáñ ¿) ³ÛÝ ¨ 

ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ ( )f x -Á ³×áÕ ¿ (Ýí³½áÕ ¿): 

àñå»ë Ñ»ï¨³Ýù, Ï³ñáÕ »Ýù Ó¨³Ï»ñå»É Ý³¨ Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ûï³-
ÝÇßÁ. 

ïñí³Í ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ »ñÏáõ ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ f  ýáõÝÏ-

óÇ³Ý áõéáõóÇÏ ¿ (·á·³íáñ ¿) ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ ³Û¹ ÙÇ-
ç³Ï³ÛùáõÙ ³Ù»Ýáõñ»ù ( ) 0f x   ( ( ) 0)f x  : 

 Æñáù,  ( ) ( ) 0f x f x     å³ÛÙ³ÝÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ ( )f x  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙáÝáïáÝáõÃÛ³ÝÁ (no 1.2): ÆëÏ ¹³, Çñ Ñ»ñÃÇÝ, Ñ³Ù³ñ-
Å»ù ¿ »É³Ï»ï³ÛÇÝ f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áõéáõóÇÏáõÃÛ³ÝÁ:  

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 2: ºÃ» ( ) 0f x  , ³å³ ( )f x  ýáõÝÏóÇ³Ý ³×áÕ ¿ ¨, 

Ñ»ï¨³μ³ñ, f -Á ËÇëï áõéáõóÇÏ ¿: Ð³Ï³é³ÏÁ, ë³Ï³ÛÝ, ÇÝãå»ë óáõÛó ¿ 

ï³ÉÇë ëïáñ¨ Ý»ñÏ³Û³óíáÕ ûñÇÝ³ÏÁ, ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ³éÙ³Ùμ ×ßÙ³ñÇï ã¿: 
 

úñÇÝ³Ï 1: 
4y x : ø³ÝÇ áñ 

34y x   ýáõÝÏóÇ³Ý ³×áÕ ¿, 
4x -Á ³Ù-

μáÕç Ãí³ÛÇÝ áõÕÕÇ íñ³ ËÇëï áõéáõóÇÏ ¿: ê³Ï³ÛÝ åÝ¹»É, áñ 
212y x   
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ýáõÝÏóÇ³Ý ¹ñ³Ï³Ý ¿, ã»Ýù Ï³ñáÕ, ù³ÝÇ áñ (0) 0y  : 

´»ñ»Ýù ëï³óí³Í Ñ³Ûï³ÝÇßÝ»ñÇ ÙÇ ÏÇñ³éáõÃÛáõÝ: 
 

úñÇÝ³Ï 2: ²å³óáõó»Ýù ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ. 

2sin x x


  , 0
2

x


   : 

ø³ÝÇ áñ (sin ) cosx x   ýáõÝÏóÇ³Ý 0;
2
 

  
-áõÙ Ýí³½áÕ ¿, áõëïÇ 

sin x -Á ³Û¹ ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ËÇëï ·á·³íáñ ¿: 

ì»ñóÝ»Éáí (5)-ÇÝ Ñ³Ï³é³Ï ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ù»ç 1 0x  , 2 2
x


  

¨ Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ sin 0 0 ,  sin 2 1  , ëï³ÝáõÙ »Ýù å³Ñ³ÝçíáÕ 

0 2sin
0

2

x
x x 


 


 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 

 
3û. àõéáõóÇÏáõÃÛ³Ý ÙÇç³Ï³Ûù»ñ: ÞñçÙ³Ý Ï»ï»ñ: ¸Çóáõù 

( )y f x  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x   Ï»ïÇ  -ßñç³Ï³ÛùáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿: 

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 2: ºÃ» 0 0( ; )x x  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ 

áõéáõóÇÏáõÃÛ³Ý ÙÇ áõÕÕí³ÍáõÃÛáõÝ, ÇëÏ 0 0( ; )x x  -áõÙ` Ñ³Ï³é³Ï 

áõÕÕí³ÍáõÃÛáõÝÁ, ³å³ 0x -Ý ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ýáõÝÏóÇ³ÛÇ (·ñ³ýÇÏÇ) 

ßñçÙ³Ý Ï»ï: 
²Û¹ ¹»åùáõÙ ³ëáõÙ »Ý, áñ 0x  Ï»ïáí ³ÝóÝ»ÉÇë ýáõÝÏóÇ³Ý ÷á-

ËáõÙ ¿ áõéáõóÇÏáõÃÛ³Ý áõÕÕáõÃÛáõÝÁ: 
ÞñçÙ³Ý Ï»ï»ñáí, ÷³ëïáñ»Ý, ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÁ 

ïñáÑíáõÙ ¿ ½áõÛ· ³é ½áõÛ· ãÑ³ïíáÕ ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇ, áñáÝóÇó Ûáõñ³-
ù³ÝãÛáõñÇ íñ³ ýáõÝÏóÇ³Ý áñáß³ÏÇáñ»Ý Ï³́Ù áõéáõóÇÏ ¿, Ï³́Ù ·á-
·³íáñ: ÀÝ¹ áñáõÙ, ÏÇó ÙÇç³Ï³Ûù»ñáõÙ ³ÛÝ áõÝÇ áõéáõóÇÏáõÃÛ³Ý 
ï³ñμ»ñ áõÕÕí³ÍáõÃÛáõÝ: 

ºÃ» f -Á ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ ¨, ³ë»Ýù, 0 0( ; )x x  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ 

áõéáõóÇÏ ¿, ÇëÏ 0 0( ; )x x  -áõÙ` ·á·³íáñ, ³å³ ( )f x -Á 0 0( ; )x x  
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ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ãÝí³½áÕ ¿, 0 0( ; )x x  -áõÙ` ã³×áÕ: ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ 

0x -Ý ( )f x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿: Ð»ï¨³μ³ñ, »Ã» 0x -áõÙ 

f -Ý áõÝÇ Ý³¨ »ñÏñáñ¹ ³Í³ÝóÛ³É, ³å³, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ ü»ñÙ³ÛÇ É»ÙÙ³ÛÇ 

(no VIII. 1.1),  
0

0( ) ( ) 0
x x

f x f x


   : ²ÛÝå»ë áñ, ( ; )a b  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ 

»ñÏáõ ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ßñçÙ³Ý Ï»ï»ñÁ ·ïÝíáõÙ »Ý 
( ) 0f x   Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ Ï³½ÙáõÙ: Üß»Ýù, ë³Ï³ÛÝ, áñ 

³Û¹ ÉáõÍáõÙÝ»ñÇó áã μáÉáñÝ »Ý ßñçÙ³Ý Ï»ï»ñ: 
 

úñÇÝ³Ï 3: ¶ïÝ»Ýù 
5 4

100 20
x x

y    ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ßñçÙ³Ý Ï»ï»ñÁ 

(·Í. 8): àõÝ»Ýù` 
4 3 35 4 ( 4)

100 20 20
x x x

y x     ; 

3 2 24 12 ( 3)
20 20 5
x x x

y x     : 

ÈáõÍ»Éáí 0y   Ñ³í³ë³-

ñáõÙÁ` ·ïÝáõÙ »Ýù. 1 0x  , 

2 3x  : 

ÜÏ³ï»Éáí, áñ ( ; 3)  ÙÇ-

ç³Ï³ÛùáõÙ 0y   ¨, Ñ»ï¨³μ³ñ, ýáõÝÏóÇ³Ý ·á·³íáñ ¿, »½ñ³Ï³óÝáõÙ 

»Ýù, áñ 1 0 ( ; 3)x     Ï»ïÁ ßñçÙ³Ý Ï»ï ã¿: ÆëÏ, ³Ñ³, 2 3x   Ï»ïÁ 

ßñçÙ³Ý Ï»ï ¿, ù³ÝÇ áñ (3; ) -áõÙ 0y  , áõëïÇ ³Û¹ ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ 

ýáõÝÏóÇ³Ý áõéáõóÇÏ ¿: ö³ëïáñ»Ý, 2 3x   Ï»ïáí ³ÝóÝ»ÉÇë ýáõÝÏóÇ³Ý 

·á·³íáñÇó í»ñ³ÍíáõÙ ¿ áõéáõóÇÏÇ: 
 
4û. Æ»Ýë»ÝÇ * ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: ¸Çóáõù ( )y f x  ýáõÝÏ-

óÇ³Ý ( ; )a b  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ áõéáõóÇÏ ¿ ¨ »ñÏáõ ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ: 

²Û¹ ¹»åùáõÙ` 
Ï³Ù³Û³Ï³Ýáñ»Ý ÁÝïñí³Í 2n   μÝ³Ï³Ý ÃíÇ, ( ; )a b  ÙÇç³-

Ï³ÛùÇ ó³ÝÏ³ó³Í 1, , nx x  Ï»ï»ñÇ ¨ ó³ÝÏ³ó³Í 1, , n   áã μ³-

ó³ë³Ï³Ý Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ, áñáÝù μ³í³ñ³ñáõÙ »Ý 1 1n     

                                                 
* ÆáÑ³ÝÝ ÈÛáõ¹íÇ· Æ»Ýë»Ý (1859-1923), ¹³ÝÇ³óÇ Ù³Ã»Ù³ïÇÏáë: 

О 3 4

-1,62
-2,56

·Í. 8
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å³ÛÙ³ÝÇÝ, ×ßÙ³ñÇï ¿ Æ»Ýë»ÝÇ Ñ»ï¨Û³É ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ. 

1 1 1 1( ) ( ) ( )n n n nf x x f x f x         : (7) 

 Üß³Ý³Ï»Ýù` 

1 1 n nx x x    : 

ú·ïí»Éáí Â»ÛÉáñÇ (10) μ³Ý³Ó¨Çó (no VII. 2.2)` Ï³ñáÕ »Ýù 
·ñ»É. 

2( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2!
i

i i i

f c
f x f x f x x x x x


     , 1, ,i n  : (8) 

ºÃ» (8)-Á μ³½Ù³å³ïÏ»Ýù i -áí ¨ Ï³ï³ñ»Ýù Áëï i -Ç ·áõ-

Ù³ñáõÙ, ³å³ Ïëï³Ý³Ýù. 

2

1 1 1 1

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2!

n n n n
i

i i i i i i i
i i i i

f c
f x f x f x x x x x   

   


        : 

ø³ÝÇ áñ 
1

1
n

i
i




 , 
1 1 1

( ) 0
n n n

i i i i i
i i i

x x x x x x  
  

        , 

áõëïÇ í»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ. 

2

1 1

( )( ) ( ) ( )
2!

n n
i

i i i i
i i

f c
f x f x x x 

 


    : (9) 

 ÞÝáñÑÇí f -Ç áõéáõóÇÏáõÃÛ³Ý, ( ; )a b -áõÙ ³Ù»Ýáõñ»ù ( ) 0f x  : 

¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ (9)-Ç ³ç Ù³ëáõÙ ·ñí³Í ·áõÙ³ñÁ ( -Ý) áã μ³ó³-

ë³Ï³Ý ¿: Ð»ï¨³μ³ñ` 

1 1
( ) ( )

n n

i i i i
i i

f x f x f x 
 

 
   

 
  : 

ÆëÏ ë³, ÇÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù, ÝáõÛÝ (7) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ ¿:  
²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ f -Á ·á·³íáñ ¿, (7)-Á ÷áË³ñÇÝíáõÙ ¿ Ñ³Ï³-

é³Ï ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³Ùμ: 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ: ºÃ» ( ; )a b -áõÙ ( ) 0f x   ( f -Á ËÇëï áõéáõóÇÏ ¿ *) 

                                                 
* î»ë no 2-áõÙ ³ñí³Í ¹ÇïáÕáõÃÛáõÝ 2-Á: 
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¨, μ³óÇ ³Û¹, i  Ãí»ñÇó áã Ù»ÏÁ ½ñá ã¿, ³å³ (7)-áõÙ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ 

ÑÝ³ñ³íáñ ¿ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ 1 nx x  : 
 

úñÇÝ³Ï 4: ²å³óáõó»Ýù n  Ãí»ñÇ ÙÇçÇÝ »ñÏñ³ã³÷³Ï³ÝÇ ¨ ÙÇçÇÝ 

Ãí³μ³Ý³Ï³ÝÇ ÙÇç¨ Ñ»ï¨Û³É ¹³ë³Ï³Ý ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ. 

ó³ÝÏ³ó³Í 1, , na a  áã μ³ó³ë³Ï³Ý Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ` 

1
1

nn
n

a a
a a

n

 
  


 : 

 ¸Çï³ñÏ»Ýù lny x  ( 0)x   ýáõÝÏóÇ³Ý: ø³ÝÇ áñ 

2

1(ln ) 0y x
x

     , 

ýáõÝÏóÇ³Ý (0; ) -áõÙ ËÇëï ·á·³íáñ ¿: 

¶ñ»Éáí (7)-ÇÝ Ñ³Ï³é³Ï ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ` Ïëï³Ý³Ýù. 

1 1 1 1ln ln ln( )n n n na a a a          ( 0, 1, , )ia i n    

Ï³Ù` 
1

1 1 1
n
n n na a a a        : (10) 

î»Õ³¹ñ»Éáí (10)-áõÙ 1 1n n    , ÏÑ³Ý·»Ýù å³Ñ³ÝçíáÕ ³Ý-

Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ: ØÝáõÙ ¿ ÝÏ³ï»É, áñ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ÏÙÝ³ áõÅÇ 

Ù»ç Ý³¨ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ ia  Ãí»ñÇó áñ¨¿ Ù»ÏÁ Ï³Ù ÙÇ ù³ÝÇëÁ ½ñá »Ý:  

 
 

§ 4. ÈàäÆî²ÈÆ Î²ÜàÜÀ 
 

1û. ÈáåÇï³ÉÇ* Ï³ÝáÝÁ 
0
0

 ï»ëùÇ ³ÝáñáßáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ: 

¸Çóáõù f  ¨ g  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ áñáßí³Í »Ý ( ; )a b  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ 

¨ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý, ÁÝ¹ áñáõÙ` ( ) 0g x  : 

²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ 

lim ( ) lim ( ) 0
x a x a

f x g x
 

  , (1) 

 
 

                                                 
* ¶ÇÛáÙ üñ³Ýëáõ³ ÈÁ ÐáåÇï³É (1661-1704), ýñ³ÝëÇ³óÇ Ù³Ã»Ù³ïÇÏáë, Ù³ñùÇ½: 
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f g  ù³Ýáñ¹Ç ë³ÑÙ³ÝÁ no IV. 4.4-áõÙ μ»ñí³Í Ï³ÝáÝáí Ñ³ßí»ÉÇë 

Ñ³Ý·áõÙ »Ýù 0 0  ï»ëùÇ ³ÝáñáßáõÃÛ³Ý: 

²Û¹åÇëÇ ³ÝáñáßáõÃÛ³Ý å³ñ½»óÙ³Ý ÈáåÇï³ÉÇ Ï³ÝáÝÁ Ñ»ï¨-
Û³ÉÝ ¿. 

»Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 
( )lim
( )x a

f x

g x




 í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç ë³ÑÙ³-

ÝÁ, ³å³ f g -Á ÝáõÛÝå»ë áõÝÇ ë³ÑÙ³Ý, ÁÝ¹ áñáõÙ` 

( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x

g x g x 





: (2) 

 Èñ³óÝ»Ýù ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÁ x a  Ï»ïáí, 

ÁÝ¹áõÝ»Éáí` ( ) 0f a  , ( ) 0g a  : ²Û¹ ¹»åùáõÙ (1) å³ÛÙ³ÝÇó 

ÏÑ»ï¨Ç, áñ Ã»́ f -Á, Ã»́ g -Ý ó³ÝÏ³ó³Í a x b   ³ñÅ»ùÇ Ñ³Ù³ñ 

[ ; ]a x  Ñ³ïí³ÍáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý: 

ú·ïí»Éáí ÎáßÇÇ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ μ³Ý³Ó¨Çó (no VII. 1.4)` 
Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É. 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
f x f x f a f

g x g x g a g





 


, ( )a x  : 

ØÝáõÙ ¿ ÝÏ³ï»É, áñ x a a   , áõëïÇ 

( ) ( ) ( )lim lim lim
( ) ( ) ( )x a x a x a

f x f f x

g x g g x


  

 
 

 
:  

 

úñÇÝ³Ï 1: Ð³ßí»Ýù 
30

tglim
x

x x

x


 ë³ÑÙ³ÝÁ: àõÝ»Ýù` 

2

3 3 20 0 0

1 1tg (tg ) coslim lim lim
( ) 3x x x

x x x x x
x x x  

 
  


22

2
2 2 20 0 0

1 cos 1 sin 1 1 1lim lim lim 1 1
3 cos 3 cos 3 3x x x

x x

x x x x  

         
 

: 
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¸Çï³ñÏ»Ýù, ³ÛÅÙ, ³ÛÝ ¹»åùÁ, »ñμ f  ¨ g  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ áñáß-

í³Í »Ý ( ; )a   ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¨ å³Ñ³ÝçíáõÙ ¿ Ñ³ßí»É ( )lim
( )x

f x

g x
  

ë³ÑÙ³ÝÁ: 
¸Çóáõù, ÇÝãå»ë ¨ í»ñ¨áõÙ, f -Á ¨ g -Ý ( ; )a  -áõÙ ¹Çý»ñ»Ý-

ó»ÉÇ »Ý, ( ) 0g x   ¨ lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x g x
 

  : 

ºÃ» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 
( )lim
( )x

f x

g x




 ë³ÑÙ³ÝÁ, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ 

áõÝÇ Ý³¨ f g -Ç ë³ÑÙ³ÝÁ, ÁÝ¹ áñáõÙ` 

( ) ( )lim lim
( ) ( )x x

f x f x

g x g x 





: (2′) 

 Î³ï³ñ»Ýù ³ÝÏ³Ë ÷á÷áË³Ï³ÝÇ 1x u  ÷áË³ñÇÝáõÙ: 

ÜÏ³ï»Éáí, áñ ( ) ( 0)x u   , Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É. 

0

( ) (1 )lim lim
( ) (1 )x u

f x f u

g x g u 
 : 

ºÃ», ³ÛÅÙ, û·ïí»Ýù ÈáåÇï³ÉÇ (2) Ï³ÝáÝÇó, ³å³ Ïëï³-
Ý³Ýù. 

 
 

2

20 0 0

(1 )(1 ) (1 ) ( 1 )lim lim lim
(1 ) (1 ) ( 1 )(1 )

u

u u u

u

f uf u f u u

g u g u ug u
  

   
  

  

( )lim
( )x

f x

g x





:  

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 1: ºÃ» ÈáåÇï³ÉÇ Ï³ÝáÝÇ ÙÇ³Ýí³· ÏÇñ³éÙ³Ý ³ñ-
¹ÛáõÝùáõÙ í»ñëïÇÝ Ñ³Ý·áõÙ »Ýù ³ÝáñáßáõÃÛ³Ý, ³å³ Ï³ñáÕ »Ýù Ï³ÝáÝÇó 
û·ïí»É ¨ë Ù»Ï, ÇëÏ Ñ³ñÏ »Õ³Í ¹»åùáõÙ` Ý³¨ ÙÇ ù³ÝÇ ³Ý·³Ù: 

 

úñÇÝ³Ï 2: Ð³ßí»Ýù 
2 3

2 30

6 6 3 6lim
( 5 )(1 cos 4 )

x

x

x x x e

x x x

   
 

 ë³ÑÙ³ÝÁ: 

ØÇÝã ÈáåÇï³ÉÇ Ï³ÝáÝÁ ÏÇñ³é»ÉÁ, Ó¨³÷áË»Ýù Ïáïáñ³ÏÁ, ³Í³Ýó-
Ù³Ý Ñ»ï¨³Ýùáí Ñ³Ûï³ñ³ñáõÙ ³é³ç³óáÕ Í³í³ÉáõÝ ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝ-
Ý»ñÇó Ëáõë³÷»Éáõ Ñ³Ù³ñ: 
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àõÝ»Ýù` 
2 3 2 2( 5 )(1 cos 4 ) (1 5 ) 2sin 2x x x x x x     

22
2 2 4

2

sin 2 sin 22 (1 5 ) 4 8 (1 5 )
4 2

x x
x x x x x

x x
       
 

: 

ø³ÝÇ áñ 
2

0

sin 2lim(1 5 ) 1
2x

x
x

x

   
 

, ÙÝáõÙ ¿ Ñ³ßí»É ÙÇ³ÛÝ Ñ»ï¨Û³É 

ë³ÑÙ³ÝÁ. 
2 3 2 3

4 40 0

6 6 3 6 1 (6 6 3 6 )lim lim
8 8 ( )

x x

x x

x x x e x x x e

x x 

       
 


2

3 20 0 0

0

1 6 6 3 6 1 6 6 6 1 6 6lim lim lim
8 4 32 3 32 6

1 1 1lim :
32 32

x x x

x x x

x

x

x x e x e e

x x x

e

x

  



     
   


   

 

 ¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 2: ÆÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù, ûñÇÝ³Ï 2-áõÙ ÈáåÇï³ÉÇ Ï³-
ÝáÝÁ ÏÇñ³éí»ó »ñ»ù ³Ý·³Ù: Üß»Ýù, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ³Ý·³Ù, Ý³Ëù³Ý 
(2) μ³Ý³Ó¨Çó û·ïí»ÉÁ, å»ïù ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ Ï³ï³ñíáõÙ »Ý Ï³ÝáÝÇÝ 
³éÝãíáÕ μáÉáñ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ: ²ÛÉ³å»ë, ÇÝãå»ë óáõÛó ÏïñíÇ Ñ³çáñ¹ ûñÇ-
Ý³ÏáõÙ, Ïáõñáñ»Ý ÏÇñ³é»Éáí ³ÛÝ, Ï³ñáÕ »Ýù Ñ³Ý·»É ëË³É ³ñ¹ÛáõÝùÇ: 

 

úñÇÝ³Ï 3: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ 
22

0

0
0

lim( 1)1 1lim
3 cos lim(3 cos ) 2

x

x
x

xx

x x






 

 
: 

ØÇ¨ÝáõÛÝ Å³Ù³Ý³Ï` 
2

0 0

( 1) 2lim lim 2
(3 cos ) sinx x

x x

x x 


 


: 

²Ûëï»Õ, ÇÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù, Ë³Ëïí³Í ¿ (2) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: ¸³ 
Ñ»ï¨³Ýù ¿ ³ÛÝ μ³ÝÇ, áñ ¹Çï³ñÏíáÕ Ïáïáñ³ÏÇ Ñ³Ù³ñÇãÝ áõ Ñ³Ûï³ñ³ñÁ 
(1) å³ÛÙ³ÝÇÝ ã»Ý μ³í³ñ³ñáõÙ: 

 

2û. ÈáåÇï³ÉÇ Ï³ÝáÝÁ 



 ï»ëùÇ ³ÝáñáßáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ:  

Ü»ñÏ³Û³óÝ»Ýù (³é³Ýó ³å³óáõóÙ³Ý) ÈáåÇï³ÉÇ Ï³ÝáÝÇ ¨ë 
ÙÇ û·ï³Ï³ñ ï³ñμ»ñ³Ï: 
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¸Çóáõù, ÇÝãå»ë ¨ Ý³Ëáñ¹ Ï»ïáõÙ, f  ¨ g  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ 

( ; )a b  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý, ¨ ( ) 0g x  : 

²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ 

lim ( ) lim ( )
x a x a

f x g x
 

   , (3) 

·áñÍáõÙ ¿ ÈáåÇï³ÉÇ Ñ»ï¨Û³É Ï³ÝáÝÁ. 
»Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

( )lim
( )x a

f x
A

g x





 (4) 

í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç ë³ÑÙ³ÝÁ, ³å³ f g  Ïáïáñ³ÏÁ ÝáõÛÝå»ë 
áõÝÇ ë³ÑÙ³Ý, Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³μ³ñ í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç, ÁÝ¹ 
áñáõÙ ` 

( )lim
( )x a

f x
A

g x
 : 

Üß»Ýù, áñ Ï³ÝáÝÁ áõÅÇ Ù»ç ¿ Ý³¨ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ A   , 
Ï³Ù a   : 

 

úñÇÝ³Ï 4: Ð³ßí»Ýù 2

0
lim ln
x

x x


 ë³ÑÙ³ÝÁ: ê³, ÇÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù, 

Ñ³Ý·»óÝáõÙ ¿ 0   ï»ëùÇ ³ÝáñáßáõÃÛ³Ý: ä³ñ½ Ó¨³÷áËáõÃÛ³Ùμ μ»ñ»Éáí 

³ÛÝ    ï»ëùÇ ¨ »ñÏáõ ³Ý·³Ù ÏÇñ³é»Éáí ÈáåÇï³ÉÇ Ï³ÝáÝÁ` Ïëï³-

Ý³Ýù. 

2
2

1 2 10 0 0 0

12 lnln lnlim ln lim lim 2 lim
x x x x

xx xxx x
x x x     


    



20 0

12 lim 2 lim 0
x x

x
x

x 
   


: 

 

úñÇÝ³Ï 5: ¶ïÝ»Ýù 
1

1lim
1 lnx

x

x x

   
 ë³ÑÙ³ÝÁ: ²Ûëï»Õ áõÝ»Ýù 

  ï»ëùÇ ³ÝáñáßáõÃÛáõÝ: ´»ñ»Éáí ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ 

Ñ³Ûï³ñ³ñÇ` Ñ³Ý·áõÙ »Ýù 
0
0

 ï»ëùÇ ³ÝáñáßáõÃÛ³Ý` Áëï ³Û¹Ù ÑÝ³ñ³-

íáñáõÃÛáõÝ ëï³Ý³Éáí ÏÇñ³é»Éáõ ÈáåÇï³ÉÇ Ï³ÝáÝÁ: ºí ³Ûëå»ë` 
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1 1 1

1 ln 1 ln 1 1lim lim lim 11 ln ( 1) ln ln
x x x

x x x x x
xx x x x x
x

  

            

1 1

ln ln 1 1lim lim
ln 1 ln 1 1 2x x

x x x

x x x x 


  

   
: 

 
 

§ 5. üàôÜÎòÆ²ÚÆ ¶ð²üÆÎÆ Î²èàôòàôØÀ 
 
1û. ¶ñ³ýÇÏÇ Ï³éáõóÙ³Ý åÉ³ÝÁ: îñí³Í ¿ ( )y f x  ýáõÝÏ-

óÇ³Ý: Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ»ï³½áïÙ³Ý Ýå³ï³Ïáí ³Ûë 
·ÉËáõÙ Ùß³Ïí³Í ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³ßíÇ Ù»Ãá¹Ý»ñÁ` Ï³½ÙáõÙ »Ýù 
·ñ³ýÇÏÇ Ï³éáõóÙ³Ý Ñ»ï¨Û³É åÉ³ÝÁ. 

1) ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÁ ³é³ÝÓ-
Ý³Ñ³ïáõÏ Ýßí³Í ã¿, áñå»ë ³Û¹åÇëÇÝ í»ñóÝáõÙ »Ýù ( )f x  ³ñï³-

Ñ³ÛïáõÃÛ³Ý Â²´-Á (no II. 2.1); 
2) »Ã» áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÁ μ³ÕÏ³ó³Í ¿ ½áõÛ· ³é ½áõÛ· ãÑ³ï-

íáÕ í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇó, ³å³ áõëáõÙÝ³ëÇñáõÙ 
»Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ í³ñùÁ ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇ »½ñ³ÛÇÝ Ï»ï»ñáõÙ, ³Û¹ 
ÃíáõÙ`  -áõÙ ¨  -áõÙ; 

3) Ñ»ï³½áïáõÙ »Ýù ýáõÝÏóÇ³Ý ½áõÛ·áõÃÛ³Ý, Ï»ÝïáõÃÛ³Ý ¨ 
å³ñμ»ñ³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ³éáõÙáí; 

4) ÑÝ³ñ³íáñáõÃÛ³Ý ¹»åùáõÙ ·ïÝáõÙ »Ýù Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ 
³é³ÝóùÝ»ñÇ Ñ»ï ·ñ³ýÇÏÇ Ñ³ïÙ³Ý Ï»ï»ñÁ; 

5) Ñ³ßíáõÙ »Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ¨ ·ïÝáõÙ ÏñÇïÇÏ³-
Ï³Ý Ï»ï»ñÁ; 

6) áñáßáõÙ »Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙáÝáïáÝáõÃÛ³Ý ÙÇç³Ï³Ûù»ñÁ, 
·ïÝáõÙ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï»ñÁ ¨ ¿ùëïñ»Ù³É ³ñÅ»ùÝ»ñÁ; 

7) Ñ³ßíáõÙ »Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ »ñÏñáñ¹ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ, ·ïÝáõÙ 
·ñ³ýÇÏÇ ßñçÙ³Ý Ï»ï»ñÁ ¨ ÝßáõÙ áõéáõóÇÏáõÃÛ³Ý ÙÇç³Ï³Ûù»ñÁ; 

8) ³ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛ³Ý ¹»åùáõÙ ³ÝóÏ³óÝáõÙ »Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
Éñ³óáõóÇã Ñ»ï³½áïáõÃÛáõÝ ¨ μ³ó³Ñ³ÛïáõÙ ·ñ³ýÇÏÇ ³ÛÉ ³é³ÝÓ-
Ý³Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñ: 

ºÃ» ³Ý¹ñ³¹³éÝ³Ýù no II. 2.3-áõÙ μ»ñí³Í ÑÇÙÝ³Ï³Ý ï³ññ³-
Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇÝ ¨ ³ÝóÏ³óÝ»Ýù Ñ»ï³½áïáõÃÛáõÝ Áëï ³é³-
ç³¹ñí³Í åÉ³ÝÇ, ³å³ ÏÑ³Ùá½í»Ýù, áñ ¹ñ³Ýó ·ñ³ýÇÏÝ»ñÁ åÇïÇ 
ÉÇÝ»ÇÝ Ñ»Ýó ³ÛÝåÇëÇÝ, ÇÝãå»ë å³ïÏ»ñí³Í »Ý ³Û¹ï»Õ: 

Ø³ëÝ³íáñ³å»ë, ûñÇÝ³Ï, ëÇÝáõëáÇ¹Ç Ñ³Ù³ñ (no II. 2.7,       
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·Í. 23), ÇÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù, x k  ( )k  Ï»ï»ñÁ ßñçÙ³Ý 

Ï»ï»ñ »Ý: ²Û¹ ïå³íáñáõÃÛáõÝÝ ³Ûëï»Õ Ñ³ëï³ïíáõÙ ¿ ³ÛÝ 
÷³ëïáí, áñ, Ý³Ë, Ñ»Ýó ³Û¹ Ï»ï»ñÝ »Ý sin 0y x     Ñ³í³-

ë³ñÙ³Ý ÉáõÍáõÙÝ»ñÁ: ´³óÇ ³Û¹, [ ; ( 1)]k k    ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇó Ûáõ-

ñ³ù³ÝãÛáõñáõÙ y -Ý áõÝÇ áñáß³ÏÇ Ýß³Ý, Ï³Ëí³Í k -Ç ½áõÛ·áõ-

ÃÛáõÝ-Ï»ÝïáõÃÛáõÝÇó, ÇëÏ k  Ï»ï»ñáí ³ÝóÝ»ÉÇë ³ÛÝ ³Ù»Ý ³Ý·³Ù 
÷áËáõÙ ¿ Çñ Ýß³ÝÁ: 

²ÝóÝ»Ýù ÙÇ ù³ÝÇ ³ÛÉ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ¹Çï³ñÏÙ³ÝÁ: 
 

úñÇÝ³Ï 1: 
3

2 2

a
y

x a



 (²ÝÇ»½ÇÇ Ëáåáå): 

üáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ ³ÙμáÕç Ãí³ÛÇÝ áõÕÕÇ íñ³: 
àñå»ë áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÇ §»½ñ³ÛÇÝ Ï»ï»ñ¦ Ñ³Ý¹»ë »Ý ·³ÉÇë ÙÇ³ÛÝ 

 -Á ¨  -Á: ÀÝ¹ áñáõÙ` 
3 3

2 2 2 2lim lim 0
x x

a a

x a x a 
 

 
: 

ø³ÝÇ áñ ³Ù»Ýáõñ»ù 0y  *, Ï³ñáÕ »Ýù ³ë»É, áñ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ 

ëÏ½μÝ³Ï»ïÇó ³Ýí»ñç Ñ»é³Ý³ÉÇë ·ñ³ýÇÏÇ ×ÛáõÕ»ñÁ ³Ýí»ñç Ùáï»ÝáõÙ »Ý 

Ox  ³é³ÝóùÇÝ` ß³ñáõÝ³Ï ÙÝ³Éáí í»ñÇÝ ÏÇë³Ñ³ñÃáõÃÛáõÝáõÙ: 

üáõÝÏóÇ³Ý ½áõÛ· ¿ ¨ áã å³ñμ»ñ³Ï³Ý: ¼áõÛ·áõÃÛáõÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 

·ñ³ýÇÏÁ Ñ³Ù³ã³÷ ¿ Oy  ³é³ÝóùÇ ÝÏ³ïÙ³Ùμ: 

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ 0y   Ñ³í³ë³ñáõÙÁ ÉáõÍáõÙ ãáõÝÇ, ³ÛÝå»ë áñ, 

·ñ³ýÇÏÁ Ox  ³é³ÝóùÇ Ñ»ï ãÇ Ñ³ïíáõÙ: ÆëÏ, ³Ñ³, Oy -Ç Ñ»ï ³ÛÝ 

Ñ³ïíáõÙ ¿ (0; )a  Ï»ïáõÙ: 

²ÛÅÙ ¹ÇÙ»Ýù ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³ßíÇ ÙÇçáóÝ»ñÇÝ: 
àõÝ»Ýù` 

3

2 2 2

2
( )
a x

y
x a

  


: 

ÜÏ³ï»Éáí, áñ ( ;0) -áõÙ 0y  , ÇëÏ (0; ) -áõÙ 0y  , »½ñ³-

Ï³óÝáõÙ »Ýù, áñ ( ;0) -áõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý ³×áõÙ ¿, ÇëÏ (0; ) -áõÙ` Ýí³-

½áõÙ: ²Û¹ï»ÕÇó ÇëÏáõÛÝ Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 0-Ý` ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙÇ³Ï ÏñÇïÇÏ³Ï³Ý 
Ï»ïÁ, ·Éáμ³É Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿: ÀÝ¹ áñáõÙ` 

                                                 
* ºÝÃ³¹ñíáõÙ ¿, áñ 0a  : 
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max (0)y y a  : 

Ð³ßí»Éáí »ñÏñáñ¹ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ` ëï³ÝáõÙ »Ýù. 
3

2 2
2 2 3

2 (3 )
( )

a
y x a

x a
  


: 

¸Åí³ñ ã¿ ï»ëÝ»É, áñ y -Ç Ýß³ÝÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ 2 23x a  ³ñï³Ñ³Û-

ïáõÃÛ³Ý Ýß³ÝÇÝ: ²ÛÝå»ë áñ, áõÝ»Ýù y -Ç Ýß³ÝÝ»ñÇ ¹³ë³íáñáõÃÛ³Ý Ñ»-

ï¨Û³É å³ïÏ»ñÁ. 
 

y : + +-  
: 

 

²ÛëåÇëáí, ýáõÝÏóÇ³Ý  ; 3 3a   ¨  3 3;a   ÙÇç³Ï³Ûù»-

ñÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñáõÙ áõéáõóÇÏ ¿, ÇëÏ  3 3; 3 3a a -áõÙ` ·á·³íáñ: 

¸³ Ý³¨ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ 3 3a  Ï»ï»ñÁ ·ñ³ýÇÏÇ ßñçÙ³Ý Ï»ï»ñ »Ý: 

ÐÇÙ³, ³ñ¹»Ý, ÑÝ³ñ³íáñ ³Ù»Ý ÇÝã ³ñí³Í ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ μ³í³Ï³Ý³-
ã³÷ ×ß·ñÇï ·ñ³ýÇÏÝ áõñí³·Í»Éáõ Ñ³Ù³ñ (·Í. 9): 

 

 
 

·Í. 9 
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úñÇÝ³Ï 2: 2 1
y x

x
   

(ÜÛáõïáÝÇ »é³Å³ÝÇ): 
üáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý 

ïÇñáõÛÃÁ ( ;0) (0; )   

μ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¿: 
Ð³ßí»Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³Ñ-

Ù³ÝÝ»ñÁ , 0  ¨   »½ñ³ÛÇÝ 

Ï»ï»ñáõÙ. 

lim lim
x x

y y
 

   , 

0
lim
x

y


  , 
0

lim
x

y


  : 

àõß³·ñ³í ¿ ³ÛÝ »ñ¨áõÛÃÁ, 

áñ x -Á  -Ç Ó·ï»ÉÇë ·ñ³ýÇÏÇ ×ÛáõÕ»ñÁ, áñù³Ýáí áñ 1 0x , ³Ýí»ñç 

Ùáï»ÝáõÙ »Ý 2y x  å³ñ³μáÉÇ ×ÛáõÕ»ñÇÝ: ÆëÏ »ñμ 0x  ( 0 -Ç 

μ³í³Ï³Ý³ã³÷ ÷áùñ ßñç³Ï³ÛùáõÙ), ·ñ³ýÇÏÁ ëÏëáõÙ ¿ ÝÙ³Ýí»É 1y x  

ÑÇå»ñμáÉÇÝ (·Í. 10): 
ÆÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù (·Í. 10), ³ñ¹»Ý ÇëÏ ÝßÙ³ñíáõÙ »Ý »é³Å³Ýáõ 

í»ñ áõÕÕí³Í §Å³ÝÇùÝ»ñÁ¦ ¨ Oy  ³é³ÝóùÇÝ Ùáï»óáÕ áõ í³ñ áõÕÕí³Í 

§ÓáÕÁ¦: 

ø³ÝÇ áñ 0 -Ý ãÇ å³ïÏ³ÝáõÙ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÇÝ, áõëïÇ ·ñ³ýÇÏÁ 

Oy -Ç Ñ»ï Ñ³ïáõÙ ãáõÝÇ: ÈáõÍ»Éáí 2 1 0x
x

   Ñ³í³ë³ñáõÙÁ` ·ïÝáõÙ »Ýù 

Ox -Ç Ñ»ï Ñ³ïÙ³Ý ÙÇ³Ï` ( 1;0)  Ï»ïÁ: 

²ÛÝáõÑ»ï¨. 
3

2 2

1 2 12 x
y x

x x

    : 

ä³ñ½ ¿, áñ ( ;0)  ¨  30; 1 2  ÙÇç³Ï³Ûù»ñáõÙ 0y  , ÇëÏ 

 31 2 ;  -áõÙ 0y  : ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ( ;0)  ¨  30; 1 2  ÙÇç³-

Ï³Ûù»ñÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý Ýí³½áÕ ¿, ÇëÏ  31 2 ;  -áõÙ` 

³×áÕ: Ð»ï¨³μ³ñ, 31 2x   Ï»ïÁ Ý»ñùÇÝ ÉáÏ³É ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿. 

·Í. 10
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3
min 1 2x  , 3

min 3 2 2y  : 

Ð³ßí»Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ »ñÏ-
ñáñ¹ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ. 

3

3 3

2 12 2 x
y

x x

     : 

àõÝ»Ýù` 

( 1) 0y   , 

0y  , 

»ñμ ( ; 1) (0; )x    , 

0y  , »ñμ ( 1;0)x  : 

ö³ëïáñ»Ý, ( ; 1)   ¨ 

(0; )  ÙÇç³Ï³Ûù»ñáõÙ ýáõÝÏ-

óÇ³Ý áõéáõóÇÏ ¿, ÇëÏ ( 1;0) -áõÙ` ·á·³íáñ: ²ÛÝå»ë áñ, 1x    Ï»ïÁ 

·ñ³ýÇÏÇ ßñçÙ³Ý Ï»ï ¿ (·Í. 11): 

 
2û. ²ëÇÙåïáïÝ»ñ: àñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÇ »½ñ³ÛÇÝ Ï»ïÇ ßñç³Ï³Û-

ùáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý Ñ»ï³½áï»ÉÇë ß³ï Ï³ñ¨áñ ¿ ³Ûëå»ë Ïáãí³Í 
§³ëÇÙåïáïÇ¦ μ³ó³Ñ³ÛïáõÙÁ: ¸³ ¿³å»ë Ñëï³Ï»óÝáõÙ ¿ ýáõÝÏ-
óÇ³ÛÇ í³ñùÁ ³Û¹åÇëÇ Ï»ïáõÙ ¨, Áëï ³Û¹Ù, ÑÝ³ñ³íáñáõÃÛáõÝ ¿ 
ï³ÉÇë ³é³í»É ×ß·ñÇï áõñí³·Í»Éáõ ·ñ³ýÇÏÇ ¹»åÇ ³Ýí»ñçáõ-
ÃÛáõÝ Ñ»é³óáÕ ×ÛáõÕ»ñÁ: 

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 1: y kx    áõÕÇÕÁ ÏáãíáõÙ ¿ ( )y f x , 

( ; )x a  , ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ ³ëÇÙåïáï (Ã»ù ³ëÇÙåïáï) 
 -áõÙ, »Ã» 

 lim ( ) ( ) 0
x

f x kx 


   : (1) 

ºÃ» ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ ( ; )b  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, ³å³ ÝáõÛÝ 

Ó¨áí ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ ³ëÇÙåïáï  -áõÙ: 

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 2: 0x c   áõÕÇÕÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý f  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

·ñ³ýÇÏÇ ³ëÇÙåïáï (áõÕÕ³ÓÇ· ³ëÇÙåïáï) x c  Ï»ïáõÙ, »Ã» 

·Í. 11

О-1
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lim ( )
x c

f x


  : (2) 

ø³ÝÇ áñ (1)-áõÙ x , Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É. 

( ) ( ) ( )lim lim 0
x x

f x kx f x
k

x x x

 
 

       
 

: 

²Ûëï»ÕÇó, Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ 0x  , k -Ç Ñ³Ù³ñ ëï³ó-

íáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É μ³Ý³Ó¨Á. 

( )lim
x

f x
k

x
 : (3) 

î»Õ³¹ñ»Éáí k -Ç ³ñÅ»ùÁ (1)-áõÙ` Ïëï³Ý³Ýù` 

 lim ( )
x

f x kx


  : (4) 

ÜÏ³ï»Ýù, áñ »Ã» (3) ¨ (4) ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇó áñ¨¿ Ù»ÏÁ ·áÛáõÃÛáõÝ 
ãáõÝÇ Ï³Ù ³Ýí»ñç ¿, ³å³ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ  -áõÙ ³ëÇÙå-
ïáï ãáõÝÇ: 

ÜáõÛÝÁ í»ñ³μ»ñáõÙ ¿  -áõÙ ³ëÇÙåïáïÇ ·áÛáõÃÛ³ÝÁ: 
ÐÇß»Ýù, áñ §³ëÇÙåïáï¦ ï»ñÙÇÝÁ ³Ûë ¹³ëÁÝÃ³óáõÙ Ù»½ 

Ñ³Ý¹Çå»É ¿ »ñÏáõ ³Ý·³Ù ¨ »ñÏáõ ¹»åùáõÙ ¿É ³ÛÝ Ï³åí³Í ¿ »Õ»É 
ÑÇå»ñμáÉÇ Ñ»ï: ²é³çÇÝ ³Ý·³Ù ¹³ no II. 3.3-áõÙ ¿ñ (·Í. 13), »ñμ 

Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ ³é³ÝóùÝ»ñÁ Ý»ñÏ³Û³óí»óÇÝ áñå»ë y c x  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ` ÑÇå»ñμáÉÇ ³ëÇÙåïáïÝ»ñ: ÆëÏ »ñÏñáñ¹ 
³Ý·³Ù, no II. 4.3-áõÙ (·Í. 18), áñå»ë Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ¹ÇñùáõÙ ·ïÝíáÕ 

ÑÇå»ñμáÉÇ ³ëÇÙåïáïÝ»ñ Ý»ñÏ³Û³óí»óÇÝ 
b

y x
a

   áõÕÇÕÝ»ñÁ: 

ÐÇÙ³, ³ñ¹»Ý, ¹³ Ï³ñáÕ »Ýù ÑÇÙÝ³íáñ»É` »ÉÝ»Éáí ³Ûëï»Õ 
ïñí³Í ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñÇó: 

Ü³Ë, ³é³çÇÝ ¹»åùáõÙ, ù³ÝÇ áñ lim 0
x

c

x
 , áõëïÇ, Áëï ë³Ñ-

Ù³ÝáõÙ 1-Ç, 0y   áõÕÇÕÁ` Ox  ³é³ÝóùÁ, y c x  ÑÇå»ñμáÉÇ Ã»ù, 

ÇëÏ ³í»ÉÇ áñáß³ÏÇ` ÑáñÇ½áÝ³Ï³Ý* ³ëÇÙåïáï ¿ Ã»́  -áõÙ, Ã»́ 
 -áõÙ: 

                                                 
* ÐÇß»Ýù, áñ ÑáñÇ½áÝ³Ï³Ý áõÕÇÕÝ»ñÁ ¹³ëíáõÙ »Ý Ã»ù (Oy  ³é³ÝóùÇ ÝÏ³ïÙ³Ùμ Ã»ù-

í³Í) áõÕÇÕÝ»ñÇ ß³ñùÇÝ: 
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ÆëÏ ³ÛÝ, áñ 
0

lim
x

c

x
  , Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, Áëï ë³ÑÙ³ÝáõÙ 2-Ç, áñ 

0x   áõÕÇÕÁ` Oy  ³é³ÝóùÁ, áõÕÕ³ÓÇ· ³ëÇÙåïáï ¿: 

ÆÝã í»ñ³μ»ñáõÙ ¿ »ñÏñáñ¹ ¹»åùÇÝ, ³å³ ÑÇß»Ýù, áñ Ï³ÝáÝ³-
Ï³Ý ¹ÇñùáõÙ ïñí³Í ÑÇå»ñμáÉÁ ëï³óí»ó áñå»ë 

2 2

2 2 1x y

a b
   (5) 

Ñ³í³ë³ñáõÙáí áñáßíáÕ Ïáñ: ø³ÝÇ áñ ³ÛÝ, ³ÙμáÕçáõÃÛ³Ùμ í»ñó-
í³Í, áñáß³ÏÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏ ã¿*, ³Û¹ å³ï×³éáí ÑÇå»ñμáÉÇ 
Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ù³éáñ¹áõÙ å³ñ÷³Ïí³Í ×ÛáõÕÝ 
³é³ÝÓÇÝ »Ý ¹Çï³ñÏáõÙ: 

¸Åí³ñ ã¿ ï»ëÝ»É, ûñÇÝ³Ï, áñ ÑÇå»ñμáÉÇ I ù³éáñ¹áõÙ ÁÝÏ³Í 
×ÛáõÕÝ Çñ»ÝÇó Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¿ (5) Ñ³í³ë³ñáõÙÇó §áñáßíáÕ¦ 

2 2b
y x a

a
  , [ ; )x a  , 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏ: ºÉÝ»Éáí (3) ¨ (4) μ³Ý³Ó¨»ñÇó` Ñ³çáñ¹³μ³ñ 
·ïÝáõÙ »Ýù. 

2 2
2

2lim lim 1
x x

b
x a b a bak
x a x a 


    ; 

 2 2 2 2lim lim
x x

b b b
x a x x a x

a a a


 

        
 

2

2 2
lim 0
x

b a

a x a x


 

 
: 

²ÛëåÇëáí, 
b

y x
a

  áõÕÇÕÁ, ÇëÏ³å»ë, (5) Ñ³í³ë³ñáõÙáí 

áñáßíáÕ ÑÇå»ñμáÉÇ ³ëÇÙåïáï ¿: 
ÀÝÃ»ñóáÕÁ ÇÝùÝáõñáõÛÝ Ï³ñáÕ ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ ÝáõÛÝ ³Û¹ áõÕÇ-

ÕÁ ÑÇå»ñμáÉÇ III ù³éáñ¹áõÙ ÁÝÏ³Í ×ÛáõÕÇ` (5) Ñ³í³ë³ñáõÙÇó 
áñáßíáÕ 

                                                 
* î»ë no II. 2.2-áõÙ ³ëí³ÍÁ: 
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2 2b
y x a

a
   , ( ; ]x a   , 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ ³ëÇÙåïáïÝ ¿  -áõÙ: Î³ñ»ÉÇ ¿ Ý³¨ û·ïí»É 
Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ ³é³ÝóùÝ»ñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùμ ÑÇå»ñμáÉÇ Ñ³Ù³ã³÷áõ-

ÃÛáõÝÇó ¨ ³ÝÙÇç³å»ë ëï³Ý³É, áñ 
b

y x
a

   áõÕÇÕÁ II ¨ IV ù³éáñ¹-

Ý»ñáõÙ å³ñ÷³Ïí³Í ×ÛáõÕ»ñÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ³ëÇÙåïáïÝ ¿: 
 

úñÇÝ³Ï 3: 2y x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ` å³ñ³μáÉÁ, ³ëÇÙåïáï 

ãáõÝÇ: àõÕÕ³ÓÇ· ³ëÇÙåïáïÇ μ³ó³Ï³ÛáõÃÛáõÝÁ å³ÛÙ³Ý³íáñí³Í ¿ 
Ýñ³Ýáí, áñ ýáõÝÏóÇ³Ý ³Ù»Ýáõñ»ù ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ¨, Ñ»ï¨³μ³ñ, Ãí³ÛÇÝ 
áõÕÕÇ áã ÙÇ Ï»ïáõÙ  -Ç ãÇ Ó·ïáõÙ: ø³ÝÇ áñ, Ý³¨, 

2

lim lim
x x

x
x

x 
   , 

áõñ»ÙÝ  -áõÙ ¿É å³ñ³μáÉÁ ³ëÇÙåïáïÝ»ñ ãáõÝÇ: 

àñå»ë½Ç ïå³íáñáõÃÛáõÝ ãëï»ÕÍíÇ, Ã» ³ëÇÙåïáïÇ ³éÏ³-
ÛáõÃÛáõÝÁ Ñ³ïáõÏ ¿ ÙÇ³ÛÝ ÑÇå»ñμáÉÝ»ñÇÝ, μ»ñ»Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ûñÇ-
Ý³Ï, áñÇ ·ñ³ýÇÏÁ ÑÇå»ñμáÉ ã¿, μ³Ûó áñÁ, ³Û¹áõÑ³Ý¹»ñÓ, áõÝÇ ¨ ́ 
Ã»ù, ¨ ́ áõÕÕ³ÓÇ· ³ëÇÙåïáïÝ»ñ: 

úñÇÝ³Ï 4: 
3

1
x

y
x




 ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÁ 

( ;0] (1; )   μ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¿: 

ø³ÝÇ áñ 
1 0

lim
x

y
 

  , áõëïÇ 1x   áõÕÇÕÁ ·ñ³ýÇÏÇ áõÕÕ³ÓÇ· 

³ëÇÙåïáï ¿: 
ä³ñ½»Ýù Ã»ù ³ëÇÙåïáïÝ»ñÇ ·áÛáõÃÛ³Ý Ñ³ñóÁ: 
ºÉÝ»Éáí (3) ¨ (4) μ³Ý³Ó¨»ñÇó` ëï³ÝáõÙ »Ýù. 

lim lim 1
1x x

y x x
k

x x x 


   


, 

lim ( ) lim 1
1 1x x

x x
x x x
x x


 

   
                
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1 1 11lim lim lim
1 2

1 1
1 1

x x x

x
xxx
xx x

x x

  


     


 

 

: 

(û·ï³·áñÍí»ó ³ÛÝ ÷³ëïÁ, áñ 0x   ¹»åùáõÙ 2 | |x x x   ): 

²ÛëåÇëáí, 1 2y x    áõÕÇÕÁ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ ³ëÇÙåïáï ¿ 

 -áõÙ: 
ÜáõÛÝ Ó¨áí Ï³ñáÕ »Ýù 

óáõÛó ï³É, áñ  -áõÙ 

1 2y x   áõÕÇÕÝ ¿ ·ñ³-

ýÇÏÇ ³ëÇÙåïáï: 
Þ³ñáõÝ³Ï»Éáí Ñ»ï³-

½áï»É ýáõÝÏóÇ³Ý` ·ïÝáõÙ 
»Ýù. 

3

3
2 ( 1)

x
y x

x
      

, 

3 3

3 1
4( 1)

x x
y

x x

 


: 

ÜÏ³ï»Éáí, áñ ( ;0)  ¨ (1;3 2)  ÙÇç³Ï³Ûù»ñáõÙ 0y  , ÇëÏ 

(3 2; ) -áõÙ 0y  , »½ñ³Ï³óÝáõÙ »Ýù, áñ ýáõÝÏóÇ³Ý ³é³çÇÝ »ñÏáõ 

ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñáõÙ Ýí³½áÕ ¿, ÇëÏ »ññáñ¹áõÙ` ³×áÕ: ²Û¹ï»-

ÕÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 3 2x   Ï»ïÁ Ý»ñùÇÝ ÉáÏ³É ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿, ÁÝ¹ 

áñáõÙ` min
27 2,6
2

y   : 

¸Åí³ñ ã¿ ï»ëÝ»É, áñ y -Á Ã»́ ( ;0)  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, Ã»́ (1; ) -áõÙ 

¹ñ³Ï³Ý ¿: ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ³Û¹ ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñáõÙ 
ýáõÝÏóÇ³Ý áõéáõóÇÏ ¿ (áõéáõóÇÏáõÃÛ³Ùμ áõÕÕí³Í ¿ ¹»åÇ í³ñ) (·Í. 12): 

 
3û. ä³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñáí ïñí³Í ÏáñÇ Ñ»ï³-

½áïáõÙÁ: ¸Çï³ñÏ»Ýù 

( )x x t , 

( )y y t , t   , 

·Í. 12
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å³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ ½áõÛ·Á, áñï»Õ ( )x t  ¨ ( )y t  

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý: 

ºÃ» 0( ; ) ( ; )t T    ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ( )x t  ³Í³ÝóÛ³ÉÁ å³Ñå³-

ÝáõÙ ¿ Ýß³ÝÁ, ³å³ ³Û¹ï»Õ ( )x t -Ý ËÇëï ÙáÝáïáÝ ¿ ¨, Ñ»ï¨³μ³ñ, 

Ñ³Ï³¹³ñÓ»ÉÇ: Ð³Ù³¹ñ»Éáí ( )t t x  Ñ³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³Ý ( )y t -Ç 

Ñ»ï` ëï³ÝáõÙ »Ýù y  Ïááñ¹ÇÝ³ïÇ ³ÝÙÇç³Ï³Ý Ï³ËáõÙÁ x -Çó. 

( ( ))y y t x  (no VI. 2.4): 

îñáÑ»Éáí ( ; )  -Ý ³é³ÝÓÇÝ ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇ, áñáÝóÇó Ûáõñ³-

ù³ÝãÛáõñÇ íñ³ ( )x t -Ý å³Ñå³ÝáõÙ ¿ áñáß³ÏÇ Ýß³Ý` ëï³ÝáõÙ »Ýù 

ÏáñÇ ïñáÑáõÙ ³é³ÝÓÇÝ ³Õ»ÕÝ»ñÇ, áñáÝóÇó ³Ù»Ý Ù»ÏÁ ÇÝã-áñ ÙÇ 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏ ¿: ²Û¹ Ï»ñå ÑÝ³ñ³íáñáõÃÛáõÝ »Ýù Ó»éù μ»ñáõÙ 
ÏáñÇ Ñ»ï³½áïÙ³Ý ·áñÍáõÙ Ý»ñ·ñ³í»Éáõ Ý³¨ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³ßíÇ 
ÙÇçáóÝ»ñÁ: 

ÐÇß»óÝ»Ýù, áñ ( ( ))y y t x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ 

no VII. 2.4-áõÙ ëï³ó»É »Ýù Ñ»ï¨Û³É μ³Ý³Ó¨»ñÁ. 

( )
( )x

y t
y

x t


 


, 

 
2 3

( ) ( ) ( ) ( )
( )x

y t x t x t y t
y

x t

    


: 

²ÝóÝ»Ýù ûñÇÝ³ÏÝ»ñÇÝ: 
 

úñÇÝ³Ï 5: shx t t  , ch 1y t  , t    : 

ÐÇå»ñμáÉ³Ï³Ý  1ch
2

t tt e e   ¨  1sh
2

t tt e e   ýáõÝÏóÇ³Ý»-

ñÇÝ Í³ÝáÃ³ó»É »Ýù ·É. VI-Ç í»ñçáõÙ μ»ñí³Í í³ñÅáõÃÛáõÝ 8-áõÙ: Æ Ñ³í»-

ÉáõÙÝ ³Û¹ï»Õ Ãí³ñÏí³Í Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇ, Ýß»Ýù Ý³¨, áñ ch t -Ý, Ñ»ï¨³-

μ³ñ ¨ (ch 1)t  -Á, ½áõÛ· ýáõÝÏóÇ³ ¿, ÇëÏ sh t -Ý, áõñ»ÙÝ ¨ (sh )t t -Ý, 

Ï»Ýï: ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ å³ñ³Ù»ïñÇ t  ¨ t  ³ñÅ»ùÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³-

ï³ëË³ÝáÕ ÏáñÇ ( ( ); ( ))x t y t  ¨ ( ( ); ( )) ( ( ); ( ))x t y t x t y t     Ï»ï»ñÁ 

Oy  ³é³ÝóùÇ ÝÏ³ïÙ³Ùμ ÙÇÙÛ³Ýó Ñ³Ù³ã³÷ »Ý: ²ÛÝå»ë áñ, ÏáñÝ ÇÝùÁ 

ÝáõÛÝå»ë Ñ³Ù³ã³÷ ¿: 

²ÛÝáõÑ»ï¨, ù³ÝÇ áñ (0) (0) 0x y  , ÏáñÝ ³ÝóÝáõÙ ¿ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»-

ñÇ ëÏ½μÝ³Ï»ïáí: ÆëÏ ch 1 0t    ( 0)t   ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó (ëïáõ-

·» ́É) Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ ÏáñÝ ÁÝÏ³Í ¿ í»ñÇÝ ÏÇë³Ñ³ñÃáõÃÛáõÝáõÙ: 
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ÜÏ³ï»Ýù, í»ñç³å»ë, áñ ( ) ( )t x   : 

¸ÇÙ»Ýù, ³ÛÅÙ, ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇÝ: àõÝ»Ýù` 
( ) ch 1x t t   , ( ) shy t t  : 

ø³ÝÇ áñ ( ) 0x t  , ÁÝ¹ áñáõÙ ( ) 0x t   ÙÇ³ÛÝ 0t   ¹»åùáõÙ, áõëïÇ 

( )x t -Ý t -Ç ÷á÷áËÙ³Ý áÕç ïÇñáõÛÃáõÙ ³×áÕ ¿ ¨, Ñ»ï¨³μ³ñ, Ñ³Ï³¹³ñ-

Ó»ÉÇ: ²Û¹ï»ÕÇó »½ñ³Ï³óÝáõÙ »Ýù, áñ ÏáñÁ ³ÙμáÕçáõÃÛ³Ùμ Çñ»ÝÇó Ý»ñÏ³-

Û³óÝáõÙ ¿ áñáß³ÏÇ ( ( ))y y t x  ( )x  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏ: 

ú·ïí»Éáí í»ñÁ μ»ñí³Í 
μ³Ý³Ó¨»ñÇó` ·ïÝáõÙ »Ýù. 

sh
ch 1x

t
y

t
 


,

2 2

1
(ch 1)x

y
t

  


, 0t  : 

ÐÇÙ³ ÝÏ³ï»Ýù, áñ 0t   

Ï³Ù, áñ ÝáõÛÝÝ ¿, 0x   

¹»åùáõÙ 0xy  , ÇëÏ 0x   

( 0)t   ¹»åùáõÙ 0xy  : ê³ 

Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ( ) ( ( ))y x y t x  ýáõÝÏóÇ³Ý ( ; 0) -áõÙ Ýí³½áÕ ¿, ÇëÏ 

(0; ) -áõÙ` ³×áÕ (·Í. 13): 

ÆÝã í»ñ³μ»ñáõÙ ¿ »ñÏñáñ¹ ³Í³ÝóÛ³ÉÇÝ, ³å³ ³ÛÝ Ã» ́ ( ; 0) -áõÙ, 

Ã» ́ (0; ) -áõÙ μ³ó³ë³Ï³Ý ¿, ³ÛÝå»ë áñ, ýáõÝÏóÇ³Ý ³Û¹ ÙÇç³Ï³Ûù»ñÇó 

»ñÏáõëáõÙ ¿É, ³é³ÝÓÇÝ í»ñóí³Í, ·á·³íáñ ¿: 

Èñ³óáõóÇã Ñ³ßí»Éáí 
0 0

( ( )) ( (0)) ch 1(0) lim lim
shx t

y t x y t t
y

x t t 

    


 

0 0

sh chlim lim
ch 1 sht t

t t

t t 
   


 ë³ÑÙ³ÝÁ* ¨ Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí ÏáñÇ 

Ñ³Ù³ã³÷áõÃÛáõÝÁ` Ñ³Ùá½íáõÙ »Ýù, áñ Oy  ³é³ÝóùÁ I ¨ II ù³éáñ¹Ý»ñáõÙ 

ÁÝÏ³Í ×ÛáõÕ»ñÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ áõÕÕ³ÓÇ· ßáß³÷áÕÝ ¿ (no VI. 1.6): 
 

úñÇÝ³Ï 6: lnx t t , 
ln t

y
t

 , (0; )t  : 

                                                 
* ê³ÑÙ³ÝÁ Ñ³ßí»ÉÇë »ñÏáõ ³Ý·³Ù û·ïí»óÇÝù ÈáåÇï³ÉÇ Ï³ÝáÝÇó: 

·Í. 13 
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Ü³Ë áõëáõÙÝ³ëÇñ»Ýù ÏáñÇ í³ñùÁ å³ñ³Ù»ïñÇ ÷á÷áËÙ³Ý ïÇñáõÛ-
ÃÇ »½ñ³ÛÇÝ Ï»ï»ñáõÙ. 

0 0
lim ( ) lim ln 0
t t

x t t t
 

  , 

0 0

lnlim ( ) lim
t t

t
y t

t 
   , 

lim ( )
t

x t


  , lim ( ) 0
t

y t


 *: 

²Ûëù³ÝÇó, ³ñ¹»Ý, Ï³ñáÕ »Ýù »½ñ³Ï³óÝ»É, áñ Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ Ox  

¨ Oy  ³é³ÝóùÝ»ñÁ ÏáñÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³μ³ñ ÑáñÇ½áÝ³Ï³Ý ¨ áõÕÕ³-

ÓÇ· ³ëÇÙåïáïÝ»ñ »Ý. 

²ÛÝáõÑ»ï¨, ÏáñÝ ³ÝóÝáõÙ ¿ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ ëÏ½μÝ³Ï»ïáí ( 1)t  , 

ÁÝ¹ áñáõÙ` ¹³ ³é³ÝóùÝ»ñÇ Ñ»ï Ñ³ïÙ³Ý ÙÇ³Ï Ï»ïÝ ¿: 

²ÛÝ ÷³ëïÇó, áñ 2( ) ( ) ln 0x t y t t   ( 1)t  , Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ ÏáñÝ ³Ù-

μáÕçáõÃÛ³Ùμ ÁÝÏ³Í ¿ Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ I ¨ III ù³éáñ¹Ý»ñáõÙ: 
àõß³¹ñáõÃÛáõÝ ¹³ñÓÝ»Ýù ¨ë ÙÇ Ñ»ï³ùñùÇñ ³é³ÝÓÝ³Ñ³ïÏáõÃÛ³Ý 

íñ³: ø³ÝÇ áñ 

1 1 1 lnln ( )t
x y t
t t t t

       
 

, 

1 1ln ln ( )y t t t x t
t t

       
 

, 

Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿ å³ñ³Ù»ïñÇ t  ¨ 1 t  ³ñÅ»ùÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Ï»-

ï»ñÁ y x   áõÕÕÇ ÝÏ³ïÙ³Ùμ Ñ³Ù³ã³÷ »Ý ¹³ë³íáñí³Í: Ð»ï¨³μ³ñ, 

(0;1)t  ¨ (1; )t   ³ñÅ»ùÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ÏáñÇ ×ÛáõÕ»ñÁ 

³Û¹ áõÕÕÇ ÝÏ³ïÙ³Ùμ Ù»ÏÙ»Ïáõ Ñ³Ù³ã³÷ »Ý: 
²Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ áõÝ»Ýù. 

( ) 1 lnx t t   , 
2

1 ln( ) t
y t

t

  ; 

2

( ) 1 ln
( ) (1 ln )x

y t t
y

x t t t

   
 

, 

2 3 3

( ) 1 (ln 2)(ln 2)2
( ) ( ) (ln 1)x

d y t t t
y

dt x t x t t t

          
: 

                                                 
* ²Ûë ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇ Ï³å³ÏóáõÃÛ³Ùμ ï»ë ·ÉáõË IV-Ç í»ñçáõÙ í³ñÅáõÃÛáõÝÝ»ñ 8-Á ¨ 9-Á: 
Î³ñ»ÉÇ ¿ Ý³¨ û·ïí»É ÈáåÇï³ÉÇ Ï³ÝáÝÇó: 
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Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí ÏáñÇ Ñ³Ù³ã³÷áõÃÛáõÝÁ` ë³ÑÙ³Ý³÷³Ïí»Ýù å³ñ³-

Ù»ïñÇ ÙÇ³ÛÝ 1 t    ³ñÅ»ùÝ»ñáí: ²Û¹ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ ( ) 0x t  , 

Ñ»ï¨³μ³ñ, ÏáñÇ ³é³ÝÓÝ³óí³Í ×ÛáõÕÁ áñáß³ÏÇ ( ( ))y y t x  

(0 )x    ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏ ¿*: 

ÈáõÍ»Éáí 0xy   Ñ³í³ë³ñáõÙÁ` ·ïÝáõÙ »Ýù. 

0t e , 0 0( ) ( )x x t x e e   : 

ÜÏ³ï»Éáí, Ý³¨, áñ 0xy  , »ñμ (0; )x e  (1 )t e   ¨ 0xy  , »ñμ 

( ; )x e  , »½ñ³Ï³óÝáõÙ »Ýù, áñ ýáõÝÏóÇ³Ý [0; ]e  ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ³×áÕ 

¿, ÇëÏ [ ; )e  -áõÙ` Ýí³½áÕ: ²ÛÝå»ë áñ, 0x e  Ï»ïÁ Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿. 

0 maxx x e  , 0 max
1

y y
e

  : 

²ÛÝáõÑ»ï¨, 2(1; )t e  ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ 2 0
x
y  , ÇëÏ 

2( ; )t e   ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ 2 0
x
y  : ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ 

20 2x e   ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý ·á·³íáñ ¿, ÇëÏ 22e x    

ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ` áõéáõóÇÏ: ÀÝ¹ áñáõÙ` 2
1 2x e  Ï»ïÁ ßñçÙ³Ý Ï»ï ¿: 

ØÝáõÙ ¿ ëï³óí³Í ïíÛ³ÉÝ»ñÇ ÑÇÙ³Ý íñ³ áõñí³·Í»É ³é³ÝÓÝ³óí³Í 
×ÛáõÕÁ ¨ y x   áõÕ-

ÕÇ ÝÏ³ïÙ³Ùμ Ï³ï³-
ñ»É Ñ³Û»É³ÛÇÝ ³Ý¹-
ñ³¹³ñÓáõÙ (·Í. 14): 

Îááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ 
ëÏ½μÝ³Ï»ïÁ ÏáñÇ Ñ³-
Ù³ã³÷ ×ÛáõÕ»ñÇ ÙÇ³ó-
Ù³Ý Ï»ïÝ ¿: ¸ñ³ Ñ³-
Ù³ñ ³ñÅ» ³é³ÝÓÝ³-
Ñ³ïáõÏ Ýß»É. ù³ÝÇ áñ 

1x x o
y


  , áõëïÇ 

y x  áõÕÇÕÁ ÏáñÇÝ 

ëÏ½μÝ³Ï»ïáí ï³ñ-
í³Í ßáß³÷áÕÝ ¿: 

                                                 
* ÆÑ³ñÏ», Ï³ñ»ÉÇ ¿ t -Ç ÷á÷áËÙ³Ý ïÇñáõÛÃÁ ÁÝ¹É³ÛÝ»É` í»ñóÝ»Éáí 1 e t   : ´³Ûó, 

Ý³ËÁÝïñ»ÉÇ ¿ ÏáñÇ Ñ³Ù³ã³÷ ×ÛáõÕ»ñÝ ³é³ÝÓÇÝ-³é³ÝÓÇÝ ¹Çï³ñÏ»É: 

·Í. 14 
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4û. ØÇ ù³ÝÇ Ýß³Ý³íáñ Ïáñ»ñ: ²Ûëï»Õ ÏÝ»ñÏ³Û³óÝ»Ýù »ñÏáõ 
³ÝÑ³Ûïáí Ñ³í³ë³ñáõÙáí áñáßíáÕ Ï³Ù μ¨»é³ÛÇÝ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»-
ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·áõÙ ïñí³Í ¹³ë³Ï³Ý Ïáñ»ñ, áñáÝù Ñ»ï³ùñùñáõ-
ÃÛáõÝ »Ý Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ Ã»́ ×³Ý³ãáÕ³Ï³Ý ³éáõÙáí, Ã»́ Çñ»Ýó 
»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý Ï³Ù Ù»Ë³ÝÇÏ³Ï³Ý Ï³éáõóí³Íùáí: ²Û¹ Ïáñ»ñÇ 
Ù³Ýñ³ÏñÏÇï Ñ»ï³½áïáõÙÁ Ù»ñ ¹³ëÁÝÃ³óÇ Íñ³·ñÇó ¹áõñë ¿: 
²ÛÝå»ë áñ, Ïμ³í³ñ³ñí»Ýù ÙÇ³ÛÝ ¹ñ³Ýó ÃéáõóÇÏ Ù»ÏÝ³μ³-
ÝáõÃÛáõÝÝ»ñáí: 

 

úñÇÝ³Ï 7: 
3

2

2
x

y
a x




 (¸ÇáÏÉ¨ëÇ* óÇëáÇ¹ Ï³Ù å³ï³ïáõÏÇ ï»ñ¨): 

¸ÇáÏÉ¨ëÇ ÏáÕÙÇó ³Ûë ÏáñÇ áõëáõÙÝ³ëÇñÙ³Ý ³ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝÁ Í³-

·»É ¿ ³ÝïÇÏ ¹³ñ³ßñç³ÝáõÙ Ù»Í Ñ»ï³ùñùñáõÃÛáõÝ ³é³ç³óñ³Í, ³Ûëå»ë 

Ïáãí³Í, §Ëáñ³Ý³ñ¹Ç Í³í³ÉÇ ÏñÏÝ³å³ïÏÙ³Ý¦ ËÝ¹ñÇ Ï³å³ÏóáõÃÛ³Ùμ: 

ÊáëùÁ, Áëï ¿áõÃÛ³Ý, Ï³ñÏÇÝÇ áõ ù³ÝáÝÇ ÙÇçáóáí ïñí³Í ÙÇ³íáñ Ñ³ï-

í³ÍÇó 3 2  »ñÏ³ñáõÃÛ³Ý Ñ³ïí³Í ëï³Ý³Éáõ Ù³ëÇÝ ¿: 

 
ÎáñÁ, ÇÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù (·Í. 15), 

Ox  ³é³ÝóùÇ ÝÏ³ïÙ³Ùμ Ñ³Ù³ã³÷ ¿: 

ø³ÝÇ áñ 
2

lim
x a

y


  , 2x a  áõÕÇÕÁ óÇ-

ëáÇ¹Ç áõÕÕ³ÓÇ· ³ëÇÙåïáï ¿: ²é³ÝÓÝ³ó-

Ý»Éáí ÏáñÇ I ¨ IV ù³éáñ¹Ý»ñáõÙ ÁÝÏ³Í 
×ÛáõÕ»ñÁ` Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ï³ï³ñ»É Ã» ́ ÙáÝáïáÝáõ-
ÃÛ³Ý, Ã»́ áõéáõóÇÏáõÃÛ³Ý Ñ»ï³½áïáõÃÛáõÝ: 

Î³ñ»ÉÇ ¿ ï»ëÝ»É Ý³¨, áñ (0;0)  Ï»ïáõÙ 

Ox  ³é³ÝóùÁ ÏáñÇ »ñÏáõ ×ÛáõÕ»ñÇ ÁÝ¹Ñ³-

Ýáõñ ßáß³÷áÕÝ ¿: 

 
 

úñÇÝ³Ï 8: 2 2 a x
y x

a x





 (êïñáýáÇ¹ Ï³Ù áÉáñí³Í Å³å³í»Ý): 

                                                 
* ¸ÇáÏÉ¨ë, Ù.Ã.³. 2-ñ¹  ¹³ñÇ ÑáõÛÝ Ù³Ã»Ù³ïÇÏáë: 

·Í. 15 
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²Ûë ÏáñÝ ¿É ¿ Ox  ³é³ÝóùÇ 

ÝÏ³ïÙ³Ùμ Ñ³Ù³ã³÷: Îááñ¹Ç-
Ý³ïÝ»ñÇ ëÏ½μÝ³Ï»ïÁ ÏáñÇ 
§Ñ³Ý·áõó³ÛÇÝ¦ Ï»ï ¿: Ò³Ë ÏÇ-
ë³Ñ³ñÃáõÃÛáõÝáõÙ ÏáñÁ áÉáñíáõÙ 
¨ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ ûÕ³ÏÇ Ó¨, áñÇ ·³-

·³ÃÁ ·ïÝíáõÙ ¿ ( ;0)a  Ï»ïáõÙ: 

²ç ÏÇë³Ñ³ñÃáõÃÛáõÝáõÙ ÏáñÇ 
×ÛáõÕ»ñÁ ³ëÇÙåïáïáñ»Ý Ùáï»-
ÝáõÙ »Ý x a  áõÕÕÇÝ (·Í. 16): 

 
 

úñÇÝ³Ï 9: 2 2 5( )y x x   

(Îïó³íáñ Ïáñ): 
ÎáñÁ ³ÙμáÕçáõÃÛ³Ùμ ÁÝÏ³Í ¿ ³ç ÏÇ-

ë³Ñ³ñáõÃÛáõÝáõÙ ( 0)x  : ÎáñÇ ëÏ½μÝ³-

Ï»ïÇó ¹áõñë »ÏáÕ ³é³ÝÓÇÝ ×ÛáõÕ»ñÁ 
(·Í. 17) Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³μ³ñ 

2 (1 )y x x   ¨ 2 (1 )y x x   

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ·ñ³ýÇÏÝ»ñÝ »Ý: 

êÏ½μÝ³Ï»ïáõÙ Ox  ³é³ÝóùÁ Ã»́ ÙÇ ×Ûáõ-

ÕÇ, Ã»́ ÙÛáõëÇ ßáß³÷áÕÝ ¿: 

úñÇÝ³Ï 10: 3 3 3x y axy   (¸»Ï³ñïÇ ï»ñ¨): 

Ü³Ë ÝÏ³ï»Ýù, áñ x  ¨ y  ³ÝÑ³ÛïÝ»ñÁ ÷áË³ï»Õ»ÉÇë Ñ³í³ë³ñáõ-

ÙÁ ãÇ ÷áËíáõÙ: ê³ ËáëáõÙ ¿ ³ÛÝ Ù³ëÇÝ, áñ ÏáñÁ Ñ³Ù³ã³÷ ¿ y x  áõÕÕÇ 

ÝÏ³ïÙ³Ùμ (·Í. 18): 

Üß³Ý³Ï»Éáí y x t ` »ñÏáõ ³ÝÑ³Ûïáí 

Ñ³í³ë³ñáõÙÇó Ï³ñáÕ »Ýù ³ÝóÝ»É ÏáñÇ 
å³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇÝ. 

3

3
1
at

x
t




, 
2

3

3
1
at

y tx
t

 


 ( 1)t   : 

ºÉÝ»Éáí ³ÛÝ ÷³ëïÇó, áñ ( ; )x y  Ï»ïÁ 

ÏáñÇ »ñÏ³ÛÝùáí ³Ýí»ñç Ñ»é³ÝáõÙ ¿ 
ëÏ½μÝ³Ï»ïÇó ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ 

1t  ¨ û·ïí»Éáí no 2-Ç (3) ¨ (4) ·Í. 18 

·Í. 16

·Í. 17 
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μ³Ý³Ó¨»ñÇó` ·ïÝáõÙ »Ýù. 

1 1
lim lim 1
t t

y
k t

x 
    : 

2

3 3 21 1 1

3 3 1lim( ) lim lim 3
1 1 (1 )(1 )t t t

at at t
y x at

t t t t t


  

  
           

21
3 lim

1t

t
a a

t t
  

 
: 

²ÛÝå»ë áñ, y x a    áõÕÇÕÁ ÏáñÇ II ¨ 

IV ù³éáñ¹Ý»ñáõÙ ÁÝÏ³Í ×ÛáõÕ»ñÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ 
³ëÇÙåïáïÝ ¿: 

 

úñÇÝ³Ï 11: 
2 2 23 33x y a   

(²ëïñáÇ¹ Ï³Ù ù³é³Ã¨ ÑÇåáóÇÏÉáÇ¹): 
ºÃ» no III. 2.3-áõÙ §ëáíáñ³Ï³Ý¦ óÇÏ-

ÉáÇ¹Á ë³ÑÙ³Ýí»ó áñå»ë ³Ýß³ñÅ áõÕÕÇ íñ³ 
·ÉáñíáÕ ßñç³Ý³·ÍÇ (³ÝÇíÇ) áñáß³ÏÇáñ»Ý 
Ýßí³Í Ï»ïÇ Ñ»ï³·ÇÍ, ³å³ ³Ûëï»Õ ÏáñÇ 
ëï³óÙ³Ý Ù»Ë³ÝÇÏ³Ý ÷áùñ ÇÝã ³ÛÉ ¿: 
²Ýß³ñÅ ¹ÇñùáõÙ ïñí³Í ¿ a  ß³é³íÕáí 

ßñç³Ý³·ÇÍ, ÇëÏ ßñç³Ý³·ÍÇ Ý»ñëáõÙ` b  ß³é³íÕáí ³ÝÇí: 

²ÝÇíÇ íñ³ Ýßí³Í Ï»ïÇ Ñ»ï³·ÇÍÁ, »ñμ ³ÝÇíÁ ·ÉáñíáõÙ ¿ (³é³Ýó 
ë³Ñ»Éáõ) ßñç³Ý³·ÍÇ »ñÏ³ÛÝùáí, ÏáãíáõÙ ¿ ÑÇåáóÇÏÉáÇ¹: ¶Í. 19-áõÙ 

å³ïÏ»ñí³Í ¿ ³ÛÝ ¹»åùÁ, »ñμ 4b a : ÀÝ¹ áñáõÙ, ³ÝÇíÇ íñ³ Ýßí³Í 

Ï»ïÁ, ³ÝÇíÇ »É³Ï»ï³ÛÇÝ ¹ÇñùáõÙ, Ox  ³é³ÝóùÇ ( ;0)a  Ï»ïÝ ¿: 

 

úñÇÝ³Ï 12: 2 2 2 2x y ax a x y     (Î³ñ¹ÇáÇ¹ Ï³Ù ëñï³Ó¨ ·ÇÍ): 

²Ûë ÏáñÝ ¿É ¿ å³ïÏ³ÝáõÙ óÇÏ-
ÉáÇ¹Ý»ñÇ ËÙμÇÝ, ÙÇ³ÛÝ Ã», ³Ûë ³Ý-
·³Ù, ³ÝÇíÁ ·ïÝíáõÙ ¿ ³Ýß³ñÅ ßñç³-
Ý³·ÍÇó ¹áõñë` ·Éáñí»ÉÇë ß³ñáõÝ³Ï 
³ñï³ùÝ³å»ë ßáß³÷»Éáí ßñç³Ý³-
·ÇÍÁ: ²Ûë Ï»ñå ë³ÑÙ³Ýí³Í ÏáñÝ ³Ý-
í³ÝáõÙ »Ý ¿åÇóÇÏÉáÇ¹: 

²Ûëï»Õ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ëñï³Ó¨ 
·ÇÍÝ ³é³ç³ÝáõÙ ¿ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñμ 
ßñç³Ý³·ÍÇ ¨ ³ÝÇíÇ ß³é³íÇÕÝ»ñÁ 

·Í. 19 

·Í. 20
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»ñÏáõëÝ ¿É 2a  »Ý, ßñç³Ý³·ÍÇ Ï»ÝïñáÝÁ ·ïÝíáõÙ ¿ ; 0
2
a  

 
 Ï»ïáõÙ, 

ÇëÏ ³ÝÇíÇ íñ³ Ýßí³Í Ï»ïÁ, »É³Ï»ï³ÛÇÝ ¹ÇñùáõÙ, Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ 
ëÏ½μÝ³Ï»ïÝ ¿ (·Í. 20): 

²í»É³óÝ»Ýù, áñ Ï³ñ¹Çá¹Ç Ñ³í³ë³ñáõÙÁ μ¨»é³ÛÇÝ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»-

ñáí (no III. 1.5) áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ. (1 cos )a   : 

 

úñÇÝ³Ï 13: cos3a   (ºé³Ã»ñÃ í³ñ¹): 

Ü³Ë ÝÏ³ï»Ýù, áñ  -Ý, áñå»ë μ¨»é³ÛÇÝ ß³é³íÇÕ, ãÇ Ï³ñáÕ 

μ³ó³ë³Ï³Ý ÉÇÝ»É: Ð»ï¨³μ³ñ,  -Ý å»ïù ¿ ÷á÷áË»É ³ÛÝåÇëÇ 

ïÇñáõÛÃáõÙ, áñï»Õ cos3 0  : ö³ëïáñ»Ý, 3 -Ý å»ïù ¿ ÁÝÏ³Í ÉÇÝÇ I ¨ 

IV ù³éáñ¹Ý»ñáõÙ. 

3
2 2
     Ï³Ù 

6 6
    , 

2 3 2
2 2
        Ï³Ù 

5
2 6
   , 

4 3 4
2 2
        Ï³Ù 

7 3
6 2
   : 

²ÛëåÇëáí ëï³ÝáõÙ »Ýù  -Ç ÷á÷áËÙ³Ý »ñ»ù ÙÇç³Ï³Ûù, áñáÝóÇó 

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³-
ÝáõÙ ¿ »é³Ã»ñÃ í³ñ¹Ç Ù»Ï³Ï³Ý 
Ã»ñÃÇÏ (·Í. 21): ÎáëÇÝáõëÇ å³ñμ»-
ñ³Ï³ÝáõÃÛáõÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ  -Ç 

Ñ»ï³·³ ÷á÷áËáõÃÛ³Ý ÁÝÃ³óùáõÙ 
(Ã» ́ ¹ñ³Ï³Ý áõÕÕáõÃÛ³Ùμ, Ã» ́ μ³ó³-
ë³Ï³Ý) ÏáñÇ ÁÝÃ³óÇÏ Ï»ïÁ ÝáõÛ-
ÝáõÃÛ³Ùμ ÏñÏÝáõÙ ¿ Çñ Ñ»ï³·ÇÍÁ: 
Â»ñÃÇÏÝ»ñÁ ×Çßï å³ïÏ»ñ»Éáõ 
Ñ³Ù³ñ ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ Ý³¨ Ñ³ßíÇ ³é-

Ý»É Ýßí³Í ÙÇç³Ï³Ûù»ñáõÙ cos3  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙáÝáïáÝáõÃÛ³Ý μÝáõÛÃÁ: 
 
 
 

·Í. 21
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úñÇÝ³Ï 14: a   (0 )     (ÐÇå»ñμáÉ³Ï³Ý ·³É³ñ³·ÇÍ): 

ºñμ  -Ý ³×»Éáí Ó·ïáõÙ ¿  -Ç,  -Ý Ó·ïáõÙ ¿ 0-Ç: ¸ñ³ ³ñ¹ÛáõÝ-

ùáõÙ, ÏáñÇ ÁÝÃ³óÇÏ Ï»ïÁ ¹ñ³Ï³Ý áõÕÕáõÃÛ³Ùμ ³Ýí»ñç åïïí»Éáí μ¨»éÇ 
ßáõñçÁ, ³Ýí»ñç Ùáï»ÝáõÙ ¿ μ¨»éÇÝ: 

ÆëÏ »ñμ  -Ý Ýí³½»Éáí Ó·ïáõÙ ¿ 0-Ç,   : ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ 

Ï»ïÁ ³Ýí»ñç Ñ»é³ÝáõÙ ¿ μ¨»éÇó: àõëáõÙÝ³ëÇñ»Éáí ÏáñÇ áõÕÕ³ÝÏÛáõÝ 
Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ ÷á÷áËÙ³Ý í³ñùÁ` Ñ³Ý·áõÙ »Ýù Ñ»ï¨Û³ÉÇÝ. 

coscos a
x

 


    , 

sinsin a
y a

 


    ( 0)   : 

²Ûëù³ÝÇó Ï³ñáÕ »Ýù »½ñ³Ï³óÝ»É, áñ 
y a  áõÕÇÕÁ ÏáñÇ ³ëÇÙåïáï ¿: 

²ñÅ» Ý³¨ Ýß»É, áñ  -Ç Ýí³½Ù³ÝÁ 

½áõ·ÁÝÃ³ó ( 2)   y -Á ³×áõÙ ¿ 

(·Í. 22): 
 
 

ì ² ð Ä à ô Â Ú à ô Ü Ü º ð  

 
1. ²å³óáõó»É ÝáõÛÝáõÃÛáõÝÁ. 

1arctg arctg sgn
2

x x
x


   ( 0)x  : 

òáõóáõÙ: ²é³ÝÓÇÝ-³é³ÝÓÇÝ ¹Çï³ñÏ»É ( ; 0)  ¨ (0; )  ÙÇç³Ï³Ûù»ñÁ, 

û·ïí»É no 1.1-áõÙ μ»ñí³Í åÝ¹áõÙÇó, ÇëÏ ³ÛÝáõÑ»ï¨, Ñ³ßí»É ÝáõÛÝáõÃÛ³Ý Ó³Ë Ù³ëÇ 

ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÁ, »ñμ x : 

2. ²å³óáõó»É ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ. 

³) | arctg arctg | | |x y x y    ( , )x y ; 

μ) 21ln(1 )
2

x x x    ( 0)x  : 

3. Ð»ï³½áï»É 2( 3) xy x e   ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙáÝáïáÝáõÃÛáõÝÁ: 

4. ²å³óáõó»É ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ. 

1 ( 1)x x     ( 0, 0 1)x    : 

·Í. 22 
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òáõóáõÙ: Ð»ï³½áï»É ( ) 1 ( 1)x x x      ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙáÝáïáÝáõ-

ÃÛáõÝÁ ¨ Ñ³ßíÇ ³éÝ»É, áñ (1) 0  : 

5. ¸Çóáõù` , 0a b  , ÇëÏ p  ¨ q  ¹ñ³Ï³Ý Ãí»ñÝ ³ÛÝåÇëÇÝ »Ý, áñ 

1 1 1
p q
  : ²å³óáõó»É ÚáõÝ·Ç* ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ. 

 

1 1
p q a b
a b

p q
  : 

òáõóáõÙ: Ü³Ëáñ¹ í³ñÅáõÃÛ³Ý Ù»ç ï»Õ³¹ñ»É x a b , 1 p  : 

6. îñí³Í »Ý 1, , nx x  ¨ 1, , ny y  Ãí»ñÁ: ²å³óáõó»É Þí³ñóÇ** Ñ»ï¨Û³É 

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ. 
1 2 1 2

2 2

1 1 1

n n n

k k k k
k k k

x y x y
  

       
   

   : 

òáõóáõÙ: Ü³Ëáñ¹ í³ñÅáõÃÛ³Ý Ù»ç í»ñóÝ»É 

2p q  , 
2

2

1

k
n

k
k

x
a

x





, 

2

2

1

k
n

k
k

y
b

y





: 

7. ¸Çóáõù f -Á 0x -Ç ßñç³Ï³ÛùáõÙ n  ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, ÁÝ¹ áñáõÙ` 

( 1)
0 0( ) ( ) 0nf x f x    , ( )

0( ) 0nf x  : 

òáõÛó ï³É, áñ »Ã» n -Á ½áõÛ· ¿, ³å³ 0x -áõÙ ³éÏ³ ¿ ¿ùëïñ»ÙáõÙ, ÇëÏ 

»Ã» n -Á Ï»Ýï ¿, ³å³ ¿ùëïñ»ÙáõÙ ãÏ³: 
òáõóáõÙ: Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí ËÝ¹ñÇ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ` Â»ÛÉáñÇ ÉáÏ³É μ³Ý³Ó¨Á Ï³ñ»ÉÇ 

¿ ·ñ»É Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí. 

 ( )
00

0 0
0

( )( )( ) ( ) ( )
! ( )

nn
n

n

o x xf x
f x f x x x

n x x

 
    
  

: 

ØÝáõÙ ¿ ï»ëÝ»É, áñ ½áõÛ· n -Ç ¹»åùáõÙ μ³Ý³Ó¨Ç ³ç Ù³ëÁ 0x -Ç ÷áùñ 

ßñç³Ï³ÛùáõÙ å³Ñå³ÝáõÙ ¿ Çñ Ýß³ÝÁ, ÇëÏ Ï»Ýï n -Ç ¹»åùáõÙ` áã: 

8. ²å³óáõó»É, áñ »Ã» ( )w y  ( )y  ýáõÝÏóÇ³Ý ³×áÕ ¿, ³å³ 

                                                 
* ì. ÚáõÝ· (Ú³Ý·)  (1882-1946), ³Ý·ÉÇ³óÇ Ù³Ã»Ù³ïÇÏáë: 
** ¶. Þí³ñó  (1843-1921), ·»ñÙ³Ý³óÇ Ù³Ã»Ù³ïÇÏáë: 
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( )y f x  ¨  ( )w f x  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ áõÝ»Ý ÙÇ¨ÝáõÛÝ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ 

Ï»ï»ñÁ: 

9. òáõÛó ï³É, áñ x  ( 1)  , lnx x  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ (0; )  ÙÇç³Ï³Û-

ùáõÙ áõéáõóÇÏ »Ý, ÇëÏ x  (0 1)   ¨ ln x  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ` ·á·³íáñ: 

10. ²å³óáõó»É Ñ»ï¨Û³É ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ¨ Ù»ÏÝ³μ³Ý»É ¹ñ³Ýù 
»ñÏñ³ã³÷áñ»Ý. 

³) 
1 ( )
2 2

x y
x y


      

 
 ( , 0, , 1)x y x y    ; 

μ) ln ln ( ) ln
2
x y

x x y y x y


    ( , 0, )x y x y  : 

11. îñí³Í ¿ tx t e  , 22 ty t e   å³ñ³Ù»ïñ³Ï³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»-

ñÇ ½áõÛ·Á: 
ä³ñ½»É, Ã» å³ñ³Ù»ïñÇ ÷á÷áËÙ³Ý ÇÝã ÙÇç³Ï³Ûù»ñáõÙ ¿ y -Á áñáß-

íáõÙ áñå»ë x -Çó Ï³Ëí³Í ýáõÝÏóÇ³ ¨ Ñ»ï³½áï»É ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³Ý ÙáÝá-

ïáÝáõÃÛ³Ý áõ áõéáõóÇÏáõÃÛ³Ý ³éáõÙáí: 

12. ¸Çóáõù ( )y f x  ýáõÝÏóÇ³Ý ];[ ba  Ñ³ïí³ÍáõÙ μ³í³ñ³ñáõÙ ¿ 

È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÇ μáÉáñ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ: 
²å³óáõó»É, áñ »Ã» ³ÛÝ ËÇëï áõéáõóÇÏ ¿, ³å³ í»ñç³íáñ ³×»ñÇ μ³-

Ý³Ó¨áõÙ ³éÏ³ c -Ý ÙÇ³ÏÝ ¿ (no VII. 1.3): 

13. ¶ñ»É (1 )nx  ( )n  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ n -ñ¹ Ï³ñ·Ç Â»ÛÉáñÇ μ³½Ù³Ý¹³-

ÙÁ ¨ ï»Õ³¹ñ»Éáí ¹ñ³ÝáõÙ x b a , ëï³Ý³É ÜÛáõïáÝÇ »ñÏ³Ý¹³ÙÇ μ³-

Ý³Ó¨Ç (no I. 2.9, ûñÇÝ³Ï 14) Ýáñ ³å³óáõÛó: 

14. ´¨»é³ÛÇÝ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·áõÙ å³ïÏ»ñ»É Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³-
ë³ñáõÙÝ»ñáí áñáßíáÕ Ïáñ»ñÁ. 

³) 2 a   (·³í³½³Ý); μ) sin 4   (ù³é³Ã»ñÃ í³ñ¹): 

15. ¶»ñ³ÝÇ É³ÛÝ³ÏÇ Ïïñí³ÍùÁ d  ïñ³Ù³·Íáí ßñç³Ý ¿: ¶»ñ³ÝÁ Ùß³Ï»-

Éáí å³ïñ³ëïáõÙ »Ý ãáñëáõ, áñÇ É³ÛÝ³ÏÇ Ïïñí³ÍùÁ b  ÑÇÙùáí ¨ h  

μ³ñÓñáõÃÛ³Ùμ áõÕÕ³ÝÏÛáõÝ ¿: Ð³ÛïÝÇ ¿, áñ ãáñëáõÇ ³ÙñáõÃÛáõÝÁ ·Ý³Ñ³ï-

íáõÙ ¿ 2bh  Ù»ÍáõÃÛ³Ùμ: 

Æ±Ýã Ñ³Ù³Ù³ëÝáõÃÛ³Ùμ å»ïù ¿ Ùß³Ï»É ·»ñ³ÝÁ, áñå»ë½Ç Ýñ³ÝÇó 
ëï³óíáÕ ãáñëáõÝ áõÝ»Ý³ ³é³í»É³·áõÛÝ ³ÙñáõÃÛáõÝ: 



 115 

16. ÎÉáñ ë»Õ³ÝÇ Ï»ÝïñáÝÇó ÇÝã μ³ñÓñáõÃÛ³Ý íñ³ å»ïù ¿ Ï³Ë»É ¿É»Ïï-
ñ³Ï³Ý É³ÙåÁ, áñå»ë½Ç ë»Õ³ÝÇ »½ñÁ ÉÇÝÇ Ù³ùëÇÙ³É Éáõë³íáñí³Í: 

Ð³ÛïÝÇ ¿, áñ Ï»ïÇ Éáõë³íáñí³ÍáõÃÛáõÝÁ áñáßíáõÙ ¿ 
2

sin
I k

r


  μ³Ý³-

Ó¨áí, áñï»Õ  -Ý ë»Õ³ÝÇ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ ×³é³·³ÛÃÇ ³ÝÏÙ³Ý ³ÝÏÛáõÝÝ 

¿, r -Á` Éáõë³ÕμÛáõñÇó »Õ³Í Ñ»é³íáñáõÃÛáõÝÁ, ÇëÏ k -Ý` Éáõë³ÕμÛáõñÇ ÉáõÛ-

ëÇ áõÅÁ: 
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